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Resumo
Esta é uma tradugdo do artigo Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis, de
Leonhard Euler (1707-1783). Euler resolve o problema conhecido como "As pontes de
Kdnigsberg" e, com isso, dé inicio a teoria dos grafos.
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[EULER AND THE BRIDGES OF KONIGSBERG]

Abstract
This is a translation of the article Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis, by
Leonhard Euler (1707-1783). Euler solves the problem known as "The bridges of
Konigsberg" and, by doing so, gives birth to graph theory.

Keywords: graph theory, history of mathematics, Kénigsberg's bridges.

Introducéo
Apresentamos aqui uma tradugdo do famoso artigo Solutio problematis ad

geometriam situs pertinentis, no qual o matemético suico Leonhard Euler (1707-1783)
expde e soluciona o problema conhecido como As pontes de Konigsberg, frequentemente
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citado em livros de histdria de matematica e de matematica recreativa como o problema
fundador da topologia e da teoria dos grafos.

O problema consistia em saber se era possivel percorrer as pontes que ligavam
uma ilha no rio Pregel, em Konigsberg (atual Kaliningrado, na Russia), ao restante da
cidade, sem passar pela mesma ponte duas vezes. Euler responde na negativa, e ainda
apresenta critérios para se decidir quando problemas semelhantes tém ou ndo solugéo.

O artigo todo é dividido em 21 paragrafos numerados. No final do paragrafo 9, o
problema original ja esta resolvido, mas o texto restante continua refletindo e generalizando
0 problema até chegar em regras gerais (teoremas) para serem aplicadas em situacBes
similares. Ao contrario do que mostram os livros de histéria, Euler ndo apresenta o ja
famoso grafo em que as porgdes de terra sdo representados como vértices e as pontes como
arestas, o qual pode ser encontrado na bibliografia fornecida ou em livros comuns de
histéria da matematica.

Este artigo € um brilhante exemplo de como surge uma nova teoria matematica, e
como age o chamado pensamento matematico: observar, selecionar, abstrair e codificar
elementos do problema em simbolos adequados. E, por fim, solucionar o problema através
de uma reflexdo sobre esses mesmos simbolos. Esse processo semidtico estd
exemplarmente exposto no artigo, de largas e profundas repercussfes didaticas para a
formacdo de novos matematicos e educadores.

O artigo original foi escrito em 1735, apresentado para publicacdo em 1736 e
impresso em 1741 nos Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae, vol. 8. Desse
artigo, existem duas traducgdes em inglés: uma em BIGGS, LLOYD e WILSON, pp. 3-8, ¢
outra em NEWMAN, pp. 565-571. Embora esta Gltima seja de melhor qualidade, ambas
optaram por modernizam o texto original.

Ao contrério das tradugdes mencionadas, procuramos ndo modernizar o texto ou
empregar o vocabulario técnico corrente. Com isso, pretendemos favorecer interpretaces
mais convenientes acerca do universo de ideias e concepcBes do autor. A comecar pelo
titulo, traduzimos geometria situs, j& tradicionalmente traduzida como geometria de
posicdo em lingua portuguesa, por geometria de situacdo. Encontramos essa tradugdo em
artigos posteriores, como no de Vandermonde, Remarques sur les problémes de situation,
de 1771'. Como consequéncia dessa opgdo, também n&o uniformizamos o vocabulario
técnico. Por exemplo, Euler usa os termos iter (caminho), cursus (curso, percurso) e
transitus (trénsito) como sindnimos, um recurso comum para variar seu estilo por vezes
bastante repetitivo.

Gostariamos, por fim, de dedicar esta traducdo a meméria do querido e inspirador
amigo, Prof. Dr. Plinio Zornoff Té&boas, que aqui figura como segundo autor. Plinio faleceu
em pleno curso da escrita, enquanto davamos os Ultimos retoques do texto. Certamente, o
que aqui apresentamos ndo faz mais justica aos padrdes de rigor e qualidade que ele tanto
prezava.

1BIGGS, LLOYD & WILSON, p. 22.
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A traducéo

Solug&o de um problema pertinente & Geometria de situagéo
Leonhard Euler

8. 1. Além daquela parte da Geometria que se ocupa de quantidades e que tem sido
cultivada em todos os tempos com sumo zelo, existe outra ainda hoje bastante
desconhecida, da qual Leibniz foi o primeiro a fazer mencao, a qual chamou de Geometria
de situacdo. Foi por ele estabelecido que essa parte se ocupa apenas com a determinacdo da
situacdo e com a descoberta das propriedades da situacdo; nela ndo devem ser consideradas
guantidades nem ser utilizado o calculo de quantidades. No entanto, ndo estdo
suficientemente definidas quais espécies de problemas se relacionam a esta Geometria de
situacdo, e qual método é necessario empregar em sua resolucdo. Por isso, quando
ultimamente é feita men¢do a algum problema que parece ser de geometria, mas quando
examinado com atencdo ndo requer determinacdo de quantidades nem admite solugdo com
auxilio do calculo de quantidades, nao tive dividas de o referir a geometria de situacéo,
principalmente quando em sua resolugdo é considerada apenas a situacéo e nenhum calculo
direto é empregado. Decidi, portanto, expdr aqui um método que criei para resolver
problemas desse género, como um tipo de Geometria de situagao.

8. 2. Esse problema, dito a mim ser bastante conhecido, era o seguinte: existe uma ilha em
Konigsberg, na Prussia, dita der Kneiphof, e que o rio que a cerca € dividido em dois ramos,
como se pode ver na figura.

Sobre os ramos deste rio foram construidas sete pontes, a, b, c, d, e, f e g, e acerca dessas
pontes era proposta a questdo, se alguém poderia estabelecer um curso tal que passe por
cada uma das pontes uma vez e ndo mais que uma vez. Disseram-me que uns negam, outros
duvidam, e que ninguém afirma que isso possa ser feito. A partir disso, formulei em
seguida o problema com a maxima generalidade: qualquer que seja a figura do rio e sua
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distribuicdo em ramos, e qualquer que seja 0 nimero de pontes, descobrir se é possivel
passar ou nao sobre cada ponte uma so vez.

8. 3. O que certamente diz respeito ao problema das sete pontes de Kdnigsberg é que ele
pode ser resolvido com a total enumeragéo de todos os cursos que podem ser estabelecidos.
Com isso, saberiamos se algum curso viria a satisfazer o problema ou ndo. Mas esse modo
de resolucdo seria demasiadamente dificil e trabalhoso por causa do grande nimero de
combinacfes, e em outras questdes com muito mais pontes certamente ndo poderia ser
empregado. Além disso, se essa operacdo fosse assim levada a cabo, seriam encontradas
muitas coisas que ndo estavam no problema, o que sem ddvida seria a origem de grande
dificuldade. Por isso, tendo deixado esse método de lado, procurei outro que nado faria mais
do que mostrar se tal caminho pode ser feito ou ndo, pois suspeitei que um tal método seria
muito mais simples.

8. 4. Todo o meu método repousa na adequada designacdo de cada transito pelas pontes,
para o que utilizo as letras mailsculas A, B, C, D, atribuidas a cada regifo separada pelo
rio. Assim, se alguém migra da regido A para a B pela ponte a ou b, denoto esse transito
pelas letras AB, das quais a primeira mostra a regido de onde veio o0 viajor, e a segunda da a
regido aonde chega depois de atravessada uma ponte. Se, logo a seguir, 0 viajor sai da
regido B para a regido D pela ponte f, este transito sera representado pelas letras BD.
Denoto, porém, dois transitos AB e BD, feitos sucessivamente, pelas trés letras ABD
somente, porque a letra do meio, B, designa tanto a regido na qual o primeiro transito chega
guanto a regido da qual o segundo transito sai.

8. 5. De modo semelhante, se o viajor avanca da regido D para a regido C pela ponte g,
denotarei esses trés transitos feitos sucessivamente pelas quatro letras ABDC. Dessas
quatro letras, ABDC, sera entendido que o viajor, primeiro na regido A, migrou para a
regido B e dai partiu para a regido D, e depois, por fim, partiu dessa para a regido C. Como
essas regibes estdo mutuamente separadas entre si pelo rio, é necessario que o0 viajor passe
por trés pontes. Assim, 0s transitos feitos sucessivamente por quatro pontes serdo denotados
por cinco letras; e se 0 viajor passa por um nimero qualquer de pontes, sua migracéo sera
denotada por um nimero de letras maior em uma unidade do que o nimero de pontes. Por
essa razdo, para designar o transito por sete pontes sdo requeridas oito letras.

8. 6. Com essa maneira de designhacdo, ndo atento por quais pontes o transito é feito. Se esse
trdnsito pode ser feito de uma regido em outra por vérias pontes, a designacdo serd a
mesma, indicando apenas a regido de chegada. Entende-se disso que, se 0 curso pode ser
feito pelas sete pontes da figura de tal maneira que passe por cada uma somente uma vez, e
por nenhuma duas vezes, esse curso pode ser representado por oito letras, e essas letras
devem ser dispostas de tal maneira que a sucesséo imediata das letras A e B ocorra duas
vezes, porque ha duas pontes a e b ligando essas duas regides A e B; também a sucessdo
das letras A e C deve ocorrer duas vezes nessa série de oito letras; e ainda, a sucessdo das
letras A e D deve ocorrer uma vez; e do mesmo modo, é necessario que ocorra uma vez a
sucessao das letras B e D, e também a das letras C e D.
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8. 7. A questdo, portanto, reduz-se a que se forme, com as quatro letras A, B, C, e D, uma
série de oito letras na qual todas aquelas sucessdes ocorram tantas vezes quantas forem
exigidas. Mas antes de envidar esforgos em tal disposigdo, convém mostrar se tal maneira
de dispor essas letras é possivel ou ndo. Pois se puder ser demonstrado que tal disposi¢do
ndo pode de todo ocorrer, sera indtil todo trabalho despendido para tal. Por essa razdo,
investiguei uma regra, com a ajuda da qual possa ser facilmente discernido, tanto para essa
questdo quanto para todas outras semelhantes, se tal disposicdo de letras possa existir.

8. 8. Considero, para encontrar tal regra, uma Gnica regido A, para a qual conduza um
namero qualquer de pontes a, b, c, d, etc.

Dessas pontes, observo primeiro uma Unica, a, que conduz a regido A. Agora, se 0 viajor
passa por essa ponte, entdo deve ter estado na regido A antes do transito, ou chega em A
depois do transito. Assim, na maneira de designar o transito acima estabelecida, é
necessario que a letra A ocorra uma vez. Se trés pontes, digamos, a, b, ¢, levam a regido A,
e 0 viajor passa por todas as trés, entdo, na designacdo de sua migracéo, a letra A ocorrera
duas vezes, seja com inicio do curso em A ou ndo. De modo semelhante, se cinco pontes
conduzem a A, na designacdo do tréansito por todas elas a letra A deve ocorrer trés vezes. E
se 0 numero de pontes for um nimero impar qualquer, e se a esse nimero for acrescentada
uma unidade, sua metade dara quantas vezes a letra A deve ocorrer.

8. 9. Assim, no caso da travessia da pontes de Konigsberg, porque cinco pontes, a, b, c, d,
e, levam a ilha A, € necessario que na designacdo do transito por essas pontes a letra A
ocorra trés vezes. E que a letra B deve ocorrer duas vezes, porque trés pontes conduzem a
regido B. De modo semelhante, a letra D deve ocorrer duas vezes, e também duas vezes a
letra C. Portanto, na série de oito letras, com as quais o transito por sete pontes devera ser
designado, a letra A deverd estar presente trés vezes, e as letras B, C e D duas vezes cada
uma. Mas isso ndo pode ser ser feito de forma alguma em uma série de oito letras. Disso
fica claro, que tal transito ndo pode ser feito pelas sete pontes de Kénigsberg.

8. 10. De modo semelhante sobre todos 0s outros casos. Se 0 nimero de pontes que
conduzem a uma regido qualquer for impar, é possivel julgar se o transito pode ser feito
uma s vez através de cada uma. Pois se ocorre que a soma de todas as vezes em que cada
letra deve ocorrer for igual ao nimero de todas as pontes aumentado em uma unidade,
entdo tal transito pode ser feito. Se, do contrario, como acontece em nosso exemplo, a soma
de todas as vezes for maior que o nimero de pontes aumentado em uma unidade, entdo tal
transito ndo pode, de forma alguma, ser feito. A regra que dei para encontrar 0 nimero de
vezes de A, a partir do nimero de pontes que levam a A, vale igualmente para todas as
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pontes que partem ou de uma soO regido B, como se vé na figura, ou a partir de varias.
Considerando apenas a regido A, pergunto quantas vezes a letra A deve ocorrer.

§. 11. Mas, porém, se o nimero de pontes que levam a regido A for par, entdo é preciso
observar, acerca do transito feito através de cada uma, se no inicio o viajor comecara seu
curso a partir da regido A ou ndo. Pois se duas pontes levam a regido A, e o viajor comega
Seu curso a partir de A, entdo a letra A deve ocorrer duas vezes, pois deve aparecer uma vez
na designacdo da saida de A por uma ponte, e uma vez também na designacdo do retorno
pela outra ponte. Mas se 0 viajor comega 0 curso a partir de outra regido, entdo a letra A
ocorrera apenas uma vez, pois, uma vez posta na sequéncia, ela determinara tanto a chegada
guanto a saida de A, como estabeleci na designacdao de tal curso.

8. 12. Conduzam-se agora quatro pontes para a regido A, e que 0 viajor comece Seu curso a
partir da regido A. Assim, na designacdo de todo o curso, a letra A devera aparecer trés
vezes, se ele passar por cada ponte uma s6 vez. Mas se ele comecar a andar a partir de outra
regido, entdo a letra A ocorrera apenas duas vezes. Se seis pontes conduzem a regido A, e
se o inicio do curso é tomado a partir de A, entdo a letra A ocorrerd quatro vezes; mas se 0
viajor ndo partir de A, entdo a letra A devera ocorrer apenas trés vezes. Assim, como regra
geral, se 0 nimero de pontes for par, a metade desse nimero dard o nimero de vezes que a
letra A deve ocorrer, se 0 inicio do curso ndo comecar em A. E a metade aumentada em
uma unidade dara o nimero de vezes que a letra A deve ocorrer, com inicio do curso
tomado a partir da regido A.

8. 13. Porque em tal curso o inicio se da apenas a partir de uma sé regido, defino, a partir do
namero de pontes que levam a uma regido, o nimero de vezes que uma letra que denota
uma regido deve ocorrer como a metade da soma do numero de pontes aumentado em uma
unidade, se o nimero de pontes for impar; e metade do nimero de pontes se este for par.
Dai que, se 0 nimero de todas as vezes se iguala ao nimero de pontes aumentado em uma
unidade, entdo é possivel o transito desejado, tomando-se o inicio a partir da regido a qual
leva um namero impar de pontes. Mas se, por outro lado, o nimero de todas as vezes for
menor em uma unidade do que o nimero de pontes aumentado em uma unidade, entdo o
transito é possivel com inicio na regido a qual conduz um nimero par de pontes, porque
desse modo o nimero de vezes serd aumentado em uma unidade.

8. 14. Portanto, dada qualquer figura de agua e pontes, estabeleco o procedimento seguinte
para investigar se alguém pode passar sobre cada ponte uma s6 vez. Primeiro, designo cada
um das regides separadas por agua entre si com as letras A, B, C, etc. Segundo, somo o
namero de todas as pontes, aumento-o em uma unidade e o sobrescrevo sobre a coluna
seguinte. Terceiro, do lado de cada letra A, B, C, etc., escrevo 0 nimero de pontes que
levam a regido correspondente. Quarto, marco com um asterisco as letras que tém nimeros
pares adscritos. Quinto, escrevo ao lado a metade de cada um desses nlimeros pares, € a
metade de cada ndmero impar aumentado em uma unidade. Sexto, somo todos esses
nimeros escritos por Gltimo. Se essa soma for uma unidade menor ou igual ao nimero
prefixado acima, entdo concluo que o transito desejado pode ser feito. Mas deve-se ter em
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mente que se a soma encontrada for uma unidade menor do que esse ndmero, entdo o inicio
da caminhada deve se dar a partir da regido marcada com um asterisco, e a partir de uma
regido ndo marcada se a soma for igual a tal nimero. Assim, portanto, para o caso das
pontes de Konigsberg, o procedimento é o seguinte:

O nGmero de pontes é 7; aumentado em uma unidade, é 8:

Fantes
A, 5 |3
B, s \2
C, 3 |2
D, s \2

Portanto, porque a soma da mais do que 8, o transito ndo pode absolutamente ser feito.

8. 15. Sejam duas ilhas A e B circundadas por agua, com a qual comunicam quatro rios,
como mostra a figura.

Além disso, sejam quinze pontes a, b, ¢, d, etc., sobre a dgua que circunda as ilhas e sobre
0s rios. Pergunta-se se alguém pode instituir um curso que passe por todas as pontes, mas
por nenhuma mais do que uma sé vez. Primeiro, portanto, designo todas as regides
mutuamente separadas entre si pela agua pelas letras A, B, C, D, E, F, de sorte que sejam
seis regides. Dai aumento o nimero de pontes, 15, em uma unidade, escrevo a soma, 16, e
passo & operacao seguinte.
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6
ﬁ*"s =
B*-&- 2
C*—-d}- 2
D—3 | 2
E—s5 |3
F*-_—ﬁ. 3

16

Terceiro, escrevo as letras A, B, C, etc., uma por uma, e ponho ao lado de cada o nimero de
pontes que levam aquela regido: oito pontes levam a A, quatro a B, etc. Quarto, noto com
um asterisco as letras com ndmeros pares. Quinto, em uma terceira coluna, escrevo a
metade dos nlmeros pares, e aumento 0os impares em uma unidade, colocando la sua
metade. Sexto, adiciono cada nimero da terceira coluna e obtenho a soma 16. Segue-se que
0 trénsito pode ser feito, mas somente se 0 curso comegar a partir ou da regido D ou da E,
pois essas ndo foram notadas com um asterisco. O curso, entdo, pode ser feito assim
EaFbBcFdAeFfCgANCIDKAMENAPBOEID, onde entre cada letra mailscula coloquei a
ponte pela qual passa o transito.

§. 16. Desta maneira, portanto, serd facil julgar, em um caso bastante complicado, se 0
transito pode ser feito ou ndo uma vez s6 por todas as pontes. No entanto, ainda
apresentarei um modo muito mais facil de o saber, um que se deriva facilmente do modo
apresentado, depois que eu tiver trazido a discussdo as observagdes seguintes. Primeiro,
observo que, somados todos os nimeros de pontes adscritos as letras A, B, C, o resultado é
duas vezes maior que todo o nimero de pontes. A razdo disto € que nesse cdmputo, no qual
sdo numeradas todas as pontes que conduzem em uma data regido, cada ponte é numerada
duas vezes, pois cada ponte se refere a uma e a outra regido que une.

8. 17. Segue-se, portanto, dessa observagdo, que a soma de todas as pontes que conduzem a
cada uma das regifes &€ um numero par, porque sua metade é igual ao nimero de pontes.
Portanto, ndo é possivel que entre o nimero de pontes que levam em qualquer regido haja
um Unico namero impar, nem também que trés sejam impares, nem cinco, etc. Por isso, se
alguns nimeros de pontes adscritos as letras A, B, C, etc. sdo impares, é necessario que seu
nlmero seja par, assim como no exemplo de Kdnigsberg eram quatro os nimeros impares
de pontes adscritos as letras das regiGes A, B, C, D, como é possivel ver no 8. 14. Também
no exemplo precedente, do §. 15, apenas dois sdo 0s nimeros impares, adscritos as letras D
eE.

8. 18. Como a soma de todos 0s nimeros adjuntos as letras A, B, C, etc. é igual ao dobro do
namero de pontes, fica claro que aquela soma, aumentada em dois e dividida por dois, da o
namero prefixado a operacdo. Se, portanto, todos os numeros adscritos as letras A, B, C, D,
etc. forem pares, e se a metade de cada um for tomada para obter os nimeros da terceira
coluna, a soma destes nimeros sera uma unidade menor do que o nimero sobrescrito. Por
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iSS0, nesses casos o transito por todas as pontes sempre podera ser feito. Pois em qualquer
regido que o curso se inicie, ela terd pontes em numero par que levam a si, como se requer.
Assim podera ser feito no exemplo de Konigsberg, que alguém por todas as pontes passe
duas vezes, como se cada ponte fosse dividida em duas, e 0 nimero de pontes que leva a
qualquer regido sera par.

8. 19. Além disso, se apenas dois nimeros adscritos as letras A, B, C, etc., forem impares, e
todos os restantes pares, entdo o transito desejado é sempre possivel, mas apenas se 0 curso
comecar a partir da regido a qual tende um nimero impar de pontes. Pois se 0s nlimeros
pares séo divididos ao meio, e também os impares sdo aumentados em uma unidade, como
prescrito, a soma dessas metades sera uma unidade maior do que o nimero de pontes, e por
isso igual ao numero prefixado. Também a partir disso se percebe, que se houver quatro, ou
seis, ou oito, etc., nimeros impares na segunda coluna, entdo a soma dos ndmeros da
terceira coluna serd maior do que o nimero prefixado, excedendo-o em uma unidade, ou
duas, ou trés, etc., e por isso o transito ndo pode ser feito.

8. 20. Portanto, proposto qualquer caso, serd possivel saber, facil e imediatamente, se o
transito pode ser feito uma s vez por todas as pontes ou ndo com a ajuda desta regra. Se
houver mais do que duas regides as quais levam um nimero impar de pontes, entdo
certamente pode-se afirmar que tal transito ndo é possivel. Se, porém, o nlmero de pontes
gue levam a apenas duas regides for impar, entdo o transito podera ser feito, mas apenas se
0 curso se iniciar em uma destas duas regides. Se, por fim, ndo houver nenhuma regido a
gual leva um nimero impar de pontes, entdo o transito desejado poderéa ser feito com inicio
a partir de qualquer regido. Essa regra, portanto, satisfaz plenamente ao problema proposto.

8. 21. Quando tiver sido determinado se tal transito pode ser realizado, resta ainda a questéo
de como o curso deve ser feito. Para isso, utilizo a seguinte regra: removam-se
mentalmente, quantas vezes possiveis, pares de pontes que conduzem de uma a outra
regido, e desse modo o nimero de pontes geralmente diminui bastante. Entdo se vera que se
torna facil o curso desejado pelas pontes restantes, e que as pontes eliminadas mentalmente
ndo modificardo muito esse curso, o que ficard imediatamente claro com um pouco de
atengdo. Com efeito, ndo julgo necessario prescrever mais nada para a determinacdo dos
CUursos.
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