Revista Brasileira de Historia da Matematica - Vol. 24, n°48 - pp. 156-176
Publicacdo Oficial da Sociedade Brasileira de Histdria da Matematica
ISSN 1519-955X

EFECTOS TRANSPOSITIVOS ENTRE PRAXEOLOGIAS
ADVENIMIENTO DEL RADIAN

Alberto Camacho-Rios
Veronica Valenzuela-Gonzalez

Marisela Caldera-Franco
Tecnoldgico Nacional de México campus Chihuahua Il — TecNM Chihuahua 1l — México

(aceito para publicacdo em fevereiro de 2024)

Resumen

El objetivo del articulo es analizar el concepto geométrico de radian a través de un fenémeno
de transposicion de conocimientos, el cual se investiga en diferentes obras elementales.
Situamos el concepto en la configuracién general de las producciones a lo largo del siglo xix
y nos interesamos por su uso en otras disciplinas. Las definiciones del concepto que aparecen
en las obras de matematicas, asi como aquellas dedicadas a otras profesiones, son
caracterizadas en el escrito desde la Teoria Antropoldgica de lo Did4ctico por praxeologias
matematicas y praxeologias practicas, en el sentido de Chevallard (2007) y Castela (2009),
respectivamente.

Palabras clave: obra elemental, radian, sena, partes del radio, praxeologia.

[EFEITOS TRANSPOSITIVOS ENTRE PRAXEOLOGIAS
ADVENTO DO RADIANO]

Resumo

O artigo tem como objetivo analisar o conceito geométrico de radiano através de um
fendmeno de transposicdo de conhecimento, que é investigado em diferentes obras
elementares. Este conceito é colocado na configuracdo geral das producdes ao longo do
século XIX e esta de interesse para seu uso em outras disciplinas. As defini¢es do conceito
gue aparecem em obras matematicas e aquelas dedicadas a outras profissdes sdo
caracterizadas no artigo a partir da Teoria Antropolégica do Didatico por praxeologias
matematicas e praxeologias préaticas, de acordo com Chevallard (2007) e Castela (2009),
respectivamente.

Palavras-chave: trabalho elementar, radiano, sena, partes do raio, praxeologia.
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[TRANSPOSITIVE EFFECTS BETWEEN PRAXEOLOGIES.
ADVENT OF THE RADIAN]

Abstract

The objective of the article is to analyze the geometric concept of radian through a
phenomenon of knowledge transposition, which is investigated in different elementary
works. We place the concept in the general configuration of productions throughout the 19th
century and we are interested in its use in other disciplines. The definitions of the concept
that appear in mathematical works, as well as those dedicated to other professions, are
characterized in the writing from the Anthropological Theory of the Didactic by
mathematical praxeologies and practical praxeologies, in the sense of Chevallard (2007) and
Castela (2009), respectively.

Keywords: elementary work, radian, sena, parts of radium, praxeology.

1. Obras Elementales y Praxeologias

Las obras elementales se consideran libros de texto de diferentes areas de la ciencia, que bajo
esa denominacion se usaron durante los siglos Xviil, XX y principios del XX para la ensefianza
de diversas asignaturas, con éxito importante en la matematica escolar: Tratados, Elementos,
Ensayos, Manuales, Cursos, etc. Desde principios del siglo xviii los elementos se concebian
como “aquella parte que denotaba las componentes originales de un cuerpo”. Reynaud, en su
texto de calculo titulado Analyse Demontrée, publicado en 1708, y Bézout, en sus Principes
du Calcul Infinitésimal de mediados del siglo xvii, llamaban elemento a la extensién
infinitesimal o diferencial que se tomaba en las figuras geométricas con las cuales era posible
determinar la cantidad de area, longitud o volumen (Camacho, 2005). El elemento era
formulado como una verdad que llevaba al establecimiento de una primera proposicion, la
cual dominaba, era transversal, y permitia iniciar la escritura de la obra. Las proposiciones
se distinguen en las primeras verdades fincadas en axiomas, convincentes a priori, que de
principio no admitian contradiccién, por antiguos gedmetras como Newton, Laplace,
Lagrange, Leibniz, y otros. Las obras elementales fueron depositarias de conocimientos que,
desde la perspectiva histérica y epistemologica, anteceden a los libros de texto actuales.

En el caso de la trigonometria, la mayoria de los autores de principios del siglo xix
coinciden que su objetivo es determinar las seis componentes fundamentales de un triangulo,
a saber, sus tres angulos y tres lados. Este interés desemboca de la actividad desarrollada con
la Geometria Practica (agrimensura) en la cual, durante las mediciones de terrenos de cierta
extension, se encontraban obsticulos para determinar angulos y distancias.

En el Traité Elémentaire de Trigonométrie Rectiligne et Spérique et Application de
L"Algebre & la Géométrie, escrito en 1807, S. F Lacroix valoraba las primeras verdades para
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la escritura de la obra, explicando que en las particiones a una circunferencia, cuya medida
. . . 1
es designada ordinariamente por 2m, el seno de AB o sen-m = 1:

“El arco AB = %n, tomando por unidad el radio, AM ser& de 0.95,' se
tiene luego  sen0.95 = cos0.95 = %\/f =0.707106781186.  Si

enseguida a” = 0.9 5, se tendra sen%a' = sen0.9 25 = 0.38268343239.

Continuando con la particion de cada arco en dos partes iguales, no
Ilegaremos sobre ninguna de las partes de los cuadrantes; y tendremos
solamente arcos cada vez mas pequefios; los cuales por esta razén se
aproximan sin cesar a ser iguales a sus senos. En la catorceava particion,

. 1
por ejemplo, llegamos a un arco que es Toaea del cuadrante donde el seno

€5 0.0000095873799, menor por consecuencia que 0.00001; la pequefiez
de este arco es tal, que no diferira de su seno hasta la doceava cifra
decimal.” (Lacroix, 1807, pp. 16-17).

La proposicion anterior es una de los primeros elementos con los que Lacroix
organizo la escritura del libro de trigonometria. El elemento es caracterizado por la particion
en fracciones cada vez mas pequefias de un arco de circulo en segmentos iguales, cuyo radio
es unitario, que lleva a concluir en la semejanza del arco con el seno. El enunciado descansa
en un teorema que describe en su obra de Geometria:

“Si dos magnitudes invaribles Ay B son tales que poddmos probar que su
diferencia A — B sea menor que una tercera magnitud &, por pequefia que
pueda ser esta Gltima, esas dos magnitudes son iguales entre ellas.”
(Lacroix, 1799, Proposicion 153, pp. 100-101)

El teorema es resultado del proceso de dicotomia efectuado a poligonos regulares
inscritos y circunscritos sobre un circulo, de modo que la diferencia entre cualquiera de los
poligonos y este Gltimo sea menor que una magnitud dada. Gracias a este resultado Lacroix
probd, inmediatamente, que las circunferencias de los circulos son entre ellas como los
radios. En efecto:

. C -, . . . . R
“(...) si o €8 la relacién invariable de las circunferencias, = la
., . . . P .. .
relacion invariable de los radios, = la relacion de los perimetros de los

. . . . P R - . .
poligonos regulares circunscritos, se tiene > = Y la diferencia

c R -, ~ . . C R
entre TR &, es también pequefia, deducimos la igualdad T

(op, cit.)”
Lo cual supone esto que actualmente se conoce como continuidad del cociente.

! La letra q designa grados sexagesimales, asi como la posicion del cuarto de cuadrante donde se ubica el angulo.
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Enseguida establecid la relacién de la circunferencia C con el radio R del circulo,
C .r: ol ..
como: 1: m :: 2R: C, concluyendo que R = Py Utilizando la Gltima de las proposiciones, y

partiendo los poligonos inscritos y circunscritos hasta en 12,288 lados, aproximé el valor de
 entre las siguientes fracciones (op, cit., pp. 103-108):

3 10 > 3.1415926 > 3 10
70 ' 71

Las circunstancias de la particion del arco se encuentran planteadas en obras de
antiguos gedémetras como el Almagesto de Ptolomeo, incluyendo la notacién similar a 0.9 5.
Mientras que la semejanza del arco con el seno es resultado del anéalisis desarrollado por los
creadores del calculo infinitesimal como Newton, quien extendié en series infinitas de
potencias las funciones trigonométricas. Por su lado L"Hospital, unos treinta afios antes que
Lacroix, hizo distincion del limite entre dos cantidades que se aproximan a cero, en una
proposicién colocada en su obra Analyse des Infiniment Petits (1768), descrita como:

“Sea una linea curva AMD (AP=x, PM=y, AB=a) tal que se busca el valor
de la Aplicada, sugerida por una fraccion, luego que el numerador y el
denominador devienen cada uno cero cuando x=a, es decir luego que el
punto P cae sobre el punto dado B. Nos demandamos luego cual debe ser
el valor de la Aplicada BD. ” (p. 141, seccién IX, Articulo 163).

El limite entre cantidades descrito como el arco se aproxima al seno, a = sena, 0
bien desde la perspectiva actual, lin(lJ ﬁ sugerido en la obra de Lacroix, fue evolucionando
a—

ha convertirse en el eje transversal de las obras elementales de trigonometria escritas a lo
largo del siglo xix. Esta forma de abordar el limite fue por él llamada método analitico con
el que inauguré el paradigma de las demostraciones directas a través de pocas cuestiones
geomeétricas. En el limite se encuentra en transicion el concepto actual de radian, arropado
por la funcién seno. Bajo esa concepcidon fue ampliamente utilizado en las ciencias
subsidiarias de la trigonometria, como la astronomia, topografia, navegacion y geodesia.

La historia alude interacciones de conocimientos entre las matematicas y otras
disciplinas. Esta influencia reciproca ha sido Ilamada en la Teoria Antropoldgica de lo
Didéctico (TAD) efecto transpositivo (Chevallard, 2007). Por lo general, la influencia de la
matematica con diferentes ciencias es desarrollada en el campo de la actividad humana, al
transformar el conocimiento matematico y adaptarlo para su uso en otras profesiones. Las
adaptaciones se dan en las praxeologias practicas al tomar algunos elementos de las
praxeologias matematicas y adecuarlas a estas. Una praxeologia matematica es explicita a
partir de la unidad de anélisis [T, T, 6", ®] (op., cit) la cual contiene un tipo de actividad T
por resolver, a través de una técnica matematica t, producida por un teorema, definicién o
axioma 0, también reconocidos en la TAD como tecnologias. En su conjunto, toda
praxeologia es organizada por un discurso teérico @. Este tipo de praxeologias son utilizadas
para describir practicas matematicas (Camacho y Romo-Vazquez, 2015). El limite entre
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cantidades supuesto en la obra de Lacroix, dispuesto como: lirréﬁ = 1, corresponde a una
a—

tecnologia del tipo 8™, el cual determina ese tipo de practicas.

Castela (2009, p. 1196) considera que una praxeologia es una Institucion y define
este concepto como “una organizacion social estable; en ésta existen sujetos que realizan
ciertas actividades sociales, bajo ciertas restricciones institucionales, aprovechando ciertos
recursos disponibles en dicha institucion”. Los objetos siguientes son ejemplos de
instituciones: la asignatura de trigonometria, las carreras de ingenieria en México, el libro de
texto de ecuaciones diferenciales de Zill y Cullen, la topografia, la demostracion matematica,
el lenguaje, etc.

En tanto, las praxeologias practicas incluyen, ademas de las componentes citadas en
la unidad de analisis, una tecnologia practica representada con el simbolo 6P (Castela y Romo-
Véazquez, 2011).

Figura 1. Unidad bésica que incluye una tecnologia practica 67, del modelo extendido de la TAD.

En el esquema que se presenta en la Figura 1, | es la institucion en la que se
plantearon los problemas que dieron origen a la praxeologia. A la derecha, las flechas
simbolizan practicas sociales de validacion, legitimacién e institucionalizacion. Se
desarrollan en dos tipos de instituciones, segun Castela (2009, p. 1203):

“las Instituciones tedricas ln que respecto a T estan en una posicion de
espectador, su funcién social es la produccidn de saberes; las Instituciones
que les utilizan, 1y, en las que algunos de los sujetos tienen que cumplir
tareas del tipo T. En cada nivel, estan en juego cadenas de instituciones de
tamafio variable, empezando con comunidades que constituyen los sujetos
de cierta institucion |, que se enfrentan a T en su vida institucional. ”

Una tecnologia préctica 67 se distingue de una tecnologia tedrica 8" debido a que
la segunda se finca desde el marco tedrico de la matemética formal, mientras que la primera
es resultado de observaciones experimentales que se realizan en ciencias ajenas a la
matematica, como las citadas. Por ejemplo, la ley empirica que determina el gasto o cantidad
de volumen V de fluido que pasa a través de una seccién ideal y el tiempo t que tarda en

. T v -
ocurrir, en la hidrulica, es dada por Q = - Por la forma experimental en que surge la

expresion se ubica més en el dominio de la fisica-matemaética y, por consecuencia,
corresponde a una tecnologia practica. No obstante, este tipo de expresiones suelen
comprender técnicas matematicas t que se desprenden de tecnologias matematicas 8", como
se ver4 mas adelante.

Este impulso otorgado al marco teérico de la TAD, con la inclusion de praxeologias
practicas 6P, permite analizar los efectos transpositivos ocurridos entre praxeologias
matematicas y praxeologias practicas. De lo que precede nos hacemos las siguientes
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preguntas, las cuales se desprenden del proyecto de Castela (2009) ;C6mo la concepcién del
radian, que aparece en las obras elementales de trigonometria del siglo Xxix, fue transformado
en un conocimiento practico? ;Cémo este conocimiento es utilizado en la topografia,
geodesia y astronomia? Para abordarlas, procederemos al andlisis y reformulaciones del
concepto radian, tanto en la matematica escolar del siglo X1Xx como en las ciencias citadas,
ubicadas en la misma época.

2. Origen de la palabra radian

La palabra radianes fue utilizada por primera vez en forma impresa en 1873 por el
matematico inglés James Thomson, quien la adopto junto con el fisico Thomas Muir en unas
preguntas elaboradas para un examen aplicado a estudiantes en el Queen’s College, Belfast.
Al parecer ambos investigadores pensaron de manera independiente en la misma palabra,
radians por su designacion en lengua inglesa, para dar significado al angulo unitario. Segln
W. N Roseveare, "El radian es un angulo poco interesante; Lord Kelvin (hermano de James
Thomson) introdujo la palabra simplemente como una conveniencia para dar una
conferencia, y evitar la frase larga angulo cuya medida circular”.? Su simbolo es rads,
radiales y radianes. Doerfling (1960) uso la palabra radiantes para dar el mismo significado.
Segun cita Cajori (1993, p. 147):

“Ha sido habitual entre muchos autores omitir la palabra radianes en el
uso de la medida circular y para escribir, por ejemplo g o m, con lo que se

quiere decir; g radianes o 7 radianes. También ha sido propuesta el uso

. i 3 -
de la palabra griega p escribiendo 2p, =pm para dos radianes y tres
p PP
quintos de 7 radianes, otros usan la letra mayuscula R colocdndola como

T[R - - 3 - .z ape -,
- bara indicar " radianes, aunque tambien se utiliza la letra mindscula r

como 1" para un radién, aun cuando otros la colocan en un paréntesis
como en 20 para significar dos radianes. ”

Entre 1876-1879, en la Globe Enciclopaedia of Universal Information se afirmaba,
en un articulo sobre el circulo: “La unidad, llamada radian por el Profesor James Thomson,
es el angulo que subtiende al arco cuya longitud es igual al radio”. La definicion ortodoxa
gue aparece en la mayoria de las obras elementales de Geometria de finales del siglo XIx y
principios del xX, es semejante a la siguiente:

“es que sus lados cortan un arco igual en longitud al radio en la
circunferencia del circulo, ya que la longitud de este arco es igual a un
radio del circulo, se dice que la medida de este dngulo es medida en
radianes, con lo que se intenta contraer la frase angulos radiales.”

2 La cita aparece en la pagina 133 of W. N. Roseveare, “On ‘circular measure’ and the product forms of the sine
and cosine”. Mathematical Gazette 3 No 49 (January 1905), pp. 129-137.
3 Las italicas son nuestras. Tomado de <http://jeff560.tripod.com/r.html>.
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Sin embargo, esta es solamente una concepcion tardia del radian, como dejamos ver
en el escrito.

3. Obras elementales publicadas durante el siglo x1x

Las primeras obras elementales escritas en el intermedio de los siglos xviil'y X1X, tenian por
objetivo elementarizar el conocimiento cientifico contenido en obras de ciencias como la
Meécanique Analitique de Lagrange, los Essai Philosophique sur les Probabilités de Laplace,
asi como aquellas otras de Calculo Diferencial e Integral, Geometria y Trigonometria,
escritas por reconocidos autores. La elementarizacion no era casual y obedecia a la necesidad
de conocimientos escolares que debian ser ensefiados en la Ecole Polytechnique, fundada en
1794. En estos procesos se ubican los efectos transpositivos del conocimiento, en tanto
fendmenos didacticos, que forman parte de la propia actividad de elementarizar. Las primeras
dos obras que se analizan enseguida, Bourdon (1854) y Lefébure De Fourcy (1836), guardan
esta filiacion, la tercera, Chauvenet (1850), muestra la trascendencia de esos conocimientos
en Ameérica, siendo la cuarta, Diaz Covarrubias (1896), evidencia de la aplicacion de dichos
conocimientos en las ciencias de la Tierra citadas. Para algunas de las obras hemos incluido
breves resefias con el interés de posicionar y aclarar la situacién histérica de su aparicion.

Vemos esta pequefia muestra fragmentaria de obras elementales, aisladas en la
historia, como ensamble de piezas de un rompecabezas, actividad semejante a la desarrollada
por los arquedlogos, cuyo conocimiento ahi contenido hay que recuperar y organizar.

Aspiramos estrechar esos conocimientos y mostrar en el escrito esa realidad, por
hoy perdida, desconocida y olvidada.

3.1 Trigonométrie de M. Bourdon: arcos, senos y tangentes

En 1854 se publicé en Francia la Trigonométrie Rectiligne et Sphérique escrita por M.
Bourdon. Fue compuesta conforme a los programas de estudio de los liceos, toda vez que
adoptada por L Université de Paris, y se adecuaron los temas para los estudiantes que
aspiraban ingresar a L Ecole Polytechnique de esa época. Bourdon habia escrito otros
manuales, no menos importantes, como fueron los Eléments d Arithmétique (1853),
Aplication de 1"Algebre a la Géométrie (1854), Elements d Algebre (1848), un Cours de
Géométrie Elémentaire (1844) asi como el Abrége du Cours de Géométrie (1854).

La trigonometria fue dividida en rectilinea y esférica y cada definicion incorporada
en forma de proposiciones en articulos enumerados consecutivamente. En la primera parte
del libro establece las relaciones entre las lineas trigonométricas, la determinacion de las
formulas principales y la construccién de tablas. Las lineas trigonométricas son definidas
usando un radio unitario para la circunferencia. Ademas, una proposicién que atraviesa al
libro, es que el seno y tangente guardan relacion con el arco de circunferencia que subtienden:

“(...) son tres cantidades que tienden sin cesar hacia la unidad a medida

que el arco disminuye; y luego que el arco es menor que una magnitud
dada, esas relaciones difieren entre ellas de la unidad de una cantidad
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menor que toda magnitud dada. En otras palabras, “esas tres relaciones
tienen por LIMITE comdn la UNIDAD. ” (Bourdon, 1854, p. 62)

De esa proposicion Bourdon destaca la relacion ﬁ la cual difiere muy poco de la

unidad, lo que conduce a considerar que “el arco y el seno son también muy poco diferentes
uno del otro” (Articulo 41, p. 62). O bien sena es muy préximo o igual que a; diriamos

actualmente que lirr(l]ﬁ = 1. En consecuencia, es posible determinar el error cometido
a—

después que se toma el arco por el seno, o reciprocamente. De modo que observando la
relacion:

t ! >1
anza 2(1

la cual se descompone como:

1 >1 1
senza 2acosza

. . . . 1
de donde, multiplicando los dos miembros de la desigualdad por 2cos;a, y
. . . 1 1
considerando la identidad ZCOSEa sen-a = sena, se deduce:
,1
sena > a cos“—a

1
sena > a(1 — sen? Ea)
1 1
Y puesto que a ~ sena, luego sen? sax(; a)?. Entonces:

sena > a(1 — (%a)z)

1

sena > a —Za3

O bien:

1 3
a—sena<-a
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Por su lado, asumiendo que en la Geometria el radio de la circunferencia es tomado
por la unidad, de modo que media circunferencia tiene por medida el valor de m =
3.14159.Y, puesto que media circunferencia comprende 180°, 10,800°, o 648,000, se
sigue que 10" de arco corresponden a:

_ 10x3.14159
T 648,000

107 = 0.00004848132716 ...

Lo cual lleva ha establecer la diferencia entre las magnitudes que se desea comparar,
el arco de 10" y el seno del mismo arco, es decir

10" —sen10” < 0.0000000000409318

En esta Ultima desigualdad se muestran dos argumentos notables, uno de ellos
corresponde a la relacion manifiesta que lleva a la expresion actual del radian, dispuesto el

, ,r 3.14159 ’
angulo en segundos de arco, como: 10" = 1800 El segundo es que sen10”" es muy

préximo de esta ultima, o bien iguales, en el limite cuando a — 0. No obstante, la segunda
expresion es aproximada.

La Trigonométrie de Bourdon es un texto que sigue la idea central del limite
expuesta por Lacroix en su obra. Sin embargo, no va mas alla en la utilidad del error cometido
6 entre el arco y su seno, es decir: a — sena < §. En el siguiente apartado se analiza la misma
diferencia, en otra obra, relacionada con arcos pequefios que tienden a ser iguales a las
funciones seno y tangente de esa magnitud.

3.2 Elemens de Trigonométrie de Lefébure De Fourcy

Lefébure De Fourcy (1785-1869), matematico y astrdnomo francés de origen haitiano, fue
miembro de la Academia de Ciencias de Paris, examinador de admisi6n en diferentes
instituciones educativas como la Polytecnnique, ademas de Caballero de la Legién de Honor.
Escribio cuatro manuales para la ensefianza de la matemaética en la misma escuela, estos
fueron: Legons d”Algebre (1850, s.f edition), Lecons de Géométrie Analitique (1827), Traité
de Géométrie Descriptive (1842, 42 edition) y Elémens de Trigonométrié (1836).° Su tesis
de doctorado fue orientada hacia la mecénica y astronomia, de aqui que se distinguiera més
por el conocimiento que tenia de la fisica-matemaética.
Dedujo el arco de 10°” determinado en el texto de Bourdon, destacandolo como:

v __ 7-[ —
arc 10”7 = 54800 — 0.000048481368110 ...

Utilizé la notacién arc para simbolizar al arco subtendido por el &ngulo y considerd
el nimero m con una aproximacion de 15 cifras después del punto decimal como © =

* Bourdon redondea esa cantidad como 0.00004 ] ]
5 Lefébure De Fourcy titula el manual en francés antiguo como Eleméns en lugar de Eleménts.
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3.141592653589793 ..., misma cantidad de cifras empleadas para definir el arco de 10”7,
Figura 2.

Cherchons d’abord le sinus de 10". A cet cffet rappelons que le rap-
port de la circonférence au diamétre est
== 3,14159 206535 89793 ....
Quand le rayon esf. pris pour unité, la demi-circonférence est done
¢gale & a; et comrae il y a 648000 secondes dans 180°, on aura, mn
pﬂl‘li(‘s du rayon ’
{1 are 10" = 64;0(,::0,00004 84813 68110 ....

Or, wn trés-petit arc élant & fort peu pris égal & son sinus, 12 nombre
ci-dessus peut étre regardé comme une valeur trés-approchée de sin 10”,

Mais ceei demande quelques développemens.

Figura 2. Definicion de Lefébure De Fourcy del arco de 10", p. 37.
Fotografia tomada del documento original que se encuentra en Biblioteca Nacional de Francia (BNF). ©

Llegd, ademas, al mismo resultado exhibido por Bourdon:

1 3
sena >a—-—-a

Aplicando esta desigualdad en el resultado del arco de 10" como:

s
arc10” = 64800 0.000048481368110 ...

se tiene que arc 10" < 0.00005. Luego:

1
Z(arc 10")® < 0.0000000000000327

De ahi se sigue que

10" > (0-000048481368110 ...
sen >{—0.000000000000032

sen10” > 0.000048481368078 ...

Se deja ver que el sen10” comenzara a diferir del arc10™ hasta la 132 cifra decimal
en una unidad demas. De modo que se puede fijar como:

5 https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k26778p/f41.item.texteImage
" Proximo del resultado real 0.000000000000028488. ..
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sen10” = 0.0000484813681,

el cual garantiza que el error § cometido sera una unidad ubicada en la 132 cifra
decimal. Con este resultado el autor se propuso determinar los senos y cosenos de los arcos
de 20", 30", 40", hasta 45° y elaborar con ellos una Tabla Trigonométrica.

Por su lado, al establecer el valor de la magnitud del arco de 10", Lefébure hace la
siguiente afirmacion:

“(...) cuando el radio es tomado por la unidad, la media circunferencia es
luego igual m; y como hay 648,000 segundos en 180°, tendrémos,
partiendo el radio

arc 10”7 = = 0.000048481368110 ...

~ 64800

0 bien, un arco muy pequefio casi igual a su seno (Figura 2).”

Lo sefialado en negrillas es nuestro y aclara con certeza que la unidad de medida del
radio de la circunferencia es la misma que la unidad de medida del arco. Parafraseando al
autor, diriamos que un arco de 10" es igual a 0.000048481368110 ... partes del radio. No
obstante, el autor enfatiza la igualdad entre el arco y el seno del mismo y no entre las
magnitudes del radio unitario y el arco, que resulta como consecuencia y permitiria reconocer
en esa afirmacion la definicién actual del radian. Esta consecuencia, sin embargo, pareciera
no tener importancia puesto que el autor destaca la semejanza entre el arco y el seno como,
con cierta aproximacion, a = sena. Incluso, reconoce que la aproximacion entre ambas
magnitudes, hasta la 132 cifra decimal, pudiera no ser suficiente y considera posible
“recomenzar de nuevo los célculos iniciando con un arco de 17", en lugar de 10""’(Lefébure
De Fourcy, 1836, p. 41). En otras palabras, lo que interesaba a Lefébure es la determinacién
del seno del angulo.

Las obras elementales de trigonometria que aparecieron a finales del siglo Xix,
contienen el mismo sedimento e influencia matematica de aquellas de Lacroix, Bourdon y
Lefebure De Fourcy. Una de estas fue elaborada en el continente americano, el A Treatise on
Plane and Spherical Trigonometry del estadunidense William Chauvenet, publicada en 1850,
la cual se difundié a otros paises, como México, desde los afios sesenta del siglo XIX.

3.3 W. Chauvenet: A Treatise on Plane and Spherical Trigonometry

William Chauvenet (1820-1870) fue matemético y astronomo, asi como profesor de
matematicas, astronomia, navegacion y topografia, en las universidades norteamericanas de
Pensilvania y Washington; se encuentra ademas entre los fundadores de la Naval Academy
de los E.U. Escribi6é algunas obras entre las que destacan: A Manual of Spherical and
Practical Astronomy (1863), A Treatise on Plane and Spherical Trigonometry (1850), Theory
and use of Astronomical Instruments: Method of Least Squares (1863) y A Treatise of
Elementary Geometry (1870). En el tratado de trigonometria recoge los conocimientos de los
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matematicos franceses de principios del siglo x1x, que hemos sefialado, y los utiliz6 para
elaborar todo el corpus mencionado. Al igual que las obras elementales analizadas, esta
Gltima es ordenada a través de proposiciones consecutivas.

Seglin el autor: “la trigonometria es la rama de las matematicas que trata de métodos
para reducir angulos y triangulos al cdlculo numérico” (Chauvenet, 1850, p. 2). A partir de
la igualdad de los limites, ya vista para el valor del arco a muy pequefio;

a
lim =lim——=1,
a-0sena a-o0tana

establecid la igualdad del sen1” con el arco, como:
senl” = arcl” = 0.000004848137

Estos argumentos le permitieron expresar las funciones senx y tanx en segundos de
arco, en la forma:

senx = tanx = xsenl”
0 bien en minutos de arco:
senx = tanx = xsenl’
Concluyendo que si x expresa la longitud del arco, siendo el radio unitario, entonces:
senx = tanx = x
Para determinar la longitud de un arco del cual se da el nimero de grados, minutos,
etc., partié de conocer la magnitud de la semi-circunferencia de radio unitario, es decir,
3.14159265; siendo R el radio 3.14159265 x R. Con ello fij6 las longitudes de los

diferentes arcos para 1°,1"y 1", utilizando la notacion Arc, para el arco, y la variable x para
designarlo, es decir:

SiendoR =1
Arc 180° = 3.14159265 - R = 3.14159265
Arc 1° = 0.017453293- R =0.017453293
Arc 1" = 0.0002908882: R = 0.0002908882
Arc 17 = 0.000004848137- R = 0.000004848137

Por lo tanto, a la longitud de un arco x sobre el circulo, cuyo radio es la unidad,
expresado en grados, minutos o segundos, se llega utilizando las siguientes formulas

Arcx = 0.017453293x°
= 0.0002908882x
= 0.000004848137x"
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La notacidn indica al Arcx expresado en radianes, pero deducido en unidades de
grados o, minutos "0 segundos ~". Con esos argumentos dispuso la siguiente definicion del
radio R en partes de grados, minutos o segundos (Articulo 10, p. 12):

Para encontrar la cantidad de grados, minutos, segundos, etc., en un arco de igual
magnitud al radio (en este caso unitario), hacemos

180°

= 3124159265 57.2957795° = 3437 .74677 = 206264 .806

El angulo en el centro medido por un arco igual al radio, a menudo es tomado como
unidad de medida angular, ya que este angulo sera de magnitud invariable, cualquiera que
sea la longitud del radio (Chauvenet, 1850, p. 13).

En si misma, la definicién corresponde al actual radidn aun cuando el autor no lo
menciona de esa manera. El radian es la unidad de medida angular, la cual, siendo x el
namero de tales unidades en un angulo dado, el nimero de grados, minutos, etc., se reduce a
unidades del radio multiplicando por el valor de este Gltimo en grados, minutos, etc. Asi,
describe la magnitud del arco en unidades del radio, subtendido por el angulo central, dado
en grados, minutos y segundos:

x° = xR° = 57°.2957795x = [1.7581226]x
x = xR =3437.74677x = [3.5362739]x
x =xR =206264".806x = [5.3144251]x

Reciprocamente, dado el &ngulo en grados, minutos, etc., se reduce a unidades del
radio,® dividiendo por R°,R’,R", asi,

X
R° R R

Luego, entonces, si un &ngulo se expresa por la longitud del arco que mide el angulo
en el circulo cuyo radio es la unidad, se dice que el &ngulo asi expresado estd dado en
unidades del arco,® y viceversa. Si tomamos, como es usual 7 = 3.14159265 ..., “m es la
medida circular de dos angulos rectos, o bien la expresion de dos angulos rectos en arco”.

En un apartado posterior define las funciones trigonométricas inversas de funciones
implicitas como x = sen™1y, para la funcién inversa del senx, asi como la deduccion de
identidades, resolucién de ecuaciones trigonométricas, incluyendo la resolucion de lados y
angulos entre triangulos y las diferencias y diferenciales de cada funcion trigonométrica.°
También, y usando las expresiones deducidas del arcl” y senl’, cosl’,asi como las
identidades correspondientes, construyd una Tabla Trigonométrica. Por ejemplo, para
deducir sen2’, sen3’ ..., hace:

8 Unidades del radio o partes del radio, como se menciona en otras de las obras analizadas.
9 Las cursivas son nuestras.
10 por gjemplo, asume que sendx = dx.
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sen2” = 2cos1l’senl” — sen0 = 0.0005817764
sen3’ = 2cosl’sen2” — senl” = 0.0008726646

Chauvenet utilizé diferentes herramientas de la matematica de su época para dar
sentido a las proposiciones y férmulas que establece en su obra, entre otras, se aprecian
desarrollos en serie de potencias devenidos del teorema del binomio de Newton y serie de
Taylor, asi como el método de aproximaciones sucesivas en la resolucioén de ecuaciones.
Incluso, sugiere los desarrollos en serie de potencias de las funciones trigonométricas para
construir las tablas correspondientes.

En lo que se refiere al andlisis del radian en las obras hasta aqui analizadas, aparece
con regularidad la definicién de este ultimo alternando con el arco y el seno del mismo. Esta
tendencia se coloca en las obras elementales escritas a lo largo de la segunda mitad del siglo
XX, incluyendo la técnica para convertir magnitudes de longitud del arco en grados,
actualmente dirfamos convertir de radianes a grados.*

La definiciéon de un arco de magnitud pequefia en partes del radio, tendria una
repercusion y uso en las ciencias naturales, en la determinacion de las magnitudes de
elementos geométricos del planeta Tierra, en las que el sena, para a muy pequefio, permite
trasladar con suficienciente aproximacién arcos dados en grados a radianes. Daremos espacio
enseguida para mostrar un ejemplo presentado en una obra elemental que justifica esto
altimo.

3.4 Tratado Elemental de Topografia, Geodesia y Astronomia Practica

Francisco Diaz Covarrubias (1833-1889) fue un gedgrafo mexicano que contribuyé como
jefe de la Oficina de Fomento en la administracion juarista. Escribi6 varias obras elementales
de diferentes facultades de la ciencia, entre otras se encuentran los Elementos de Calculo
Infinitesimal (1873), asi como el Tratado Elemental de Topografia, Geodesia y Astronomia
Préctica (1896, tercera edicion). En esta Ultima, en la Introduccion, se preocupa por hacer
distincion del alcance geogréfico de dos disciplinas como la geodesia y la topografia. Ambas
son dedicadas a medir extensiones superficiales considerando la esfericidad del planeta
Tierra, la geodesia, mientras que en la topografia se acepta esta Ultima como si fuera plana.
Desde su extension geomeétrica, ambas ciencias coinciden en el punto de contacto del
esferoide con un plano tangente.

* Por ejemplo, en la obra de Babinet (1857, p.6) se muestra un ejemplo en el que se pide determinar el ndmero de
grados de un arco representado en magnitud por el nimero 17, siendo el radio unitario. Tomando la circunferencia

completa de 360° y su longitud por 2, obtiene:
360° _ 17 on — 180.17

2m T
O bien % = 0.31831, de modo que x = 974°. 0286. Restando dos circunferencias y media queda 74°01'43". Si se

considera un circulo de radio R cualquiera, se tendré:
360°R 17

2m x
Sin embargo, esa disposicion del radian tardaria en asentarse en las obras elementales hasta mediados del siglo XX.
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Diaz Covarrubias supuso un casquete esférico y su plano tangente, engendrados
respectivamente por el movimiento del arco ab (Figura 3) y la tangente AB alrededor del
radio R de la Tierra, R = OC. Se propuso establecer la longitud expresada por la diferencia
entre el arco ab y tangente AB, es decir

d=AB—ab..(l)

La diferencia explica con buena aproximacion los limites de la extension que se
deben dar a las operaciones topograficas o geodésicas.

A

Figura 3. Casquete esférico y plano tangente engendrados por el movimiento del arco ab.

Considerando el radio de la Tierra como R = OC = 6,366,738 m,'? construyo el

arco a’b” y su tangente A"B” suponiendo el radio unitario para este Gltimo. En virtud de la

semejanza de triangulos y sectores, se tiene % = aa,—l; = ? O bien AB=A'B"*R; ab =
a’b’ - R, de modo que la ecuacion para la distancia d queda como:

d=(A'B"—ab)-R...(1)
Si enseguida se designa por c el angulo central formado por los dos radios, resulta
ab"=c,AB " =2R" tanic, de modo que la ecuacion (1) vendra a ser:

d = (2tansc—c)"R...Q2)

En esta Ultima se presenta la afectacion al principio de homogeneidad en las
magnitudes involucradas al arco c. Diaz Covarrubias asume que el arco es un factor del radio
R. Para explicar esto ultimo hizo uso de la serie de potencias que da la tangente en funcién
del arco m, a saber:

12 E| radio de la Tierra estimado por Diaz Covarrubias es un promedio de los radios ecuatorial y polar
determinados por Bessel a principios del siglo XIX, estos son, respectivamente: 6,377,397.15 y 6,356,078.96.
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tanm =m +-m?3 +im5 + etc
3 15 ’

- s . 1 . . . .
Aplicandola al angulo 56 tomando solo los primeros dos términos, se tiene:

1 1 1 1 1 . -/
tancc=-c+ gc3, de donde 2tan-c —c = Ec3. Sustituyendo este valor en la ecuacion
(2) resulta, finalmente:

_ 15 3
d=—R-c 3)

En (3) c esta expresado en partes del radio R, lo cual depende de su valor en grados,
minutos o segundos. Si se quisiera introducir por su particion en minutos, bastaria multiplicar

en (3) por senl’y, entonces, haciendo la constante %R -sen31” = p se tendra:
d=pcd...(4)

Donde p = 0.0000130591246.
Suponiendo un arco ¢ de 307, la diferencia resulta d = a - (303 = 0.3526 m.'?
Con estos valores la tangente AB = 55,560.62 my el arco ab = 55,560.27, difieren en esa
magnitud, de modo que, con ese arco, una extension de 55.56 km, puede suponerse
sensiblemente plana sin error considerable, 35 cm. En otras palabras, las operaciones de
medicion corresponden a la topografia.
ab

. . AB
No obstante, observe que el arco ab se deduce de la proporcion vista, yoaurrce
R .
T decir:

ab=ab"-R=c-R

Sin embargo, en este Gltimo se aprecia el problema de justificar el principio de
homogeneidad entre las cantidades. El problema es resuelto utilizando el seno del arco, en el
caso del problema citado sen1’, que permite hacer la traslacion de arcos en segundos a partes
del radio, es el caso del arco de 307, en la forma:

ab ¢, partes del radio = senl” x 30

O bien:

ab = 0.008726646137 partes del radio

Observe que el arco ab en partes del radio, corresponde a una aproximacion de la
magnitud del radian del arco de 30" dispuesto como 0.5° es decir:

0.5°XTm
ab =
180°

= 0.00872664626 radianes,

13 Diaz Covarrubias utilizo logaritmos de cinco cifras decimales para las operaciones. En el escrito estas tltimas
son reproducidas con una calculadora.
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T
10,800’

con una diferencia del orden de 0.000000000123. Puesto que senl’ =
siendo 10,800 = 180° x 60. De modo que:

b , .
ab ey partes del radio — 10800 % 30" radianes

Diaz Covarrubias fue influenciado por los argumentos geométricos dados por
Chauvenet (1870) en su obra del que tomo la idea de reducir a partes del radio el arco
subtendido por un angulo dado, utilizando para ello valores muy pequefios del seno del
angulo. Estas ideas fueron utilizadas en la obra de astronomia del segundo para convertir
expresiones dadas en grados a partes del radio. EI A Manual of Spherical and Practical
Astronomy se encuentra lleno de esta técnica. El ejemplo que se exhibe en la expresion que
se muestra en la Figura 4 para la determinacién de la diferencia de declinaciones, A" — A, de
un astro, muestra que, operativamente, las magnitudes dadas en partes del radio son
convertidas a grados, al dividir el numerador por sen1”.

n?sin(A-y) |, n%sin2(A-y)

AN—A= +&¢

sinl” 2 sinl”

Figura 4. Determinacion de la diferencia de declinaciones de un astro
en los que se emplea sen1”” para trasladar magnitudes
dadas en partes del radio a angulos: Chauvenet, 1863, p. 121.

4, Resultados

El esquema de la praxeologia [T, t, 6™, ®] que contiene al radian bajo esa forma, se puede
describir de la siguiente manera:

. a
0" lim
a—0 sena

=1

Esa expresion corresponde a la Tecnologia tedrica 8" la cual pertenece a la teoria
0, que ha su vez se instala en el dominio del Analisis Real. La técnica t que se desprende de
la tecnologia 8" funciona como un modelo de aproximacion, en la forma:

T:a—sena = 6

En la cual & es el error de aproximacion que se verifica con la diferencia entre las
magnitudes del arco y su seno. La diferencia se descompone de dos técnicas, 7, y T,, es decir:

T T s

~180° 10,800 648,000

79:a
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Principalmente a = —=5 corresponde al modulo actual por el cual hay que
multiplicar una magnitud dada en grados para convertirla en radianes. La otra es:

T,:sena

En esta Ultima a se determina a través de calcular el error §. Este es deducido por
Lefébure De Fourcy, el cual establece la técnica, deducida por Bourdon:

1
T5: sena > a—za3

La técnica 75 permite fijar el valor del sena con la aproximacion deseada. Lefébure

ejemplifica con el sen10”, determinando primero el error &, utilizando la técnica
10"

Tyrarc 107 = 25000 = 0.00004848136811. Con esta % (arc 107)3, queda:

1
1 (arc 10)% < 0.000000000000032

Luego, aproximo el valor del sen10” hasta la treceava cifra decimal, esto es:

0 {0.000048481368110
senlU>1_0.000000000000032

sen10” > 0.000048481368078 ...

Fijandolo como:
T:sen10" = 0.0000484813681,

La determinacion del sen10" constituye la actividad T que se trata de resolver con
la técnica 7. La actividad T de establecer el sen10” era necesaria debido a que las Tablas
Trigonométricas, elaboradas en esa época, no estaban del todo estandarizadas.

., . . 1
Por su lado, la expresion para la diferencia entre el arco y la tangente d = ER - c3,

determinada por Diaz Covarrubias (1896), corresponde a una tecnologia practica 6P debido
al empirismo de su origen, en tanto ubicada entre la topografia y geodesia. Esta Gltima es

- 1 , , .
descrita por el autor como d = ER sen31"- 3, en la que c es el angulo que subtiende al

arco, dado en minutos. La inclusion en la formula del sen31” sirve para expresar el angulo ¢

en partes del radio R, 0 bien convertirlo a radianes. No obstante, observe que (sen1”)? es una
de las técnicas, 7,, que se desprende de la tecnologia matematica %" lirr(l) °_=1. Algo
a—

sena

semejante ocurre con senl” en la determinacion de la diferencia de declinaciones, A" — A,
de un astro, mostrado por Chauvenet (1863) en su obra, cuya expresion A" —A =

2 sin(A- 2sin2(A— . . , .
nZsin(7y) | n7sin2(A7¥) 4 ¢ ¢ deviene a observaciones astronémicas.
sinl 2 sinl
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Conclusiones

T

Las técnicas 7,:a -y T,:sena, forman parte de la técnica t:a —

T 180° 10,800 648,000
sena ~ § la cual se desprende de la tecnologia matematica 0. Tanto en la matematica
escolar como en las ciencias de la Tierra, la utilidad de 7, no prospero en la época analizada
dando lugar a 7,. Ello tiene una explicacion por la forma en que fue utilizado sena, puesto
que, operativamente, es mas sencillo determinar la longitud de arco para un angulo que le
subtiende de 307, en la forma expuesta por Diaz Covarrubias:

ab en partes del radio — senl” x 30"

En este caso es innecesario determinar el error § que causa la diferencia entre las
magnitudes del arco y su seno, para obtener con cierta precision este Gltimo, debido que a
mediados del siglo xi1x las Tablas Trigonométricas se encontraban del todo estandarizadas,
asi como, también, los logaritmos de base 10 que servian de instrumento de célculo. Las
operaciones se realizaban bajo ese esquema y se reducian utilizando constantes numeéricas,

como en el caso del producto p = %R -sen®1” = 0.0000130591246, lo cual hacia mas

expedita la algoritmia.

En lo que se refiere a la técnica 7,:a = % comenzo6 a ser utilizada en los textos

de Geometria de mediados del siglo XX, no tanto por la declaracion de James Thomson quien
la hubo adoptado en 1873 con la denominacion del radian, sino por la tendencia de
desaparecer la trigonometria como disciplina subsidiaria de la astronomia, la navegacion,
agrimensura y la geodesia, siendo originalmente incluida en algunos capitulos de esta
disciplina (Baldor, 2004, Introduccién). La mitad del siglo xx vislumbra, también, el declive
del establecimiento de una primera proposicion para la escritura de obras elementales y, en
consecuencia, da paso a la definicion de libros de texto semejantes en su definicién a los
actuales.

Alrededor de las tecnologias practicas 6P, mostramos que estas son integradas por
técnicas T que pertenecen a tecnologias matematicas 6™, lo cual constituye un fenémeno
transpositivo de saberes entre disciplinas, esto que Castela (2009) llama codeterminacion
entre praxeologias. La codeterminacidn ocurre gracias a los elementos comunes alojados en
ambas, en este caso el ancestral concepto de angulo que elimina, para las instituciones
involucradas, las restricciones para el uso de la técnica 7,. En la figura 4 se indica como la
técnica t,, que pertenece a T, es utilizada y compartida por las instituciones I,: Astronomia,
Geodesia y Topografia.

T 11,7, gth @ < I;p,: Trigonometria

T, gr  ii] < I,: Astronomia, Geodesia, Topografia

Figura 5. Modelo extendido de la TAD que muestra la posicion de la técnica ,
en las instituciones tedrica 8" (Trigonometria) y practica 87: Astronomia, Geodesia y Topografia.
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La técnica 7, cohabita, y actla, ademas, con otros elementos propios de la
Tecnologia practica, como son los angulos que definen la declinacion del astro: A" y A, asi
como, también, el angulo y obtenido directamente de las observaciones astronémicas, en el
caso mostrado de Chauvenet (1863). De manera semejante, en la expresion de la longitud

. . . 1 ’ S
determinada por Diaz Covarrubias (1896), d = ER -sen31’c3, la técnica t, opera sobre el
angulo c.

La pregunta obligada que resta es ;Sera posible devolver estos conocimientos al

salon de clases para mejorar el aprendizaje del radian?
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