Tradugdes
Edigdo Especial da Revista Brasileira de Historia da Matemdtica — Vol. 23, n° 46 — pp. 194-209
Publicagdo Oficial da Sociedade Brasileira de Historia da Matemdtica
ISSN 1519-955X

INTRODUCAO A ANALISE DOS INFINITOS, DE L. EULER — CAPITULO 7
(TRADUCAO)

Frederico J. A. Lopes
Universidade Federal de Mato Grosso — UFMT — Brasil

(aceito para publicacdo em abril de 2023)

Resumo
Esta é uma traducao do capitulo 7 da Introdugdo a Andlise dos Infinitos (1748), de L. Euler
(1707-1783), em que ele introduz, pela primeira vez na obra, quantidades infinitamente

pequenas (infinitésimos) e infinitamente grandes.
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[INTRODUCTION TO THE ANALYSIS OF THE INFINITES, BY L. EULER — CHAPTER
07 (TRANSLATION)]

Abstract
This is a translation of chapter 7 of Introduction to the Analysis of the Infinites (1748), by
L. Euler (1707-1783), in which he introduces, for the first time in the book, infinitely small

(infinitesimals) and infinitely big quantitites.

Keywords: infinitesimals, infinite, Euler.

1. Introducao

Leitoras e leitores da Introdugdo a Andlise dos Infinitos terdo que esperar até o capitulo 7
para verem, afinal, o que sdo os tais infinitos anunciados pelo titulo da obra. Mas a espera
valerd a pena: ali encontrardo, no coragdo do livro, talvez a mais interessante e flexivel
utilizacdo dos infinitamente pequenos (infinitésimos) e dos infinitamente grandes (infinitos)
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para encontrar uma profusdo de resultados que conhecemos apenas depois de alguns
semestres de Calculo nas universidades.
A Introdugdo a Andlise dos Infinitos é um “pré-calculo” avancado com

NPT g . . ~ 1 .
infinitésimos e infinitos, relacionados como inversos pela equacdo w = 5 em que @ € um

namero infinitamente pequeno e i um numero infinitamente grande. Por tras dessa relacao
aparentemente trivial, percebemos a introducdo de uma novidade: a anélise matematica

. - 1 NP .
corrente nos informa que o limite de = quando x tende ao infinito é zero, e ndo o, como

nos diz Euler. Com isso, ele legitima, pelo menos formalmente, o uso dos infinitésimos.

E com essa ferramenta simples, que usa o infinito atual (ou real), e ndo o infinito
potencial da formulacdo &8, que Euler vai encontrar (sem o uso de derivadas) as séries de
McLaurin de a” e e” e dai o valor de e (notacdo que ele introduz) com 23 casas decimais
corretas. Deduzird também as séries de In(1+z] e In(1-— x\) e outras de rapida
convergéncia para calcular logaritmos naturais, também chamados de hiperbdlicos. Por fim,

n

i

, que hoje escrevemos e”= lim

n— o

Euler nos apresenta a férmula e”= , e que

1+2 1+=
3 n
sera usada no capitulo seguinte para relacionar as séries de seno e cosseno.
Convidamos aqui a leitora e o leitor a se impressionarem com a ousadia conceitual
e manipulativa de Euler, balizada por um conhecimento gigantesco e uma intuicdo
profunda, e perceberem como o ensino de matematica atual, principalmente o de nivel
superior, ainda pode se beneficiar muito de seus escritos.
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2. Traducao
Introducao a Analise dos Infinitos

CAPITULO VIL
Do desenvolvimento em séries de quantidades exponenciais e Logaritmicas

114. Porque é ¢°=1 e, quando o expoente de a cresce, o valor da Poténcia
aumenta simultaneamente, sendo a é um nimero maior do que a unidade, segue que, se o
Expoente excede zero infinitamente pouco, também a prépria Poténcia vai exceder a
unidade infinitamente pouco. Seja © um numero infinitamente pequeno, ou uma Fragdo tdo
exigua que s6 ndo seja igual a nada, e serd a“=1+1, sendo ¢y também um nimero
infinitamente pequeno. Do capitulo anterior, consta que se ¥ ndo fosse um ntimero
infinitamente pequeno, também « ndo o poderia ser. Portanto, serd ¥ =w ou ¥ >wou ¥ <w,
uma relacdo que, em todo caso, dependera de quantidade da letra a. Como ela ainda é
desconhecida, seja ¥ =kw, tal que seja a*=1+kw e, tomada a como uma base de
Logaritmos, serd w=1(1+kw).

EXEMPLO.

Para que fique mais claro como o nimero k depende da base a, fagamos a =10 e,
com tabuas comuns, procuremos o Logaritmo de um niimero que supere minimamente a

1 1
. ‘ . 1+ . _ .
unidade Considere 7000000 tal que seja kw T000000° © serd
1 1000001
+ = =0,00000043429 = w, i =
1000000 (1000000) w. Daqui, porque kw =0,00000100000,
., 1 43429 _ 100000

7= = =2,30258 i 3 i ini
4 % = 700000 © 13429 , , de onde fica claro que k é um niimero finito que

depende do valor da base a. Pois se é posto outro nimero como base a, entdo o Logaritmo
deste mesmo ntimero 1+ kw terd uma razdo dada com o anterior, de onde ao mesmo tempo
um outro valor da letra k surgira. 4
115. Sendo a“=1+ kw, serd a™=(1+ kw|' para qualquer niimero que se substitua
ili=1] 1 5 ili—1i—2]
1.2.3

Dai, se é feito 1=, ez denota um numero qualquer finito, com w um ndmero

. , iw Z
no lugar de i. Portanto, serda a :1+T kw+ E wi+ete.

infinitamente pequeno, ¢ se torna um nimero infinitamente grande, e daqui w = 7, tal que @
seja uma Fragdo com o denominador infinito e, assim, infinitamente pequena, tal como foi

. z .
tomada. Substitua-se, portanto, 7 no lugar de w e sera

kz 1 15—=1] , , 1[i—=1i=2] 3 3 1li—1)(s—2][i — 3]
—| =1+—kz+ k + +

i 17 2 YT 1203 12i3i4i
quacdo que sera verdadeira se 7 é substituido por um ntimero infinitamente grande. E entdo

k é um ntimero definido dependente de a, como ja vimos.

i

a’=|1+ k' 2'+ete, e-
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. . P c1—1 —
116. Mas como ¢ é um nimero infinitamente grande, sera pa 1, pois fica claro

que, quanto maior é o ntimero substituido no lugar de ¢, mais préximo se aproxima da

. ~ 1—1 . ., , . .
unidade o valor da Fragao ; e, daqui, se ¢ é um niimero maior do que tudo assignavel,

. ~ 1—1 . Lo . ~ .
também a Fragao 7 se igualara a propria unidade. E por uma razdo semelhante, sera

i=2 1 i3 =1 e assim por diante. Da segue que sera izl _1iz2 1
= =1, = i i ui, ue qu — ==, — =,
i i P qui, segue q 2i 2’ 3i 3
1—3 1 . . .. .
13 = 2 e assim por diante. Portanto, com esses valores substituidos, serad
2 kz K2 K2 k2t

a=1+—+ + + + etc . ao infinito. Mas esta equa¢do mostra a0 mesmo
1 12 123 1234

tempo uma relacdio entre os numeros a¢ e Kk, pois, posto z=1, serd
Kok k'
+ +—
1 12 123 12.3.4
k=2 ,30258, como encontramos antes.
117. Fagamos b=a" e serd, tomando o nimero a como base Logaritmica, /b =n.

+etc., e para que a seja = 10, é necessario que seja

Daqui, sendo b*=a™, serd, por uma Série infinita,

b'=1+ knz k n’z +k3n3 z3+k4n4z4 +etc., e posto b no lugar de n, serd
1 1 2 123 1234

bz:1+ﬁlb L3 (Ib)*+ k2 )+ K2 b +etc . Portanto, conhecido o valor da
1 1.2 1.2.3 1.2.3.4

letra k dado o valor da base a, uma quantidade exponencial qualquer b” podera ser expressa
por uma Série infinita cujos termos procedem segundo as poténcias de z. Exposto isso,
mostremos também como os Logaritmos podem ser desenvolvidos por Séries infinitas.

118. Porque é ¢“=1+k w, com w uma Fracdo infinitamente pequena, e também

2 3

porque a razdo entre a e k é definida por esta equacdo a =1+ I; + % + 1 ]; 3
tomada pela base Logaritmica, serd w=1(1+kw| e iw=1| 1+kw!|". E fica manifesto que
quanto maior é o nimero tomado por i, mais a Poténcia |1 +kw)' vai superar a unidade, e
pondo i = niimero infinito, o valor da Poténcia (1 +kw]i cresce para algum nimero maior
que a unidade. Portanto, se é posto que (1 +kw]i: 1+z, serd [|1+z)=iw, de onde, sendo
ico um nuimero finito, a saber, o Logaritmo do nimero 1+ z, fica evidente que ¢ deve ser um
namero infinitamente grande, pois, de outro modo, iw ndo poderla ter um valor finito.

+etc.,seaé

1
119. Posto que [1+kw|'=1+z, serd {4 p,, = [1+x]z € fw=|1+g| — 1> donde

. 1 ) . 1
iw_E([1+m)7—1).Masporqueéiw:l(1+a:J,serél(1+gg]:%(1+m] k,postozurn
nimero infinitamente grande. Mas também é

I 1 1i—1) , 1(i—1)2i=1) 5 1li—1/2i=1]3i=1] ,
l+z)' =1+=2— — +— - - ‘ ‘ +etc.
[L+2] i * T 120 ¢ 12i3q 12i3i44 v *ete
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E ; € um numero infinit r'i_l—l 2i—-1_231-1_3 tc.; daqui sera
porque ¢ & um niimero infinito, serd —-—=-, ——— =75, — —— = etc.; daqui serd

1 3 4
i1+z) = 1+£ - acz_m+% - %+etc. e, consequentemente,
‘ 1|z zz 2 2 S
lll+z)= BT 7+ 3 7+etc. , posta a base Logaritmica = a e denotando k£ um
] , k. kK K
nimero conveniente nesta base, como, a saber, a =1+ 1 + 12 + 173 +etc.

120. Portanto, como temos uma Série igual ao Logaritmo do nimero 1+z,
poderemos, com seu auxilio, definir o valor do nimero k dada uma base a. Pois se fazemos

l+xz=a, e porque la=1, serd 1:% a;l - (a—z 1,]2+(a; i - [a;1)4+etc. e
daqui se tem k =2— L_ la _2 1f + la gl)a _la— 1)4 +etc . O valor desta Série infinita,
se é feito a =10, deverd ser cerca de 2,30258, ainda que seja dificil de entender que
2,30258 :% - %2+%3 —74+etc ., pois os termos desta Série tornam-se continuamente

maiores, e nem mesmo com a soma de alguns termos pode-se ter uma soma aproximada.
Para este incomodo, dificilmente se encontra um remédio.

2 3
121. Portanto, porque é [ (1 +w]:% % - % +% — etc .), sera, posto = negativo,
1z 2° 4 , L . . . .
Il1—z/=—+|Z+=+=+"+etc.|. Subtraida a Série posterior da anterior, sera
kEl1 2 3 4
‘ \ ‘ ‘ 3 5 7 1+
l11+:/v)—l(1—:13J:l1+—’T:g i 20T sete. . Agora, seja feito z =a, tal
11—z k{1 3 5 7 1—z
\3 \5
- . -1 -1 -1
que seja = , e porque la=1, serda k=2 2 + la ]‘3_'_(a’ —+etc.|,
a+l a+l 3(g+1]’ 5la+1

equacdo com a qual podera ser encontrado o valor do nimero k a partir da base a. Dessa
2y ) + o + o +etc.
11 311’ s11° 711
termos decrescem sensivelmente, e por isso exibem rapidamente um valor bem préximo
para k.

122. Porque é permitido tomar a vontade a base a para criar um sistema de
Logaritmos, ela pode ser tomada de tal maneira que k£ = 1. Fagamos, portanto, k =1, e sera,

1.1 1
pela Série encontrada acima (116), a=1+—+-—+

maneira, se a base a é posta =10, serd k =2 , Série cujos

1
S S
17127123 123 .4 €ic» termos que, se

convertidos em fracoes decimais e adicionados em ato, produzirdo para a o valor
a =2,71828182845904523536028, do qual o dltimo digito é de fato exato. E se, agora, com
esta base se constroem Logaritmos, eles costumam ser chamados de Logaritmos naturais
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ou hiperbdlicos, porque a quadratura da hipérbole pode ser expressa por tais Logaritmos.
Por amor a brevidade, ponhamos agora, no lugar desse niimero 2,718281828459 etc., a letra
constante e, que denotard, portanto, a base dos Logaritmos naturais ou hiperbélicos a qual
corresponde o valor da letra k= 1; ou que esta letra e também exprime a soma desta Série
1. 1 1
1+—+—+—+
1 12 123 1234
123. Portanto, os Logaritmos hiperbélicos terdo esta propriedade, que o Logaritmo
do nimero 1+w é = w, denotando @ como uma quantidade infinitamente pequena, e, a
partir dessa propriedade, quando se faz k=1, o Logaritmo hiperbélico de todo niimero

podera ser encontrado. Assim, posta a letra e para o nimero encontrado acima, sera ao
2 3 4

+etc . ao infinito.

infinito e*=1+=+—+ + +etc ., e os proprios Logaritmos hiperbdlicos se
¢ 1712712371234 7% prop & P
2 3 4 5 6
. L ~ | T x x T
encontram a partir dessas séries, que sdo [|1+z|=z — ?+? - Z+E - E+etc. e

3

1+z 2 2z

5 7 9
22" 2x 2z
= +——+ =+
11—z 1 3 5 7
lugar de z é posta uma fracdo muito pequena; também, da série posterior, se encontram
facilmente o Logaritmo dos niimeros ndao muito maiores do que a unidade. Assim, posto

3_ 2 2 2

l

+etc., Séries que convergem rapidamente se no

1
= +—+—+—+etc. i == 4
2 15 35 555 75 etc., e, feito =« = sera
i—i*.i.}.i.}. 2 +ete f —l ’li—i*.i*.i
317 37 570 77 CCnle0EESal 19759 5

a partir do Logaritmo dessas fragdes, se encontram os Logaritmos dos niimeros inteiros,

1 6
== 4 l==1
z=<,  serd 7

2
+——=+etc. E
7.9

3 4 3
pois serd, a partir da natureza dos Logaritmos, l§+l§:l2’ e dai l5+12:l3, e

212=14, e assim por diante l%+l4215, , 12+13=16, 312=18, 213=19 e
12+15=110.

EXEMPLO.

Daqui, o Logaritmo hiperbélico dos nimeros de 1 a 10 se obtém da seguinte
maneira:

11=0, 00000 00000 00000 00000 00000
12=0, 69314 71805 59945 30941 72321
13=1,09861 22886 68109 69139 52452
14=1,38629 43611 19890 61883 44642
15=1,60943 79124 34100 37460 07593
16=1, 7917594692 28055 00081 24773
17=1,94591 01490 55313 30510 54639
18=2,07944 15416 79835 92825 16964
19=2,19722 45773 36219 38279 04905
110=2, 30258 50929 94045 68401 79914
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Todos estes Logaritmos foram deduzidos a partir das trés Séries anteriores, com
excecdao do ! 7, que obtive da seguinte maneira. Pus, sem hesitacdo, na Série posterior,
= 91—9 e assim obtive [ % Zl% =0,0202027073175194484078230 que, subtraido de
150=215+12=3,9120230054281460586187508 deixa [ 49, cuja metade dal7.

124. Seja o Logaritmo hiperbélico de 1+z, ou I 1+ igual a y; sera
y="—""—+"=- Z_+etc.. Tomado agora o nimero a como a base Logaritmica, seja o

Logaritmo do mesmo numero 1+z igual a wv. Como vimos, sera

3

v :% e—Z24 2 2 yete.|= g, e daqui k ZE, donde fica comodamente definido o
2 3 4 k v

valor de k£ na base a correspondente como sendo igual ao Logaritmo hiperbélico de um
dado ntimero dividido pelo Logaritmo do mesmo niimero formado na base a. Assim, posto
este numero = a, serd v =1, e daqui k se torna = Logaritmo hiperbélico da base a. Portanto,
no sistema dos Logaritmos comuns, onde é a = 10, serd k = Logaritmo hiperbélico de 10,
donde k = 2,3025850929940456840179914, valor que ja coligimos logo acima. Portanto, se
cada um dos Logaritmos hiperbdlicos for dividido por esse niimero, ou, o que é dizer o
mesmo, for multiplicado pela fracdo decimal 0,4342944819032518276511289, produzirdo

os Logaritmos comuns conveniente na base a = 10.
2 3

. z z z zZ
125. P =1l+=+—+
orque ¢ e 17127123

Logaritmo hiperbdlico, yla =z, porque é [ e = 1. Substituido esse valor no lugar de z, sera
2 2 3 3
(la (la]

ay:1+yla+y )+y‘
1 1.2 1.2.3
ajuda dos Logaritmos hiperbdlicos, pode ser desenvolvida em uma Série infinita. E entdo,
denotando ¢ como um numero infinitamente grande, tanto as quantidades exponenciais

7

+etc ., se é posto a’=e”, serd, tomado o

+etc., de onde qualquer quantidade exponencial, com a

I - . . z
quanto as Logaritmicas podem ser encontradas por poténcias. Pois serd e’ =|1+ Tl

1+yl_0,i
i b

e dai, por Logaritmos hiperbélicos, tem-se j (1 4 4|=; (‘ 1+xﬁ _ 1).

daqui a'=

Além desses, outros usos dos Logaritmos hiperbdlicos serdo abundantemente vistos no
calculo integral.
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3. Texto original

EXPONENTIALIBUS AC LOGARITHMIS 8§

la Logarithmorum quufita dabit figuras initiales numeri que- Car. VL
fiti, qua erunt 181858, Quanquam ergo ifte numerus nullo
modo exhiberi poteft, tamen affrmari poteft cum omnino ex
5050446 figuris conftare, atque figuras initiales fex efle 181858,
quas dextrorfum adhuc sosoq40 figure fequaritur , quarum
infuper nonnulle ex majori Logarithmorum canone definiri pol-
fent , undecim [cilicet figura initiales erunt 18185852986,

C APUTVIL

De quantitatum exponentialium ac Logarithmorum
per Series explicatione.

114 Uia eft «® =1, atque crelcente Exponente ipfius

4 fimul valor Poteftatis augetur, {i quidem « eft
numerus unitate major; fequitur fi Exponens infinite parum
cyphram excedat , Poteftatem ipfam quoque inﬁnitc parum
unicatem effe fuperaturam. Sit » numerus infinite parvus , feu
Frattio tam exigua, ut tantum non nihilo fit ®qualis, erit

2% == 1 + U, exiftente \l quoque numero infinite parvo. Ex
przcedente enim capite conftat nifi \ effer numerus infinite
parvus, neque  talem effe pofle.  Erit ergo vel b ==uw, vel
> w, vel U <« @, que ratio utique a quantitate littera 2
pendebit , que cum adhuc fit incognita, ponatur b = # o,

ita ut fit #° =1+ # @5 &, fumta # pro bafi Logarithmica,
erit w=={( 14 kw).

EXeEMPLUM

Quo clarius appareat, quemadmodum numerus # pendeat 2

bafi , ponamus effe « == 10 ; atque ex tabulis vulgaribus
quaramus Logarithmum numeri quam minime upitatem fupe-
L 3 rantis
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8§ DE QUANTITATUM EXPONENTIALIUM

I a 1
ita ut ﬁt I
1000000 10000CO

Lip. L rantis, puta 1 - . erit

I 100000T .
(14— =) ——"- ==o0,000000 ==a, Hinc
( +mc=:r.:~r::a} 1006000 ? 43429 =4 2
. .1 2
ob #w==0, 00000100000, erit -— == —2422 & f —
k 10000
I1000S0 . %
i = 50258 : unde patet # effe numerum finitum pen-

dentem a valore bafis «. Si enim alius numerus pro bafi «
ftatuatur, tum Logarithmus ejufdem numeri 1 -+ #» ad prio-
rem datam tenebit rationem, unde fimul alius valor litterae #
prodiret, '

115. Cum fit & = 1+ ¢u, erit L r-}-.ém)i 5 qui-
cunque numerus loco 7 fubftituatur. Erit ergo 4 % == 1 4~
[ '|r L] - - -
e+ T=Re e DU D p g g,

" :1 Il 2-&

Quod fi ergo flatpatur i = =-, & = denotet numerum quem-
cunque finitum , ob » numerum infinite parvum , fiet # numerus
infinite magnus, hincque w== -, ira ut fic @ Fractio deno-
minatorem habens infinitum , adeoque infinite parva, qualis eft
aflumea.  Subfituatur ergo % loco w, eritques” == ( 1 +

S =it f e R e D s

1. 26 3i
I(i—1)(i—2 )i
1. 2. 3i. 4i.
ta {i pro i numerus infinite magnus fubfituatur, Tum vero
eft # numerus definitus ab « pendens, uti modo vidimus.
116.Cum autem 7 fit numerus infinite magnus, erit :_EI ==1;

patet enim quo major numerus loco i fubftituatur, eo propius

3) prge - &c. , que aquatio erit ve-

[ =]

ad unitatem efle acceflurum, hinc fi
i fit

valorem Fracionis
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AC LOGARITHM. T'ER SERIES EXFPLICAT g

i fit numerus omni affignabili major, Fraltio quoque f‘—T'I Cae.VIL

ipfam unitatem adxquabit. Ob fimilem autem rationem erit
i——2 i—3

- ==— ¥
H

I
i—I ) S Ll I i—3
_ == "

I
2i 2 3i 3 4 4 .
= . & " b z 1.3
igitur valoribus fubftitutis, erit 4" =1 ..{_51_ 3 ’]i:-_*’*.2 3 ‘i.:___é +
k42

I‘ 2- 3- 4 . 0
lationem inter numeros « & # oftendit, pofito enim z =1,

. k K kK K
erit 4= 1+ -+ 75+ 1.2.3 +. 1.2.3.4 + &, ﬂtqllr.':
ut 4 fit = 10, necefle eft ut fit circiter # = 2,3d25%, ud

ante invenimus.

117. Ponamus effe # == 4" , erit, fumto numero « pro bafi
&

== 13 & ita porro; hinc fequitur fore

|

; & itaporro. His

+ &c. in infinitum. Hze autem zquatio fimul re-

® £ H 3- H &
Logarithmica, /6 = » Hinc, cum fit 6 ==a ", erit per Se-
I.F:!.z.‘l .k’ﬂ!al

' ' : 2 bz k*n*a*
riem infinitam ¢" = 1+~ + ;5 + — 3 + 1.2.3. 4 +

&., pofito vero /b pro », erit b =1+ ;%5.;5 4+ ‘IL__EE 16y 4

K2 b A2 /by 4 &c.. Cognito ergo valore
1.2.3 (46 -+ 1. 2. 3. 4.( )+ ) 5 rg ]
litterz # ex dato valore bafis #, quantitas exponentialis qua-

cunque 4° per Seriem infinitam exprimi poterit , cujus termini
fecundum Poteftates ipfius z procedant. His expofitis often-
damus quoque quomodo Logarithmi per Series infinitas ex-
plicari poffint.

118. Cum fit 4 = 1 4 # w, exiltente « Fractione infinite
parva, arque ratio inter # & # definiatur per hanc aquatio-

nema =1 —I—-i‘: -+ Ii‘l; -+ L+ &c., 1 « l"umaturpm

I.2.3

bafi Logarithmica, erit w = /(14 #w) &iw = I(1+ 4o )'
Mani-
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gg DE QUANTITATUM EXPONENTIALIUM
L1s. I Manifeftum aatem eft, quo major numeris pro ¢ fumatur , eo

magis Poteftatem ( 1 + &)’ unitatem effe fuperaturam; atque
ftatuendo i == numero infinito , valorem Poteftatis (1+4-£s)" ad
queémvis numerum unitate majorem afcendere.  Quod i ergo

ponatur (1 Fbw)f =14, erit /( 14x)=iw, unde,cum
fit i@ numerus finitus, Logarithmus fcilicet numeri 1 4-x, per-
fpicuum eft, 7 effe debere numerum infinite magnum , alioquin
enim ¢ » valorem finitum habere non poflet.

rr9. Cum autem pofitum fit (x b)) ==1 4, erit 1 4
Euﬁ(:-{-x)_’ﬁ & fm=(1+x)%—r, unde fit i @ ==
%(( 1—|—:~:)_}— 1). Quia vero eft iw =1/(14x), erit
Ir4x) =i (1 +x)-: —--i‘-, pofito 7 numero infinite

! 1(i —-"i}

r I 3
magno. Eft autem (1+4#) % =1 4 —x——=—7- 5" +
]Ei.——‘l;'.f'-’.f—.'l_}x; lfi—'?"‘ I;'ffifﬂﬂ-zl‘ﬂfﬁf-—l)x,‘b{*&:.
. 2 fs ; I i. 2 I. a I 4. E
. " - P | I 2;-"'-: e
Ob i autem numerum infinitum, erit —— ==—; ~—~r =35

I
3i—1__ 3 s i et i T xx
T—4,&c.,hmcent:(1+x) =i — +
3
x

—

a ~+ &c. , & confequenter /(14 x) =_j-;_(i’f.. —

3
==+

enotante # numerum huic bafi convenientem, ut fcilicet fit
—— +,—':=—+ ;%-{- I—E__s+&c,

120. Cum igitur habeamus Seriem Logarithmo numeri 14«

equalem , €jus ope ex data bafi 4 definire poterimus valorem
aumeri

K

u.:i"‘-‘_.p.lk

— -‘i: + &c.), pofita bafi Logarithmica =« ac

an C.
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4C LOGARITHM. PER SERIES EXPLICAT. %9
aumeri £ Si enim ponamus 1 +-x == 4, ob Ja == 1, erit Car.VIL
Jras—— * -

— I_(.:!'_I {:ﬁ‘_l.}i _}_ {:I_TJ! !ﬂ 41:! +&c' )’

1 2 3
g —— 1 (a—1)" (a —1)*

z + 3

— * - - L] - W L]
fjle_ + &c., cujus ideo Seriei infinite valor , fi ponatur

hincque habebitur £ =

4== 10, circiter effe debebit = 2, 303583 quanquam diffi-

9 9 9’
culter intelligi poteft effe 2, 30258 = 7 — -+ 5 —
‘ - % L - -
%- + &c., quoniam hujus Seriei termini continuo fiunt majo-

res, neque adeo aliquot terminis fumendis fumma vero propin~
qua haberi poteft : cui incommodo mox remedium afferetur.

- 121. Quoniam igitur eft /(1 4 %) == %(”T—-—-Ez—-l-
I

’;—i—— &c. ), erit, pofito ¥ negativo, /(1 %)== X

¢ _f:_ 4 z_‘ + 5'§;_ - %* 4 &c.). Subtrahatur Series pofte=

. x P
rior a priori, erit /( 14%) (1 —x) _Iiix -—-TH

(’:_.;_ ."“T'-g- i; + “_;—T + &c. ). Nuucpnnatur?’=a.

_—r
a—1 —_ . —_— a — I

ut fic x == P u!::_;hr == 1 erit £ = 2 (TW.E-

(a—1) L Ce—L) 4+ & ua ®quatione valor
SGETT g (agiy T XD exqu g

numeri # ex bafi « inveniri poterit. Si ergo h?a{is 4 ponatug
. 9 9 5° 9

== 10 erit £==12 (‘I_I' -+ '3'":113 + PRTL -+ ,ﬁ;'} +&E-): Cl-

jus Seriei termini fenfibiliter decrefcunt, ideoque mox valorem

pro # fatis propinquum exhibent.

122, Quoniam ad fyftema Logarithmorum condendum ba-

fin 4 pro lubitu accipere licer, ea ita aflumi poterit ut hat

—1. Ponamus ergo effe # =1, eritque per Sericm fupra

Euleri Lntrodudt, in Anal. infin. parv. M (116)
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Lis L (116) inventam,2=1+ —:— +-I-T-i - I-:-a 4= 1.2.13.44_&&"
qui termini , fi in fraltiones decimales convertantur atque
attu addanwur , prebebunt hunc valorem pro 4 ==
2,71828182845904523536028: cujus nltima adhue nota ve-
ritati eft confentanea. Quod i jam ex hac bafi Logarithmi
conftruantur , ii vocari folent Logarithmi metarales feu byperbo.
lici, quoniam quadratura hyperbole per iftiufmodi Logari-
thmos exprimi poteft. Ponamus autem brevitaris gratia pro
numero hoc 2,718281828459 &c. conftanter litteram e, quz
ergo denotabit bafin Logarithmorum naturalium feu hyperbo-
licorum, cui refpondet valor littere # ==1; five hac littera e

quoque exprimet {fummam hujus Seriei 1 4~ Jf + :_I:;' -+~
I I
1.2.3  1.2.3.4
123. Logarithmi ergo hyperbolici hanc habebunt proprie-
tatem . ut numeri 1 4 » Logarithmus fit == », denotante &
quantitatem infinite parvam , atque cum ex hac proprietate va-
lor £ = 1 innotefcat, omnium numerorum Logarithmi hyper-
bolici exhiberi poterunt. Erit ergo, pofita ¢ pro numero fu-

ra invento, perpetuo =14 4 .. 3 1 3" 4 &0
P ’ I 12 © L.2.3 ' 1.2.3.4 )

ipfi vero Logarithmi hyperbolici ex his Seriebus invenientur ,

-+ &e¢, In infinicum.

z 3 + .
quibus eft /{ 1 4 x) ::x-u—-fz_ +f;.._f$ + J"'?s_ —_
A T4x___2x 23" ax*  2x7 - ox®
< + &c 3&!-1——:-:_“? "|—? + T+?+?+&c.,

qua Series vehementer convergunt , fi pro x ftatuatur fradio
valde parva: ita ex Serie pofteriori facili negotio inveniuntur
Logarithini pumerorum unitate non multo majorum. Pofito

e L oeritd S ——m 73— 2 4 2 2
namque ¥ == - ; eritd 4 = : 1Lt + YT +- i_i_’+
2 I . 2 b 2
— &, & fadto x = — tf.q_' = — —— -
TRl L F=rpaltl = o
707
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Car.VIL
Loerit/ e— 2 A 2
%?'I-&C- .:El&{]x'——‘-- ? ,Eﬂtf-‘r — ) + 391 "I" 5 9; +
.i_‘, 4 &c.. Ex Logarithmis vero harum fraétionum reperien-
Euf' Logarithmi numerorum integrorum, erit enim €X natura

Logarithmorum J_i_- +.-fi;—= J2; tum { —i—+£:=£‘35 &
2al2a==l4; pmm!-;—+£4=£g;£; +i3=16;32==18
:f}mips'& la 4 1I5=l10.

EXEMPLUM

Hinc Logarithmi hyperbolici numerorum ab 1 ufque ad 10
ita fe habebunt , ut fit

/1 == o0, 00000 00000 00000 00000 00000
l2 == o, 69314 71805 59945 30941 72321
I3 == 1, 09861 22806 68109 69139 §1452
lg == 1, 38629 43611 19890 61883 4464%
l5 == 1, 60943 79124 34109 3746° 07593
16 == 1, 79175 94692 28055 000BI 24773
l7 == 1, 94591 01490 55313 30510 §4639
I8 = 2, 07944 15416 79835 92815 16964
lg == 2, 19722 45773 36219 38279 04995
[10 = 2, 30258 50929 94045 68401 79914

Hi fcilicer Logarithmi omnes ex fuperioribus tribus Seriebus

funt deduéti, preter /7, quem hoc compendio fum aﬂfe;uus,
® ' . @ 1 - . I——S

Pofui nimirum in Serie pofteriorix === ficque obtinui/ -2

132 =0, 0202027073175194484078239; qui fubtrattus a

lso==1l5 4 r==3 91202300742814605 86187508, relinquit
49, cujus femiflis dac /7. M  iag Por

RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 194-209, 2023 207



FREDERICO J. A. LOPES

92 DE QUANTITATUM EXPONENTIALIUM
Lis. I 124. Porawr Logarithmus hyperbolicus ipfius 1 4 x feu

{(14x) =y; :rit_;r———-rii ——%: + -g:--- -f—l+r5€c.+5um-

to autem numero « pro bafi Logarithmica, fit numeri ejufdem
- - " ga I
14 x Logarithmus == o; erit, ut vidimus, v — T(x_ ’E:EE' +

3 +

— — -+ &c.)==2; hincque é= 7 ; ex quo com-
modiffime valor ipfius I-klmﬁ « refpondens ita definitur ur fic
equalis cujoflvis numeri Logarithmo hyperbolico divifo per Lo-
garithmum ejufdem numeri ex bafi # formati. Pofito ergo nu-
mero hac==4, erit v==1, hincque fit # = Logarithmo hy-
perbolico bafis «. In fyftemate ergo Logarithmorum commu-
nium , ubi eft 2 = 10, erit # = Logarithmo hyperbolico
ipfius 10, unde fit £ =12, 30258509299404568401 79914 ,
quem.valorem jam fupra fatis prope collegimus, Si ergo fin-
guli Logarithmi hyperbolici per hunc numerum # dividantur,
vel, quod eodem redit , multiplicentur per hanc fraGtionem deci-
mzlem o, 4342944319032518276511289, prodibunt Logari-
thmi vulgares bafi 2 =10 convenientes.

i 3
125. Cum fit® =1 -I-]i -+ i—g -+~ ;—::—g =+ &c., {i pona-

tur 27 = ¢° , erit, fumtis Logarithmis hyperbolicis , yle = =,
quia eft /e = 1, quo valore loco = fubftituto, erit #” — 1 -+

T ] o B . .

;{";} 4 }rfiﬂa <4~ &c., unde qualibet quantitas
exponentialis ope Logarithmorum hyperbolicorum per Seriem
infinitam explicari poteft, Tum vero, denotanre 7 numerum

infinite magnum , tam quantitates exponentiales quam Loga-
rithmi per poteftates exponi poffunt. Erit enim ¢ == (1 4

% )", hincque 3 ==( 1 +224 y’, deinde pro Logarithmis hy-

]

yle |y
=+

perbolicis habetur /(1 %) =i {(r +x)Tm 1). Dece-
tero
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tero Logarithmorum hyperbolicorum ufus in calculo integrali Car.VIL
fufius demonftrabitur.

CAPUT VIIL

De quantitatibus tranfcendentibus ex Circulo ortss.

126. Oft Logarithmos & quantitates exponentiales con-

fiderari debent Arcus circulares corumque Sinus &
Cofinus , quia non folum aliud quantitatum tranfeendentium ge-
nus conftituunt, fed etiam ex ipfis Logarithmis & exponen-
tialibus , quando imaginariis quantitatibus involvuntur, prove-
niunt , id quod infra clarius patebir.

Ponamus ergo Radium Circuli fea Sinum totum efle==1,
atque fatis liquet Peripheriam hujus Circuli in numeris ra-
tionalibus exalte exprimi non poffe , per approximationes
autem inventa eft Semicircumferentia hujus Circuli effe =—
3, 1415926535897932384626433832795028841971693993
751058209749445923078164062862089986280348253421
17067982148086§132723066470938446 4, pro quo ninne-
10, brevitatis ergo . fcribam o, ita ut fit# = Semicircumferen-
tiz Circuli, cujus Radius == 1, fen = erit longitudo Arcns
180 graduum.

127. Denotante = Arcum hujus Circuli quemcunque, cu-
jus Radium perpetuo aflumo === 1; hujus Arcus = confide-
rari potilfimum folent Sinus & Cofinus. Sinum autem Arcus
= inpofterum hoc modo indicabo , fin. 4. 3, feu tantum fin. =.
Cofinum vero hoc modo ¢of A. =, feu tantum «ofs 2. lta,
cum a fit Arcus 180°, erit fin. or==o0; ¢sfio 7 =1; &

ﬁ?s.—:"r= T, rq,’f%w:ﬁ;ﬁa. r==0; tof x=—13

2

fin. %r:—— 1;eqft %— r==o0; fin, 27 == 0; &egfra==1.
Omnes ergo Sinus & Cofinus intra limites 4 1 & — 1 con-,
M 3 tinen-
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