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Resumo

Esta é uma tradução do capítulo 7 da Introdução à Análise dos Infinitos (1748), de L. Euler
(1707–1783), em que ele introduz, pela primeira vez na obra,  quantidades infinitamente
pequenas (infinitésimos) e infinitamente grandes.
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[INTRODUCTION TO THE ANALYSIS OF THE INFINITES, BY L. EULER – CHAPTER

07 (TRANSLATION)]

Abstract

This is a translation of chapter 7 of Introduction to the Analysis of the Infinites (1748), by 
L. Euler (1707–1783), in which he introduces, for the first time in the book, infinitely small
(infinitesimals) and infinitely big quantitites.

Keywords: infinitesimals, infinite, Euler.

1. Introdução

Leitoras e leitores da Introdução à Análise dos Infinitos terão que esperar até o capítulo 7
para verem, afinal, o que são os tais infinitos anunciados pelo título da obra. Mas a espera
valerá a pena: ali encontrarão, no coração do livro, talvez a mais interessante e flexível
utilização dos infinitamente pequenos (infinitésimos) e dos infinitamente grandes (infinitos)
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para  encontrar  uma  profusão  de  resultados  que  conhecemos  apenas  depois  de  alguns
semestres de Cálculo nas universidades.

A  Introdução  à  Análise  dos  Infinitos é  um  “pré-cálculo”  avançado  com

infinitésimos e infinitos, relacionados como inversos pela equação ω=
1
i

, em que ω é um

número infinitamente pequeno e i um número infinitamente grande. Por trás dessa relação
aparentemente  trivial,  percebemos  a introdução  de uma novidade:  a  análise matemática

corrente nos informa que o limite de 
1
x

 quando x tende ao infinito é zero, e não ω, como

nos diz Euler. Com isso, ele legitima, pelo menos formalmente, o uso dos infinitésimos. 
É com essa ferramenta simples, que usa o infinito atual (ou real), e não o infinito

potencial da formulação ε–δ, que Euler vai encontrar (sem o uso de derivadas) as séries de
McLaurin de ax e ex e daí o valor de e (notação que ele introduz) com 23 casas decimais
corretas.  Deduzirá  também  as  séries  de  ln ( 1+x ) e  ln ( 1− x) e  outras  de  rápida
convergência para calcular logaritmos naturais, também chamados de hiperbólicos. Por fim,

Euler nos apresenta a fórmula  ez
= (1+

z
i )

i

, que hoje escrevemos  ex
= lim

n→ ∞
(1+

x
n )

n

, e que

será usada no capítulo seguinte para relacionar as séries de seno e cosseno.
Convidamos aqui a leitora e o leitor a se impressionarem com a ousadia conceitual

e  manipulativa  de  Euler,  balizada  por  um  conhecimento  gigantesco  e  uma  intuição
profunda,  e  perceberem como o ensino de matemática atual,  principalmente o de nível
superior, ainda pode se beneficiar muito de seus escritos.
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2. Tradução
Introdução à Análise dos Infinitos

C A P Í T U L O   V I I.

Do desenvolvimento em séries de quantidades exponenciais e Logarítmicas

114. Porque  é  a0
=1 e,  quando  o  expoente  de  a cresce,  o  valor  da  Potência

aumenta simultaneamente, sendo a é um número maior do que a unidade, segue que, se o
Expoente  excede  zero  infinitamente  pouco,  também  a  própria  Potência  vai  exceder  a
unidade infinitamente pouco. Seja ω um número infinitamente pequeno, ou uma Fração tão
exígua  que  só  não  seja  igual  a  nada,  e  será  aω

=1+ ψ,  sendo  ψ também um número
infinitamente  pequeno.  Do  capítulo  anterior,  consta  que  se  ψ  não  fosse  um  número
infinitamente pequeno, também ω não o poderia ser. Portanto, será ψ =ω ou ψ > ωou ψ < ω,
uma relação que, em todo caso, dependerá de quantidade da letra  a. Como ela ainda é
desconhecida,  seja  ψ =kω,  tal  que  seja  aω

=1+ kω e,  tomada  a como  uma  base  de
Logaritmos, será ω= l ( 1+kω ) .

E X E M P L O.

Para que fique mais claro como o número k depende da base a, façamos a=10 e,
com tábuas comuns, procuremos o Logaritmo de um número que supere minimamente a

unidade.  Considere  1+
1

1000000
 tal  que  seja  kω=

1
1000000

,  e  será

l (1+
1

1000000 )= l ( 1000001
1000000 )=0,00000043429 =ω.  Daqui,  porque  kω=0,00000100000,

será 
1
k

=
43429

100000
 e k =

100000
43429

=2,30258, de onde fica claro que k é um número finito que

depende do valor da base a. Pois se é posto outro número como base a, então o Logaritmo
deste mesmo número 1+kω terá uma razão dada com o anterior, de onde ao mesmo tempo
um outro valor da letra k surgirá.

115. Sendo aω
=1+ kω, será a iω= (1+ kω )

i para qualquer número que se substitua

no  lugar  de  i.  Portanto,  será  a iω
=1+

i

1
kω+

i ( i − 1 )

1.2
k2 ω2

+
i ( i− 1) (i −2 )

1.2 .3
k3 ω3

+ etc.

Daí,  se  é  feito  i=
z
ω ,  e  z denota  um  número  qualquer  finito,  com  ω um  número

infinitamente pequeno, i se torna um número infinitamente grande, e daqui ω=
z
i , tal que ω

seja uma Fração com o denominador infinito e, assim, infinitamente pequena, tal como foi

tomada.  Substitua-se,  portanto,  
z
i  no  lugar  de  ω e  será

a
z
=(1 +

kz
i )

i

=1+
1
1

kz +
1 (i − 1 )

1.2 i
k

2
z

2
+

1 ( i− 1) (i − 2 )

1.2 i .3 i
k

3
z

3
+

1 (i− 1 ) (i − 2 ) (i− 3 )

1.2 i .3 i .4 i
k

4
z

4
+ etc,  e-

quação que será verdadeira se i é substituído por um número infinitamente grande. E então
k é um número definido dependente de a, como já vimos.
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116. Mas como i é um número infinitamente grande, será 
i− 1

i
=1, pois fica claro

que, quanto maior é o número substituído no lugar de  i,  mais próximo se aproxima da

unidade o valor da Fração 
i− 1

i
 e, daqui, se i é um número maior do que tudo assignável,

também a Fração  
i− 1

i
 se igualará à própria unidade. E por uma razão semelhante, será

i− 2
i

=1,  
i− 3

i
=1 e  assim  por  diante.  Daqui,  segue  que  será  

i− 1
2 i

=
1
2

,  
i− 2
3 i

=
1
3

,

i− 3
4 i

=
1
4

 e  assim  por  diante.  Portanto,  com  esses  valores  substituídos,  será

a
z
=1+

kz

1
+

k
2

z
2

1.2
+

k
3

z
3

1.2 .3
+

k
4

z
4

1.2 .3 .4
+ etc . ao infinito. Mas esta equação mostra ao mesmo

tempo  uma  relação  entre  os  números  a e  k,  pois,  posto  z=1,  será

a =1+
k

1
+

k
2

1.2
+

k
3

1.2 .3
+

k
4

1.2 .3 .4
+ etc .,  e  para  que  a seja  =  10,  é  necessário  que  seja

k =2 ,30258, como encontramos antes.
117. Façamos b =an e será, tomando o número a como base Logarítmica, lb =n.

Daqui,  sendo  b z=anz,  será,  por  uma  Série  infinita,

b
z
=1+

knz

1
+

k
2

n
2

z
2

1.2
+

k
3

n
3

z
3

1.2 .3
+

k
4

n
4

z
4

1.2 .3 .4
+etc .,  e  posto  lb no  lugar  de  n,  será

b
z
=1+

kz

1
lb +

k
2

z
2

1.2
(lb )

2
+

k
3

z
3

1.2 .3
(lb )

3
+

k
4

z
4

1.2 .3 .4
(lb )

4
+etc . Portanto, conhecido o valor da

letra k dado o valor da base a, uma quantidade exponencial qualquer b z poderá ser expressa
por uma Série infinita cujos termos procedem segundo as potências de  z.  Exposto isso,
mostremos também como os Logaritmos podem ser desenvolvidos por Séries infinitas.

118. Porque  é aω
=1+ k ω,  com ω uma Fração infinitamente pequena, e também

porque a razão entre a e k é definida por esta equação a=1+
k

1
+

k
2

1.2
+

k
3

1.2 .3
+etc ., se a é

tomada pela base Logarítmica,  será  ω= l ( 1+kω ) e  iω = l (1+ kω )
i.  E fica manifesto que

quanto maior é o número tomado por i, mais a Potência (1 +kω )
i vai superar a unidade, e

pondo i = número infinito, o valor da Potência  (1 +kω )
i cresce para algum número maior

que a unidade. Portanto, se é posto que (1 +kω )
i
=1+ x, será l (1 +x )= i ω, de onde, sendo

iω um número finito, a saber, o Logaritmo do número 1+ x, fica evidente que i deve ser um
número infinitamente grande, pois, de outro modo, iω não poderia ter um valor finito.

119. Posto  que  (1 +kω )
i
=1+ x,  será  1+kω= ( 1+x )

1
i  e  kω= (1+ x)

1
i − 1,  donde

iω =
i
k

(( 1+x )
1
i − 1). Mas porque é iω = l (1+ x), será l (1 +x )=

i
k

( 1+x )
1
i −

i
k

, posto i um

número  infinitamente  grande.  Mas  também  é

(1 +x )
1
i
=1+

1
i

x−
1 ( i− 1 )

1.2 i
x

2
+

1 (i − 1 ) ( 2 i −1 )

1.2 i .3 i
x

3−
1 ( i− 1 ) (2 i− 1 ) (3 i− 1 )

1.2 i .3 i .4 i
x

4
+etc .
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E porque i é um número infinito, será 
i− 1

2 i
=

1
2

, 
2 i − 1

3 i
=

2
3

, 
3 i − 1

4 i
=

3
4

, etc.; daqui será

i (1+ x)
1
i =1+

x

1
−

xx

2
+

x
3

3
−

x
4

4
+etc . e,  consequentemente,

l (1 +x )=
1
k ( x

1
−

xx

2
+

x3

3
−

x4

4
+etc .), posta a base Logarítmica =  a e denotando  k um

número conveniente nesta base, como, a saber, a=1+
k

1
+

k
2

1.2
+

k
3

1.2 .3
+etc .

120. Portanto,  como  temos  uma  Série  igual  ao  Logaritmo  do  número  1+ x,
poderemos, com seu auxílio, definir o valor do número k dada uma base a. Pois se fazemos

1+ x= a,  e  porque  la=1,  será  1=
1
k ( a −1

1
−

(a− 1 )
2

2
+

( a − 1)
3

3
−

( a − 1)
4

4
+ etc .) e

daqui se tem k =
a − 1

1
−

( a − 1 )
2

2
+

(a −1 )
3

3
−

( a − 1)
4

4
+ etc . O valor desta Série infinita,

se  é  feito  a=10,  deverá  ser  cerca  de  2,30258,  ainda  que  seja  difícil  de  entender  que

2,30258 =
9
1
−

92

2
+

93

3
−

94

4
+etc .,  pois  os  termos  desta  Série  tornam-se continuamente

maiores, e nem mesmo com a soma de alguns termos pode-se ter uma soma aproximada.
Para este incômodo, dificilmente se encontra um remédio.

121. Portanto, porque é l (1 +x )=
1
k ( x

1
−

x2

2
+

x3

3
− etc .), será, posto x negativo,

l (1 − x)=−
1
k ( x

1
+

x2

2
+

x3

3
+

x4

4
+etc .).  Subtraída  a  Série  posterior  da  anterior,  será

l (1 +x ) − l (1− x )= l
1+x

1− x
=

2
k ( x

1
+

x3

3
+

x5

5
+

x7

7
+etc .). Agora, seja feito 

1 +x

1− x
=a, tal

que  seja  x=
a − 1
a+ 1

,  e  porque  l a=1,  será  k =2( a −1
a+1

+
(a − 1 )

3

3 ( a+1 )
3
+

( a −1 )
5

5 (a+1 )
5
+ etc .),

equação com a qual poderá ser encontrado o valor do número k a partir da base a. Dessa

maneira, se a base a é posta =10, será k =2( 9
11

+
93

3.113
+

95

5.115
+

97

7.117
+etc .), Série cujos

termos decrescem sensivelmente, e por isso exibem rapidamente um valor bem próximo
para k. 

122. Porque  é  permitido  tomar  à  vontade  a  base  a para  criar  um sistema  de
Logaritmos, ela pode ser tomada de tal maneira que k =1. Façamos, portanto, k =1, e será,

pela Série encontrada acima (116), a=1+
1
1
+

1
1.2

+
1

1.2 .3
+

1
1.2 .3 .4

+ etc ., termos que, se

convertidos  em  frações  decimais  e  adicionados  em  ato,  produzirão  para a o  valor
a=2,71828182845904523536028, do qual o último digito é de fato exato. E se, agora, com
esta base se constroem Logaritmos, eles costumam ser chamados de Logaritmos  naturais
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ou hiperbólicos,  porque a quadratura da hipérbole pode ser expressa por tais Logaritmos.
Por amor à brevidade, ponhamos agora, no lugar desse número 2,718281828459 etc., a letra
constante e, que denotará, portanto, a base dos Logaritmos naturais ou hiperbólicos à qual
corresponde o valor da letra k =1; ou que esta letra e também exprime a soma desta Série

1+
1
1

+
1

1.2
+

1
1.2 .3

+
1

1.2 .3 .4
+etc . ao infinito.

123. Portanto, os Logaritmos hiperbólicos terão esta propriedade, que o Logaritmo
do número  1+ ω é =  ω,  denotando  ω como uma quantidade infinitamente pequena, e, a
partir  dessa propriedade,  quando se faz  k =1,  o Logaritmo hiperbólico de todo número
poderá ser encontrado. Assim, posta a letra  e para o número encontrado acima, será ao

infinito ez
=1+

z

1
+

z
2

1.2
+

z
3

1.2 .3
+

z
4

1.2 .3 .4
+etc ., e os próprios Logaritmos hiperbólicos se

encontram a partir  dessas  séries,  que  são  l (1 +x )=x −
x

2

2
+

x
3

3
−

x
4

4
+

x
5

5
−

x
6

6
+etc . e

l
1 +x

1− x
=

2 x

1
+

2 x
3

3
+

2 x
5

5
+

2 x
7

7
+

2 x
9

9
+etc .,  Séries  que  convergem rapidamente  se no

lugar de  x é posta uma fração muito pequena; também, da série posterior, se encontram
facilmente o Logaritmo dos números não muito maiores do que a unidade. Assim, posto

x=
1
5

,  será  l
6
4

= l
3
2

=
2

1.5
+

2

3.53 +
2

5.55 +
2

7.57 + etc .,  e,  feito  x=
1
7

,  será

l
4
3

=
2

1.7
+

2

3.73 +
2

5.75 +
2

7.77 +etc .; feito x=
1
9

 será l
5
4

=
2

1.9
+

2

3.93 +
2

5.95 +
2

7.97 + etc . E

a partir do Logaritmo dessas frações, se encontram os Logaritmos dos números inteiros,

pois  será,  a  partir  da  natureza  dos  Logaritmos,  l
3
2
+ l

4
3

= l 2,  e  daí  l
3
2
+ l 2= l 3,  e

2 l 2= l 4,  e  assim  por  diante  l
5
4

+ l 4= l 5,  ,  l 2+ l 3= l 6,  3 l 2= l 8,  2 l 3= l 9 e

l 2+ l 5= l 10.

E X E M P L O.

Daqui,  o  Logaritmo hiperbólico  dos números  de  1  a  10 se  obtêm da  seguinte
maneira:

l 1=0 , 00000 00000 00000 00000 00000
l 2=0 , 69314 71805 59945 30941 72321
l 3=1 , 09861 22886 68109 69139 52452
l 4 =1 ,38629 43611 19890 61883 44642
l 5=1 , 60943 79124 34100 37460 07593
l 6=1 , 79175 94692 28055 00081 24773
l 7=1 , 94591 01490 55313 30510 54639
l 8=2 , 07944 15416 79835 92825 16964
l 9=2 , 19722 45773 36219 38279 04905
l 10=2 ,30258 50929 94045 68401 79914
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Todos estes Logaritmos foram deduzidos a partir das três Séries anteriores, com
exceção do  l 7,  que obtive da seguinte maneira.  Pus,  sem hesitação,  na Série posterior,

x=
1
99

 e  assim obtive  l
100
98

= l
50
49

=0,0202027073175194484078230 que,  subtraído  de

l 50=2 l 5+ l 2=3,9120230054281460586187508  deixa l 49, cuja metade dá l 7.
124. Seja  o  Logaritmo  hiperbólico  de  1+ x,  ou  l (1 +x ) igual  a  y;  será

y =
x

1
−

x
2

2
+

x
3

3
−

x
4

4
+ etc .. Tomado agora o número a como a base Logarítmica, seja o

Logaritmo  do  mesmo  número  1+ x igual  a  v.  Como  vimos,  será

v =
1
k (x−

xx

2
+

x3

3
−

x4

4
+ etc .)= y

k
, e daqui  k =

y
v , donde fica comodamente definido o

valor de  k na base  a correspondente como sendo igual ao Logaritmo hiperbólico de um
dado número dividido pelo Logaritmo do mesmo número formado na base a. Assim, posto
este número = a, será v =1, e daqui k se torna = Logaritmo hiperbólico da base a. Portanto,
no sistema dos Logaritmos comuns, onde é a=10, será k = Logaritmo hiperbólico de 10,
donde k =2,3025850929940456840179914, valor que já coligimos logo acima. Portanto, se
cada um dos Logaritmos hiperbólicos for dividido por esse número, ou, o que é dizer o
mesmo, for multiplicado pela fração decimal  0,4342944819032518276511289, produzirão
os Logaritmos comuns conveniente na base a=10.

125. Porque é  ez
=1+

z

1
+

z
2

1.2
+

z
3

1.2 .3
+etc .,  se é posto  ay

=ez,  será,  tomado o

Logaritmo hiperbólico, yla =z, porque é l e=1. Substituído esse valor no lugar de z, será

a
y
=1+

yla

1
+

y2
(la )

2

1.2
+

y3
(la )

3

1.2 .3
+etc .,  de  onde  qualquer  quantidade  exponencial,  com  a

ajuda dos Logaritmos hiperbólicos, pode ser desenvolvida em uma Série infinita. E então,
denotando  i como um número  infinitamente  grande,  tanto as  quantidades  exponenciais

quanto  as  Logarítmicas  podem ser  encontradas  por  potências.  Pois  será  ez
= (1+

z
i )

i

,  e

daqui  ay
= (1+

yla
i )

i

, e daí, por Logaritmos hiperbólicos, tem-se  l (1 +x )= i (( 1+x )
1
i −1 ).

Além desses,  outros  usos  dos  Logaritmos  hiperbólicos  serão  abundantemente  vistos  no
cálculo integral.
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