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Resumo

Estes resultados de uma pesquisa de doutorado do Programa de Po6s-Graduagdo em
Educacdo Matematica da UNESP — Rio Claro, inserem-se na linha de pesquisa Relagdes
entre Histéria e Educacdo Matematica e tem como objetivo descrever a evolucdo histérica
que culmina na concepg¢do da Técnica da Transformada Integral Classica, e as motivagdes
que levaram a sistematizacdo do seu modelo generalizado. As técnicas tém como foco
resolver Equacdes Diferenciais Parciais (EDP) a principio ndo trataveis pelas teorias
classicas, como o conhecido método da separagdo de varidveis. Pretendemos fazer uma
construcdo histérica, considerando o contexto do seu surgimento e desenvolvimento,
passando pelas diversas modificacdes ao longo dos estudos e necessidades de se tornar uma
técnica mais competitiva para a evolugdo do mundo tecnolégico. Para atingir esse objetivo,
faremos uma abordagem historiografica que comeca ao descrevermos algumas motivagGes
histéricas dos desenvolvimentos da Transformada Integral, e as principais ideias da
Transformada Integral Finita por N.S. Koshlyakov. Além dos estudos detalhados realizados
por G.A. Grinberg (1948), que generaliza os métodos de Koshlyakov, para o caso de
mudanca das propriedades do meio na dire¢do da coordenada ao longo da qual a
transformacdo é executada. E a aplicagdo de M.D. Mikhailov (1972), que propde um nucleo
de nticleo de processamento geral que unificou as varias transformacoes desenvolvidas até
entdo, obtendo a solucdo para a equacdo da difusdo linear em regides finitas. Para assim,
podermos entender esses movimentos que sdo precursores da proposta da Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT — Generalized Integral Transform Technique),
de Ozisik e Murray (1974). E, por fim, dos conceitos que surgiram com o formalismo da
Técnica Transformada Integral Classica (CITT - Classical Integral Transform Technique),
proposta por Ozisik e Mikhailov (1984).

Palavras-chave: Histéria da Matemdtica; Equacdo Diferencial Parcial - EDP;
Transformada Integral; Técnica da Transformada Integral Classica — (CITT); Técnica da
Transformada Integral Generalizada — (GITT).
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[A HISTORICAL CONSTRUCTION OF CLASSICAL INTEGRAL TRANSFORM TECHNIQUE
(C1TT) AND GENERALIZED INTEGRAL TRANSFORM TECHNIQUE (GITT)]

Abstract

These results of PhD research of the Program in Mathematical Education of UNESP - Rio
Claro, are part of the research line Relations between History and Mathematical Education
and aims to describe the historical evolution that culminates in the conception of the
Technique. Classical Integral Transform, and the motivations that led to the systematization
of its generalized model. The techniques focus on solving partial differential equations
(EDP) at first not treatable by classical theories, such as the well-known method of variable
separation. We intend to make a historical construction, considering the context of its
emergence and development, going through the various modifications throughout the
studies and the need to become a more competitive technique for the evolution of the
technological world. To achieve this goal, we will take a historiographical approach that
begins by describing some historical motivations of developments in the Integral
Transform, and the main ideas of the Finite Integral Transform by N.S. Koshlyakov. In
addition to detailed studies by G.A. Grinberg (1948), who generalizes Koshlyakov's
methods, in the case of changing the properties of the medium in the direction of the
coordinate along which the transformation is performed. And the application of M.D.
Mikhailov (1972), who proposes a general processing nucleus that unified the various
transformations developed so far, obtaining the solution for the finite region linear diffusion
equation. Thus, we can understand these movements that are precursors of Ozisik and
Murray's (1974) proposal of the Generalized Integral Transform Technique (GITT). And
finally, the concepts that emerged with the formalism of the Classical Integral Transform
Technique (CITT), proposed by Ozisik and Mikhailov (1984).

Keywords: Math History; Partial Differential Equations — PDE; Integral Transform;
Technique of the Classical Integral Transform — (CITT); Generalized Integral
Transformation Technique — (GITT).

Introducao

Durante o mestrado, participamos do grupo de Simulacdo e Experimentos para
Microfiltracdo e Ultrafiltracdao da Universidade Federal de Sdo Carlos — Campus Sorocaba.
Nesse grupo, estudavamos modelagens matematica relacionadas aos problemas de filtragdo
tangencial, dentre as solugbes que se aplicavam aos problemas, as Técnicas da
Transformada Integral Classica (CITT) e Generalizada (GITT) eram as mais estudadas. E
com o interesse sobre o assunto, tivemos um contato direto com diversos materiais de
estudo que trazem embasamento relacionado a suas aplicagoes.
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E durante o processo da escrita da dissertacao, percebemos a necessidade de um
estudo histérico sobre a teoria, devido a dificuldade de se encontrar informacGes relativas
ao tema. Assim, iniciamos um levantamento e verificamos a originalidade de tal estudo.

E sabemos da importincia de se fazer uma pesquisa histérica de contetidos
matematicos, pois, através delas podemos perceber que todas as descobertas se deram com
o estudo de outras feitas por matematicos que viveram anteriormente, como se cada nova
descoberta fosse apenas mais uma etapa da constru¢do de um conhecimento universal na
busca de resolver algum problema.

Com isso, uma pesquisa que envolva a histéria de um contetido matematico tem
grande relevancia para a Matematica, pois pode servir como um instrumento para o futuro
pesquisador como um compilado de informacgdes relevantes, no nosso caso, da técnica
estudada.

E assim, podemos entender quais foram os problemas de aplicacdo que motivaram
o desenvolvimento de tal conteido. Como comenta D’ Ambrosio (2000, p.162) “Em todas as
conceituagdes, os estudos de Histdria dependem fundamentalmente do reconhecimento de fatos, de
datas e de nomes e de interpretacdo ligados ao objeto de nosso interesse, isto é, do corpo de
conhecimentos em questdo”. Desse modo, D’ Ambrosio explica que o estudo histérico depende de
uma definicdo do objeto de nosso interesse. No nosso caso especifico, depende do que se entende por
Matematica.

No nosso caso, estamos especialmente interessados no desenvolvimento de
métodos de solucdes para Equagdes Diferenciais Parciais (EDP). Sabemos que diversas
técnicas na forma de métodos puramente numéricos, métodos analiticos e ainda métodos
hibridos analitico-numéricos foram desenvolvidos.

Dentre as técnicas analiticas, temos o classico método da Separagdo de Variaveis,
importante técnica que determina a solucdo de equacgbes diferenciais parciais, mas de
abrangéncia bastante reduzida, uma vez que o modelo matematico deve obedecer a uma
série de restrigdes para que o problema seja separavel.

Para resolver EDP a principio ndo tratdveis pela Separagdo de Variaveis, surgem
novas abordagens, dentre essas, a Técnica da Transformada da Integral Classica (CITT). O
método elimina totalmente a necessidade de o problema ser separavel, por exemplo, as
equacdes diferenciais que governam os processos de difusdo (principalmente a de calor).

Segundo o professor Renato Machado Cotta, no seu artigo de 2012, intitulado The
Unified Integral Transforms (UNIT) algorithjm with total and partial transformation: A
tribute to Prof. Mikhail D. Mikhailov, e o professor Aleksei Luikov, no seu livro Heat and
Mass Transfer de 1972, as ideias precursoras que culminaram na concepcao da CITT foram
sugeridas por N.S. Koshlyakov em seu livro Basic Differential Equations of Mathematical
Physics, de 1936.

Nesse livro, Koshlyakov define um tipo de transformacdo integral que ficou
conhecida posteriormente como Transformada Integral Finita.

Depois das primeiras ideias, G.A. Grinberg fez um desenvolvimento mais
detalhado das transformacGes integrais no livro Selected Problems of Mathematical Theory
of Electrical and Magnetic Effects, de 1948.

Mas foi o artigo escrito por M.D. Mikhailov em 1972 intitulado General Solution
of the Heat Equation in Finite Regions, que deu uma contribuicdo extremamente
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significativa para a consolidacdo da técnica de Koshlyakov. No estudo, o autor elabora uma
proposta de um nticleo de processamento geral que unificou as vérias transformacdes ao
obter uma solugdo geral para a equagdo da difusdo linear em regides finitas.

Finalmente, M.N. Ozisik e R.L. Murray em 1974 no artigo On the Solution of
Linear Diffusion Problems With Variable Boundary Condition Parameters, utilizaram as
ideias dos autores citados anteriormente e, aplicaram pela primeira vez uma nova técnica
para a resolugdo de sistemas de EquacOes Diferenciais Parciais (EDP), chamada
posteriormente de Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT — Generalized
Integral Transform Technique).

Em alguns casos de problemas propostos por Ozisik e Murray (1974) se
caracterizava pela presenca de termos nao transformaveis pela GITT, que mesmo assim
foram inseridos na férmula de inversdo. Para a recuperacdo do problema original, foram
obtidas solugdes aproximadas deste sistema de equacdes diferenciais, nasce ai a natureza
hibrida analitico-numérica do procedimento adotado e os primeiros passos na Técnica
Transformada Integral Classica (CITT - Classical Integral Transform Technique).

Em 1984, Ozisik e Mikhailov, no livro Unified Analysys and Solution of Heat and
Mass Difusion, apresentaram uma maneira sistematica de aplicacdo da Técnica da
Transformada Integral para a solugdo de diversos problemas lineares de difusdo, divididos
em sete grandes classes que foram definidas partindo de intimeros problemas de
transferéncia de calor e massa disponiveis na literatura. Desse trabalho surgiram os
formalismos da CITT.

Essas evolugoes, segundo Cotta (2012), ocorreram devido ao periodo da corrida
tecnolégica espacial, onde diversos paises do Leste Europeu como a URSS e Bulgaria,
tiveram suas pesquisas concentradas no desenvolvimento de ferramentas analiticas, tal
como a Técnica da Transformada Integral, buscando economizar os recursos
computacionais quase que indisponiveis nestes paises.

Concomitantemente, os Estados Unidos e Europa concentravam-se no
desenvolvimento aos métodos puramente numéricos, como os conhecidos: Métodos de
Diferencas Finitas, Elementos Finitos e Volumes Finitos, que se tornaram viaveis com o
advento do computador.

E assim, durante a década de 1980, varios pesquisadores norte-americanos,
soviéticos e bulgaros trabalharam conjuntamente, visando desenvolver técnicas hibridas
analitico-numéricas, que conseguissem unir as caracteristicas positivas de cada tipo de
abordagem do problema.

Como essa introducdo ao tema, podemos delimitar nossos objetivos, que para esta
pesquisa sera descrever a evolucdo histérica que culmina na concepcdo da Técnica da
Transformada Integral Classica (CITT) e do seu modelo generalizado (GITT). Com a
intencdo de formar um compilado para futuros pesquisadores e professores que pesquisem
e/ou ensinem na area.
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1. Motivacoes histéricas e o desenvolvimento de Koshlyakov

Segundo Deakin (1985) no artigo Euler's Invention of Integral Transform, os estudos
considerados como precursores das TransformagGes Integrais sdo do matematico Leonhard
Euler. Deakin comenta que as primeiras ideias de transformacdo devem ser encontradas em
um fragmento de Euler (1763) dedicado a resolucao de uma equagdo diferencial em
especifico. E, mais tarde, em um capitulo do conhecido livro Institutiones Calculi Integralis
de Euler (1769), onde o tratamento é mais completo e geral, mesmo sendo muito incipiente.
Esses trabalhos envolvem transformacdes integrais de grande reconhecimento.

Cotta et al. (2017) no texto Analytical Methods in Heat Transfer, comentam que
no trabalho de Fourier de 1807, Théorie de la Propagation de la Chaleur dans les Solides, e
seu tratado, Theorie Analytique de la Chaleur de 1822, foi consolidada a formulacéo
matematica de fendmenos de conducdo de calor em termos de uma equagdo diferencial
parcial para a temperatura dentro de um corpo, com as variaveis de espaco e tempo.

De acordo com Cotta et al. (2017), somente mais tarde que Dirichlet foi capaz de
fornecer uma solucdo exata para cada formulacdo diferencial parcial, incluindo analise da
equacdo de conducéo de calor no formato retangular, sistemas de coordenadas cilindricas e
esféricas.

E assim, algumas solucdes das EDO precisavam satisfazer a propriedade da
ortogonalidade, e por isso geram infinitas solu¢cdes em forma de expansdes e séries infinitas
de fungdes onde o produto entre elas é zero (condicdo de ortogonalidade). Foi ai que a
teoria desenvolvida pelos dois matemaéticos franceses entre 1829 e 1837, Sturm-Liouville,
obteve uma grande aplicacao.

Desse modo, foi aberto um novo caminho para uma metodologia de solucdo
analitica mais abrangente, que ficou conhecida como o método da Transformada Integral.
Essa técnica de resolugdo possui diversas abordagens desenvolvidas ao longo da historia,
dentre as mais conhecidas estdo a Transformada de Laplace e de Fourier.

Renato Machado Cotta, no seu artigo de 2012, intitulado The Unified Integral
Transforms (UNIT) algorithjm with total and partial transformation: A tribute to Prof.
Mikhail D. Mikhailov, nos apresenta diversos dados histéricos que estdo diretamente
relacionados as propostas de M.D. Mikhailov, M.N. Ozisik, e, posteriormente, na
concepcao de um algoritmo que facilita a implementagdo da GITT.

Nesse caminho, Cotta (2012) explica que o Trabalho de N.S. Koshlyakov (1936)
nos forneceu uma primeira ideia ao lidar com equagdes de difusdo ndo homogéneas e
condicGes de contorno pelo método das Transformagoes Integrais Finitas.

No livro de 1936, intitulado Basic Differential Equations of Mathematical Physics,
do russo, Osnovnye Differentsial’nye Uravneniya Matematicheskoi Fiziki, N.S.
Koshlyakov, estuda uma série de problemas fisicos que envolvem EDP.

Com o auxilio do Prof. Renato Cotta, encontramos o exemplar original em Russo
de 1936 e comparamos com a publicacdo de 1964 intitulada Differential Equations of
Mathematical Physics, escrita por N.S. Koshlyakov, M.M. Smirnov e E.B. Gliner. Com a
analise das duas obras, verificamos que a presenca da Transformada na publicacdo de 1936
estd de forma diluida no texto, durante a solucdo de cada problema proposto pelo autor. Ja
no livro de 1964, vemos um capitulo inteiro dedicado ao trato da Transformada Integral, de

28 RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 24-41, 2023



UMA CONSTRUGAO HISTORICA DAS TECNICAS DA TRANSFORMADA...

um modo didatico e compreensivel. Assim, escolhemos a obra de 1964 para a realizacdo do
nosso estudo.

O objeto de nosso estudo estd presente na parte IV desse livro. No primeiro
capitulo dessa secdo e XXXI do livro (Figura 1), vemos o titulo: The use of integral
operators in solving problems in mathematical physics.

Part IV. Supplementary material
Chapter XXXI. The use of integral operators in solving problems in

mathematical physics 521
1. Basic definitions. Method of application of integral operators 522
2. Conditions allowing the use of integral operators 522
3. Finite integral transfor mations 5256
4. Integral transformations in infinite intervals 530
5. Summary of the results 537

Figura 1 - Sumario do Capitulo XXXI

No inicio do item 1 desse capitulo, Koshlyakov define "operador integral" e
explica que esses termos sdo aplicados aos resultados de uma transformagdo. Assim, para
Koshlyakov, a transformacdo da forma:

ﬁ(’Yl”YZ”YB)"':’Ym;mm+1,---,xn)
("J’IJ""fK(ml""’mm;71!’72!""7m)u(ml,--.,flfn)diﬁl...dmm

E a Operagio (Transformada) Integral na regido S pela qual a fungdo original

ulz,z,,.., z,| em relacdo as n varidveis é transformada em uma funcdo
WY1, Y22 Y30 oo T3 Ty oo, Ty COM M varidveis (y,,7,, ., Ym| € n—m varidveis
(2015 oen s mn), com nticleo (Kernel) K (2, €, , ..., Y1, Yo, - » Ym|dado que m < .

Koshlyakov, ap6s demonstrar nos itens do seu capitulo, as defini¢des basicas,
condicGes de utilizagdo e o desenvolvimento da técnica para intervalos finitos e infinitos,
finaliza o capitulo, no item 5, com um resumo para facilitar o uso dos métodos dos
operadores integrais. Dentre as principais relacdes e passos, destacamos o nticleo (Kernel)
do operador proposto por Koshlyakov, que se tornou muito aplicavel nas resolucdes de
EDP que possuem correlagdo com fenomenos fisicos:

1
K($i’7):ap(wi]K7[mi)
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Onde C.; p|(z:|; K |;, ) sdo funcdes determinadas por Koshlyakov, utilizando
os coeficientes da EDP dada. E, a solugdo problema original, expressa em termos da
solugdo ., do problema transformado, por meio das séries:

uw=Y aly K,z
y=1

Por fim, Koshlyakov lista as varias operagcdes que devem ser realizadas no caso de
uma Transformada Integral dentro de limites finitos, na seguinte ordem:

(1) Estabelecer a validade de usar um operador no problema em questao.

(2) Calcule (a partir dos valores dos coeficientes da expressdo diferencial) as
fungdes C.,; p (x| ; K |z, 7]

(3) Encontre a fungdo K (z;, 7.

(4) Encontre o kernel do operador direto.

(5) Use as relacGes para escrever o problema transformado.

(6) Encontre a solugdo do problema transformado. (Aqui, em particular,
Koshlyakov sugere a aplicagdo repetida de transformacdes integrais).

(7) Escreva a solucdo do problema original na forma da série.

Destacamos aqui, seu método para intervalos finitos, porém, o autor também
apresenta de maneira andloga sua metodologia para intervalos infinitos.

Com toda a descricdo acima, vemos a contribuicdo de Koshlyakov para a
construgdo inicial dessa Transformada Integral, ao mostrar o uso dos operadores integrais
para intervalos finitos e infinitos, com niicleos (kernel) e operadores inversos definidos,
bem como toda metodologia para se encontrar cada coeficiente ou funcdo necessaria para a
técnica. E interessante ressaltar que o método de Koshlyakov é chamado em diversos livros,
como nos de Luikov (1972) e Cotta (2012), de Transformada Integral Finita.

Acreditamos que isso se deve ao fato de que a técnica para intervalos finitos se
tornou a mais utilizada em problemas de valor de contorno, ou seja, equagoes diferenciais
parciais que possuem condig¢des iniciais para sua resolucdo. Além de que, apds a andlise e
leitura da proposta de Koshlyakov para intervalos infinitos, vemos que o autor faz uso de
manipulacGes matematicas e sugere a utilizacdo de transformadas conhecidas, como as de
Laplace, Fourier e Hankel. Deixando para alguns casos especiais a utilizacdo do seu método
proposto para intervalos infinitos.

2. Desenvolvimento das Transformacdes Integrais de G.A. Grinberg (1948)

Por ndo encontrar a literatura original de G.A. Grinberg - Selected Problems of
Mathematical Theory of Electrical and Magnetic Effects de 1948, foi pesquisado livros que
fizessem mengdes e discussdes sobre sua contribuicdo para o desenvolvimento da
Transformada Integral. Dentre os estudos encontrados, foi o de A.V. Luikov (1972) que
mais detalhou o desenvolvimento realizado por Grinberg.

Para Luikov (1972), as limitacdes dos métodos da Transformada de Fourier,
Hankel e de Laplace, levou a criacdo de métodos da Transformada Integral Finita. E,
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mesmo para problemas que podem ser resolvidos pelos métodos classicos com a ajuda da
série de Fourier ou Fourier-Bessel, a Transformada Integral Finita é um método que pode
ser preferivel do ponto de vista da simplicidade de abordagem.

Segundo Luikov (1972), apdés a proposta de Koshlyakov, a teoria foi melhor
desenvolvida por Grinberg (1948), que generalizou os métodos para o caso de mudanga de
propriedades do meio na direcdo dessa coordenada ao longo da qual a transformacao é
executada, principalmente em problemas de cunho fisico (eletricidade e magnetismo)

Nesse desenvolvimento detalhado, os kernels K | P, z| utilizados sdo as
transformacdes integrais finitas de Fourier e Hankel, escolhidos apropriadamente e com
solugdo encontrada a partir do problema de Sturm-Liouville. Se as autofuncbes desse
problema forem designadas por X ,,|Z| e a ponderacdo das funcdes p (| dentro do intervalo
\a , bl,entdo temos:

K(’p,x]:p[m]Xn(w]

Dessa forma, Grinberg faz a sugestdo do nicleo e o define a partir dos limites de
integracdo. Para Luikov, Grinberg (1948) desenvolve um método que, além de facilitar a
escolha do kernel, tem como ideia principal a escolha do mesmo em conformidade com a
equacdo diferencial e as condi¢Ges de contorno, isto é, levando em consideragdo forma
geométrica do corpo e da lei de sua interacdo com o meio fisico em questao.

3. Desenvolvimento das Transformacdes Integrais de M.D. Mikhailov (1972)

Ap6s o desenvolvimento de Grinberg (1948), os conceitos da Técnica da Transformada
Integral Finita ja estavam bem documentados em trabalhos cientificos como nos livros:
Integral Transform in Mathematical Physics de C.J. Tranter (1962) e The Use of Integral
Transforms de .M. Sneddon (1972).

Mas foi a obra intitulada: General Solution of the Heat Equation in Finite Regions,
publicada como artigo em 1972, por M.D. Mikhailov no International Journal Engineering
Sciences, que deu uma contribuicdo extremamente significativa para consolidacdo a
técnica.

Segundo Cotta (2012), a concepgdo da GITT sofreu uma grande influéncia das
publicagdes de M.D. Mikhailov, em um periodo extremamente produtivo. Dentre essas
producoes, inclui-se o seu trabalho de 1972.

Mikhailov, no seu trabalho, propde um nticleo de nicleo de processamento geral
que unificou as varias transformacdes desenvolvidas até entdo, obtendo a solucdo geral para
a equagdo da difusdo linear em regides finitas.

O objetivo do estudo de Milhailov sera solucionar um problema de valor de
contorno, ou seja, resolver a Equacdo Diferencial Parcial:
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. 8TM,T)
(M) ——
= div[(K(M) grad T(M,7)] + [B(0)w(M) — p(M)IT(M, )
+P(M,7)
Onde div é divergente e grad o gradiente no espaco M. Com condi¢do inicial:
T(M,0) = fo(M)
E condicdo de contorno geral:

mmﬂgghewwmﬂ=ﬂmﬂ

Para resolver a equacdo nas condig¢des dadas, segue a proposta de Transformada

Integral Finita de Mikhailov:

ﬁﬂ=jwwwdmﬂmﬂw
WV

Que segundo o autor serd utilizada. E interessante reparar que a transformada
sugerida possui um ntcleo muito parecido com a sugestio de Grinberg (1948),
caracterizado pela insercdo da funcdo peso w(M) e as autofuncdes ¥;(M|. Seguindo, a
partir da ortogonalidade das autofuncées ¥;( M), que T' [ M, 7l pode ser expandido na série
(Operador Inverso) abaixo:

D = T = [ 60T
i=1 v

Seguindo os procedimentos matematicos, Mikhailov encontra solucdo desejada do

problema, que é obtida como segue:
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T(M,7)
= ;Gi%{_m} exp (—L 200 dr) L""’{-M}':EJE{.M}}EQ{_M}GIV

ay;(N)

1 @ ” g - 2
+Lw<:r}"’x‘”(£ o )| FWfW DT

+J‘¢i{:N}P{:M,T}dV dr
Vv

Apébs a leitura, podemos perceber que, Mikhailov ao utilizar as ideias da
Transformada Integral Finita de Koshlyakov (1936), com um nicleo de transformada
parecido com a sugestdo de Grinberg (1948), propde uma evolucdo que serd de especial
interesse para os pesquisadores de fendmenos difusivos. Para muitos fisicos e matematicos,
encontrar essa solucdo aumenta sensibilidade do problema fisico em questdo, sendo mais
fiel a realidade do experimento. Esse fato fica evidente na introducdo desse artigo, e podera
ser percebido nas justificativas de Ozisik e Mikhailov (1984) sobre o desenvolvimento da
GITT e CITT, respectivamente.

4. Transformada Integral Generalizada por Ozisik e Murray (1974)

A partir dos diversos estudos e aplicacdes encontradas, o Prof. Renato Machado Cotta, no
seu livro Integral Transforms in Computational Heat and Fluid Flow de 1993, destaca que
o desenvolvimento de técnicas de solucdo para os sistemas diferenciais parciais que
governam os fenomenos de difusdo-conveccdo se tornou um campo de pesquisa bem
definido, sendo de grande interesse nos contextos da matematica aplicada e das ciéncias
fisicas, fornecendo continuamente feedbacks interessantes para ambas

Dentre as estudadas, Cotta (1993) destaca a Técnica da Trasformada Integral
Generalizada (GITT) que aparece pela primeira vez de maneira sistematica no pioneiro
trabalho de Ozisik e Murray (1974), em conexdo com condi¢des de contorno que se tornam
aplicaveis em conducdo de calor ou de difusdo de massa.

Com isso, trouxemos parte do desenvolvimento do artigo de 1974 de M.N. Necati
Ozisik e R.L. Murray, intitulado: On the Solution of Linear Diffusion Problems With
Variable Boundary Condition Parameters, publicado no Journal of the Heat Transfer.

Para iniciar a discussdo do problema, Ozisik e Murray consideram o seguinte
problema de valor de contorno em uma regido finita R:

V.[k(r)Vu(r, )] + c(r)u(r, t) + g(r.t) = w(r) aug;t, t)
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Onde V é o gradiente.
Na regido R, com ¢ >0 e sujeita as condi¢des de contorno:

k@)%—k.&[&,t)u[&,ﬂ:f@,ﬂ s >0

E condicdo inicial:

i r,t}=F[§); t=20

Para Ozisik e Murray, a solugo analitica deste problema de valor de contorno com
a aplicacdo direta de técnicas matematicas classicas apresentara uma dificuldade, porque o
coeficiente h (7, t] que aparece na condicdo de contorno depende da variavel espacial r e
da variavel temporal t.

Dessa forma, Ozisik e Murray comentam que se a Transformada Integral Finita,
por exemplo, é aplicada para resolver este problema, a transformacdo da equacdo
diferencial parcial inicial em uma equacdo diferencial ordindria na variavel t ndo é
prontamente possivel. Os autores justificam esse fato ao comentarem que o kernel utilizado
depende da variavel t, e a fungdo w () que aparece do lado direito da equagdo inicial ndo
depende de t, portanto fica impossivel aplicar a transformada com um produto de duas
fungdes com variaveis dependentes diferentes.

Por conveniéncia, Ozisik e Murray, na analise subsequente, usam a expansio de
autovetores, que é agora reescrita como a Transformada Integral Finita e a inversdo da
funcdo wlr,t| desenvolvida. E nesse momento que Ozisik e Murray introduzem o
conhecido par transformada-inversa, pega chave da GITT, nas formas:

Transformada:

U (0 = f w(r Ky (r. t)ulr' ) ar
7

Inversa:

u{r_r t} = Z Kﬂ;{f' t} (£}

Ozisik e Murray dizem que agora a solucdo formal do problema pode ser
considerada como completo. Uma vez que as fungdes  [t] sdo determinadas a partir da
solugdo Transformada, e a fungdo desejada u |z, ¢| é imediatamente obtida pela féormula de
inversa na equagao.

34 RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 24-41, 2023



UMA CONSTRUGAO HISTORICA DAS TECNICAS DA TRANSFORMADA...

No entanto, na pratica, os autores dizem ndo é possivel resolver um ndmero
infinito de equacgbes diferenciais ordindrias simultaneas, mas aproximacOes analiticas
podem ser obtidas tomando apenas um numero finito de termos na soma gerada pela
Transformada. Portanto, uma aproximacdo de ordem-s é obtida tomando-se o nimero de
termos na soma da equacao, isto é:

du,, (t)

e+ 2,0 - Zﬁn(tjﬁm(t] =4 (Dim=123...0

r=1

Que devem ser resolvidos sujeito as condi¢des dadas pela Inversa para ¢ =0.
No sistema de equagdes precedente, as equagdes acopladas sdo primeiramente
resolvidas simultaneamente e a transformagéo @, (t/,n=1,2,....., s é determinada:

— Eoon o Iy o F ¢ t oo o fF I
Tn(®) = Fu(@e B 4 [ (i) (e

o

Param=s+1,s5+2,.., ®,

Conhecendo as transformacdes u,,[t),m=1,2,.... , %, a funcdo u lr,t] é
obtida pela formula de inversdo dada pela equacéo.

Por exemplo, a solugdo de ordem zero v° (r , ¢| é dada por:

[=2a ]

. _ r
ILI._D:I r’t} = Z K’?ﬂ (E}tj .F; (Dje . 'n”' df’

m=1

t
+J A, (t)e ki am (e ar" gy
o

Para finalizar, Ozisik e Murray deixam claro que os resultados analiticos mais
simples sdo obtidos para ordem zero e um, mas, resultados explicitos ndo podem ser dados
para solucdes de ordem superior devido ao fato de as equagoes estarem acopladas.

Podemos verificar através da leitura do texto e das consideragdes de Cotta (1993),
que as contribui¢des de Ozisik e Murray para a consolidagdo da GITT se ddo na construgdo
do par transformada-inversa, na escolha do problema de autovalor apropriado, sendo
resolvido posteriormente pela solucao de Sturm-Liouville, e na resolucdo do sistema de
EDO acoplado que é gerado.

De maneira pratica, Ozisik e Murray solucionam esse sistema “truncando” o
mesmo, e assim, chegam em uma EDO de f4cil solugdo e de fundamental importancia para,
ao se colocar na férmula inversa, determinar a fungdo desejada.
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5. Técnica da Transformada Integral Classica por Ozisik e Mikhailov (1984)

Com os avancos das ideias e dos problemas de valor de contorno, Cotta (1993, p.4,
traducdo nossa) comenta que a GITT, embora extremamente titil nas aplicacdes apontadas
em Ozisik e Murray (1974), ndo se torna flexivel o suficiente para permitir a solugdo
analitica de um problema mais geral. Com isso, o método foi progressivamente ampliado e
generalizado ao longo da década, e assim, levando ao estabelecimento de uma anélise
numeérica hibrida Técnica de Transformada Integral Cléassica (CITT), apresentada em
Ozisik e Mikhailov (1984).

Assim, desde o trabalho de 1974, varias ideias foram desenvolvidas na direcdo de
estender o procedimento de transformacdo integral para versdes mais gerais de problemas,
como os que envolvem difusdo de massa e calor.

Para resolver esses problemas, Cotta (1993) destaca o surgimento da Técnica da
Transformada Integral Classica — (CITT - Classical Integral Transform Techinque) que foi
publicada inicialmente por Ozisik e Mikhailov em 1984. Em relacio a nomenclatura da
técnica, vemos no texto de Ozisik e Mikhailov a utilizagio do nome por extenso
(Generalized Integral Transform Techinque). Porém, Cotta (1993) explica que os autores
unificam as ideias de Koshlyakov até Ozisik e Murray (1974), gerando uma técnica mais
completa. J4 o termo “classica” e a sigla CITT se difundem apés as publicagdes de Cotta
(1986), Cotta e Ozisik (1986) e principalmente no livro de Cotta (1993).

Cotta (1993) elenca os passos basicos da abordagem da CITT:

-Escolher o  problema auxiliar relacionado (evitando  problemas
computacionalmente envolvidos);

- Desenvolvimento do par transformada-inversa;

- Resolver a equacao transformada até resultar em um sistema infinito de equacGes
diferenciais ordinarias acopladas;

- Por fim, truncar o sistema infinito para uma ordem suficientemente grande e
resolvé-lo através de procedimentos numéricos classicos disponiveis em pacotes de sub-
rotinas cientificas, para produzir a chamada solucdao completa.

Dentro desses pacotes, vemos a divisdo do problema original em outros. Esse
procedimento sera melhor explicado posteriormente. Mas é nesse passo que a diferenca
entre a CITT e a GITT é observada, ja que a utilizagdo desse procedimento faz com que a
abrangéncia da CITT aumente significativamente.

Para podermos entender o passo-a-passo da CITT, mostramos o estudo de M.N.
Ozisik e M.D. Mikhailov presente no livro Unified Analysys and Solution of Heat and Mass
Difusion, publicado em 1984.

A fim de compreendermos a CITT de Ozisik e Mikhailov, estudamos o capitulo II
desse livro, o qual é dedicado ao desenvolvimento de solugdes formais tridimensionais
generalizadas dependentes do tempo para cada uma dessas classes. Por escolha nossa,
descrevemos a CITT aplicada na solugdo dos problemas de classe 1.

No inicio do capitulo II, os autores destacam a importancia de se ter solugdes
gerais para os problemas de calor em massa na literatura, segundo Ozisik e Mikhailov
(1984) é mais facil resolver e calcular os resultados de um problema especifico do que
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passar por uma pesquisa de literatura para descobrir se o problema tem uma solucdo
publicada. Portanto, é bastante titil ter solucdes gerais disponiveis.

E assim, o objetivo deste capitulo é desenvolver solucdes gerais tridimensionais
formais para cada uma das sete classes de problemas descritas anteriormente.

Com esse prélogo, os autores iniciam os estudos das solugOes para os problemas
de classe I e que serdo mostrados nessa pesquisa.

Para mostrar a solucdo via CITT, Ozisik e Mikhailov desenvolvem a solugdo
formal para o seguinte problema de valor de contorno de uma regido finita, apresentado por
eles no Capitulo I.

dT(x, t)

En + LT(x,t) = P(x,t);xeV

wi(x)

Sujeito as condi¢des de contorno
BT (x,t) = ¢ (x,t);xeS
E a condigdo inicial

T (x,0) = f(x); xeV

em que os operadores lineares sdo definidos como:
L =—VI[k(x)V]+ d(x)
d
B = a(x) + Blx)k(x)5-
an

onde V é o gradiente.

Ozisik e Mikhailov dizem que apés o desenolvimento da equacdo inicial aplicando
a expansdo dos autovetores, a resultante T(x,t) é dividida em duas partes para definir o par
transformada-inversa como:

Inversa:

T(e) = Y (R (1)

Transformada:

R0 = [ w@wTCddy = 1)
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Para o desenvolvimento da solugdo, Ozisik e Mikhailov multiplicam a equagdo
inicial por llfi[X], e os resultados sdo adicionados, integrados em relacdo ao volume V,
assim a definicdo da Transformada é utilizada. Assim, encontramos:

dT. o
—I;t(tj + p;T(t) = L [, V(kVT) — TV(kVy;)]dv + _L W, Pdv

Quando o primeiro volume da integral a direita é alterado para a integral de
superficie, a expressdo resultante torna-se:

1
(1,1)

N 1 z = g 3!
Tan(8) = ZEE'“”(LL&E) fi + J.gz- (t)e#i® dt’
=1 o

A expressao, embora represente as solucdes exatas para o problema, ndo estd em
uma forma conveniente para propdsitos praticos, isto é, quando o problema envolve
fungdes de origem ndo homogéneas. De acordo com Ozisik e Mikhailov, a razdo para isto é
que a solucao da equacdo acima, obtida pela técnica de expansao de autofuncdo, converge
rapidamente nos pontos no interior da regidao, mas nao converge uniformemente nos limites
da condicdo de contorno, isto porque as autodeterminacoes ndo sdo satisfeitas nos limites
de contorno. E assim, para dirimir essa dificuldade, os autores utilizam um procedimento de
divisao.

Para os casos em que as funcOes dependentes do tempo ¢ (x,t) e P(x,t) sdo
representadas por exponenciais nos polindbmios t e de ordem g em t, a divisdo, segundo
Ozisik e Milhailov, ocorre para gerar resultados mais interessantes ao se aplicar uma rotina
computacional, parte numérica da CITT. Deste modo, a solucdo do problema geral é
dividida em um sistema de estados quase estaveis e partes transientes.

Com a resolugdo desses problemas, Ozisik e Mikhailov apresentam uma técnica
com as mesmas bases da CITT e da Transformada Integral Finita, porém, com a
preocupagdo de se obter uma solucdo analitica para problemas mais gerais, que ao final
devem ser aplicados em softwares e suas solucdes possuirem correlacdo real com o
problema fisico, além do fato de serem encontradas em menor tempo devido as divisGes
feitas no problema que geram a rapida convergéncia dos valores.

Assim, vemos nos formalismos da CITT a contribuicdo que finaliza esse momento
de construcdo e evolucdo dessa Transformacdo Integral, que se inicia com Koshlyakov e
perpassa décadas e problemas de aplicagdo, que exigem um maior tratamento e, por
consequéncia, técnicas mais apuradas e aplicadas em softwares que com o passar do tempo
se fazem necessarios para a agilidade das pesquisas em engenharia do mundo cada vez mais
tecnologico, sem perder a esséncia fisica e analitica do estudo.
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6. Consideracoes finais

Ao pesquisarmos a técnica e realizar um levantamento histérico aprofundado, encontramos
informacGes que relacionavam livros, artigos e datas de modo a construir uma linha do
tempo bem clara. Acreditamos que apds a leitura deste texto, podemos entender que a
técnica proposta por Koshlyakov em 1936, foi aproveitada por diversos estudiosos como
Grinberg e Mikhailov, que de certo modo ampliaram suas ideias e mostraram um novo
modo de se resolver EDP que modelavam problemas classicos da fisica.

Com a GITT consolidada, novos problemas apareceram e tornaram seu
procedimento mais restrito, principalmente com os avancos da tecnologia e a evolucao dos
softwares com rotinas matematicas extremamente confiaveis e precisas. Pois, nessa mesma
época, mas no Ocidente, comecaram a aparecer 0s primeiros computadores, desenvolvidos
para resolverem prioritariamente as tarefas associadas ao calculo numérico avangado, que
sdo originados de intimeros problemas de origem cientifico-tecnoldgica, utilizando, por
exemplo, a linguagem de programacdo Formulae Translation — Fortran.

Para acompanhar essa evolugao, vimos o surgimento da CITT, descrita por Ozisik
e Mikhailov no seu livro de 1984. Nessa técnica, vemos a preocupac¢do na unificacdo das
solucdes apresentadas de modo que ao colocar em uma rotina computacional os valores
apresentem rapida convergéncia e que tenham relacdo real com o problema fisico em
estudo.

Essas evolugdes ocorreram devido ao periodo da corrida tecnolégica espacial,
diversos paises como a URSS e Bulgaria, tiveram suas pesquisas concentradas no
desenvolvimento de ferramentas analiticas, tal como a Transformada Integral Finita,
buscando economizar ao maximo os recursos computacionais disponiveis nestes paises,
uma vez que eles ndo eram tdo abundantes quanto no Ocidente.

Ao mesmo tempo, Estados Unidos e Europa concentravam-se no desenvolvimento
aos métodos puramente numéricos, podem-se mencionar os bem conhecidos Métodos de
Diferencas Finitas, Elementos Finitos e Volumes Finitos, que se tornaram vidveis com o
advento do computador e continuaram evoluindo com o aumento de capacidade de
processamento destas maquinas e sdo atualmente os mais populares, estando amplamente
difundidos em cédigos comerciais e baseados na discretizagdo temporal e espacial das
equagOes originais.

Portanto, os célculos desenvolvidos no ocidente requisitavam um crescente esforco
computacional, enquanto as metodologias do Leste Furopeu concentravam esforgos em
extensas manipulagdes analiticas. Cabendo a pesquisadores como Ozisik e Mikhailov, a
unido dessas duas linhas de pesquisa.

Com essas ideias, acreditamos que esse trabalho contribua para Histéria da
Matematica, j4 que aqui conhecemos estudiosos que dedicaram sua vida no ensino e ao
desenvolvimento de um conteido matematico ao longo do tempo acompanhando a
tecnologia presente.
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