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Resumo

Apresentamos a metodologia dos objetos e técnicas epistémicas para a analise de fontes
matematicas. Esta metodologia foi adaptada da historiografia das ciéncias por Moritz Epple
e possibilita explicitar e diferenciar os papéis que uma determinada no¢do matematica
adquire em um ou mais episddios de pesquisa. Utilizaremos esta abordagem para investigar
os diferentes papéis que a nocdo de matriz adquiriu em duas préticas elaboradas nos anos
1850 pelos matematicos James Joseph Sylvester e Arthur Cayley, analisadas inicialmente
por Frédéric Brechenmacher.

Palavras-chave: Histdria das matrizes, objetos epistémicos, técnicas epistémicas.
[HISTORY OF THE NOTION OF MATRICES: A REREADING BASED ON NEW
HISTORIOGRAPHICAL APPROACHES]

Abstract
We present the methodology of the epistemic object and techniques to analyze
mathematical sources. This methodology was adapted from the historiography of science
by Moritz Epple and enables to make explicit and differentiate the roles that a certain

mathematical notion acquires in one or more episodes of research. We will use this
approach to investigate the different roles that the notion of matrix acquired in two
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practices developed in the 1850s by the mathematicians Cayley and James Joseph Sylvester
e Arthur Cayley, already analyzed by Frédéric Brechenmacher.

Keywords: History of matrices, epistemic objetcs, epistemic thecniques.

Introducéo

Ao comparar a ordem de exposicdo de alguns conceitos matematicos com a ordem com a
gual os mesmos surgiram na historia, € comum se deparar com uma inversao. O conceito de
matriz surgiu depois das nocBes de determinantes, sistemas lineares, transformagoes
lineares e formas quadraticas.

O termo “matriz” foi introduzido pelo matematico britdnico James Joseph
Sylvester (1814-1897), em 1850, em um artigo publicado no Philosophical Magazine
(SYLVESTER, 1850b), dedicado a um problema de natureza geométrica. Oito anos depois,
Arthur Cayley (1821-1895) - contemporaneo e amigo de Sylvester - publicou uma meméria
em que definia as operagbes com matrizes e enunciava as propriedades dessas operagdes
(CAYLEY, 1858).

As definicbes apresentadas por Sylvester e Cayley para o termo matriz sdo:

“(...) n6s devemos comegar, ndo com um quadrado, mas com um arranjo
retangular de termos consistindo, suponha, de m linhas e n colunas. Isto
ndo representard em si mesmo um determinante, mas, uma Matriz da
qual podemos formar varios sistemas de determinantes por fixar um
namero p, e selecionar quaisquer p linhas e p colunas, os quadrados
correspondendo ao que pode ser chamado de determinantes de p-ésima
ordem”. (SYLVESTER, 1850b, p. 150, traduc&o nossa)

“O termo matriz pode ser usado em um sentido mais geral, mas nesta
memoria eu considero somente matrizes quadradas e retangulares, e o
termo matriz sem qualificacdo deve ser interpretado como uma matriz
quadrada; neste sentido restrito, um conjunto de quantidades arranjadas
na forma de um quadrado, por exemplo,

(a, b, ¢
a', b, c
a', b, c"

é dito ser uma matriz. A nogdo de matriz surge naturalmente da notacao
abreviada para um conjunto de equacdes lineares, a saber, as equacgdes
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X=ax +by +cz
Y=a'x +by +c'z
Z=a"x +b"y +c"z
podem ser mais simplesmente representadas por

(X,Y,Z)=(a, b, c)xv,2)
a, b, ¢
a.II, bll, CII

(CAYLEY, 1858, p. 17, traducdo nossa).

Se apenas as defini¢oes forem analisadas, levando em conta o carater universal da
matematica e desconsiderando o contexto social, cultural e intelectual dentro do qual as
definicBes acima foram colocadas, a tendéncia sera ignorar os diferentes significados
atribuidos a nog@o de matriz e se ater apenas as partes que apresentam tragcos comuns: “um
arranjo retangular de termos” e “um conjunto de quantidades distribuidas na forma de um
quadrado”.

Um observador mais atento notara que Sylvester e Cayley associaram a nogéo de
matriz a objetos matematicos completamente distintos — determinantes e sistemas de
equacoes lineares. Além disso, utilizaram esta nogdo em problemas matematicos distintos.
Cabe mencionar, ainda, que esses dois matematicos ingleses compartilharam interesses
comuns em alguns problemas®. O que os levou a conceber a nogéo de matriz associada a
objetos distintos?

A perspectiva que desconsidera fatores como o contexto social, cultural e
intelectual ao analisar uma fonte matematica, contribui para a visdo, ainda muito comum,
de que as no¢Bes matematicas sdo entidades atemporais. Porém, ao investigar a producéo
do conhecimento matemético a partir de sua préatica, é possivel perceber que as noc¢Bes
matematicas emergem em préticas especificas, situadas no tempo e no espago, e se
modificam dependendo das pesquisas com as quais se relacionam.

Neste trabalho, pretendemos analisar e comparar dois episddios da pesquisa sobre
matrizes. Para tanto, apoiaremo-nos na interpretacéo histérica de Frédéric Brechenmacher?
(2006a), que discutiu as diferentes identidades e significacbes que a nocdo de matriz
assumiu dentro das préaticas elaboradas por James Joseph Sylvester, Arthur Cayley e
Edward Weyr, entre 1850 e 1890.

No periodo acima, a Algebra Linear ainda nio existia como disciplina, o que s6
ocorreu nos anos 1930. Antes disso, 0s objetos que hoje constituem a Algebra Linear eram
vistos como pertencentes a dominios distintos, como a teoria das formas bilineares, a teoria

! Sylvester e Cayley trabalharam em colaboracio e lancaram as bases para a teoria dos invariantes
(BRENCHENMACHER, 2006a).

? Este historiador da matematica francés fez um profundo estudo sobre a histéria das matrizes, mais
especificamente, sobre a histdria do Teorema de Jordan e da decomposi¢do matricial em sua tese de doutorado
(BRECHENMACHER, 2006b).
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dos determinantes e mesmo uma “teoria das matrizes”. Brechenmacher discute o papel das
praticas algébricas desenvolvidas em torno das matrizes que serviram para fundar um
carater unificador da representagdo matricial, o que contribuiu para a constituicdo da
Algebra Linear.

Tendo como foco os objetos estudados e as ferramentas matematicas empregadas,
propomos uma releitura dos episédios que envolvem: i) o trabalho inicial de Sylvester e sua
introducdo do termo “matriz” e ii) a elaboracdo de um célculo simbolico com as matrizes
por Cayley. Nosso objetivo € investigar os papeis que a nogdo de matriz adquiriu em cada
episodio. Com este fim, pareceu-nos interessante usar 0s conceitos de objetos epistémicos
e técnicas epistémicas, que apresentaremos na proxima secdo. No restante do artigo,
descreveremos os dois episédios e, em cada um, identificaremos os objetos e as técnicas
epistémicas, bem como a configuracdo epistémica que esta em jogo.

Objetos epistémicos e técnicas epistémicas

Os conceitos de objetos epistémicos e técnicas epistémicas foram adaptados da
historiografia das ciéncias por Moritz Epple para descrever e analisar episodios de pesquisa
a partir da pratica da matematica. Eles oferecem uma perspectiva historiografica que
possibilita contextualizar no tempo e no espago os objetos e ferramentas envolvidos nos
episodios investigados. Estes conceitos foram introduzidos por Hans-Jorg Rheinberger em
seus estudos sobre a pratica experimental de biologistas moleculares. Epple apresenta a sua
interpretagdo do quadro metodoldgico desenvolvido por Rheinberger (1997) e sua
adaptacdo para a histdria da matematica em (EPPLE, 1999), conforme citado por (EPPLE,
2004).

Objetos epistémicos sdo 0s objetos sob investigacdo, as construcbes intelectuais
ou ainda os processos que sdo referidos como objetos pelos cientistas. Eles sdo elementos
da pesquisa que induzem questdes, uma vez que estdo sob investigacdo, porque sdo
parcialmente ou vagamente compreendidos. Ja as técnicas epistémicas sdo procedimentos,
técnicas que permitem determinar algumas das caracteristicas vagas acerca dos objetos de
pesquisa, possibilitam formular questBes precisas sobre os objetos e fornecem ferramentas
para resp onder as questdes do problema ou algumas delas. Em geral, sdo produtos finais de
atividades anteriores (EPPLE, 2004).

Para citar um exemplo, vamos considerar o texto Ars Magna de Cardano, a partir
da tradugdo de Witmer (2007). Nele, o que estd sob investigagdo sdo as solucBes de
equacBes expressas por radicais, em especial, a solugdo de equagdes cubicas e a
apresentacdo de métodos para transformar equagfes. Assim, considerando o episédio da
pesquisa sobre a resolucdo de equagdes por radicais delimitado por este texto, o objeto
epistémico é composto pelas equacBes algébricas. Ja as técnicas epistémicas sdo compostas
pelas regras da algebra que se aplicam a resolugdo de equagdes conhecidas até 0 momento,
bem como pelas proposic6es de Euclides empregadas para demostrar as regras.

H4, ainda, um terceiro conceito, o de configuracao epistémica, que é a totalidade
dos recursos intelectuais envolvidos em um epis6dio de pesquisa. Tais recursos
compreendem a linguagem matematica, as técnicas utilizadas, os tépicos de pesquisa e
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problemas abertos sob consideragcdo em um episodio, todo o horizonte de ideias seguidas
pelos pesquisadores envolvidos (EPPLE, 2004, p. 148).

Retomando o exemplo de Cardano, a configuracdo epistémica inclui, dentre outros
elementos, a chamada arte cossista® de resolver equacdes, praticada pelos algebristas dos
séculos X1V, XV e XVI. A élgebra arabe, bem como as contribuicGes de Scipione del
Ferro, Tartaglia e Ludovico Ferrari, citadas pelo préprio Cardano, e suas resolucdes de
alguns tipos de equacdo também comp8em a configuracdo epistémica desse episodio.

A leitura de fontes histéricas pelos conceitos descritos acima se mostra adequada
guando se deseja comparar episodios da pesquisa matematica relacionadas a origem de uma
nogdo matematica e/ou ao desenvolvimento simultaneo de uma teoria. O seu ponto forte
esta na dinamica das configuracbes epistémicas, uma vez que 0s objetos e técnicas
epistémicas ndo sdo imutaveis e atemporais, eles séo localizados no tempo e no espago.
Isto permite destacar as diferengas ao comparar episédios de pesquisa.

O que é considerado objeto em um determinado episodio pode, mais tarde, se
tornar uma técnica estavel de pesquisa. Por exemplo, os logaritmos foram o objeto
epistémico de John Napier e Henri Briggs no inicio do século XVII e se tornaram uma
técnica epistémica para os astrbnomos, dentre eles Johannes Kepler que construiu suas
préprias tabelas logaritmicas (FAUVEL & GRAY, 1987).

Técnicas aplicadas em determinadas situagdes podem se tornar problematicas e,
mais tarde, se constituir em objetos de investigagdo. Os nimeros complexos e 0s ndmeros
negativos ilustram essa situacdo. Eles eram considerados nos passos intermedidrios da
resolucdo de equacBes por Cardano e seus contemporaneos, apesar de ndo serem aceitos
como solugBes (ROQUE, 2012). No caso das equagfes cubicas irredutiveis, nimeros
complexos eram somados e podiam resultar em uma solugéo verdadeira (positiva). Quando
a natureza desses nimeros comecgou a ser discutida, podemos dizer que eles assumiram o
papel de objetos epistémicos, como, por exemplo, com Argand e Gauss. Por fim, objetos e
técnicas podem trocar de lugar de um episédio a outro, ou podem desaparecer.

Epple (2004) utilizou esta metodologia para analisar duas contribuicdes influentes
na topologia, no inicio do século passado. Trata-se de dois episédios simultaneos da
pesquisa matematica sobre a teoria dos nés, cujos principais matematicos envolvidos foram
James W. Alexander e Kurt Reidemeister.

Kjeldsen (2009) também aplicou esta metodologia para analisar dois episédios
simultaneos da pesquisa matemaética, no final do século X1X, associados a origem da teoria
da convexidade. O primeiro foi delimitado pelas pesquisas de Karl Hermann Brunn (1862-
1939) sobre corpos convexos e 0 segundo pelas pesquisas de Hermann Minkowski (1864-
1909).

A respeito da aplicabilidade da metodologia, Kjeldsen destaca que os conceitos
adaptados por Epple favorecem a distingdo de como os elementos que geram o problema e
aqueles que geram as respostas funcionam, interagem e mudam no curso do trabalho de um
matematico ou de um grupo de matematicos.

% A traducio para o alemdo da palavra “coisa” (incognita) deu origem ao termo “coss”, e a prética de resolver
equagdes ficou conhecida como arte “cossista”. Ao longo do século XVI, difundiram-se diversos textos
“cossistas”. Neles, o autor introduzia operagdes aritméticas e definia a notacdo que ia usar para as quantidades
desconhecidas e suas poténcias e indicava como realizar operagdes com essas quantidades. (ROQUE, 2012)
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A interpretacdo dos episodios acima, segundo a metodologia em questéo,
contribuiu para revelar as diferencas nas configuracBes epistémicas de cada um, o que
permitiu compreender e explicar porque as préticas elaboradas por Minkowski, e ndo as de
Brunn, conduziram ao desenvolvimento da teoria da convexidade (KJELDSEN, 2009).

Os conceitos de objetos e técnicas epistémicos também tém sido utilizados em
propostas de ensino com abordagens histéricas (JANKVIST, 2009, KJELDSEN &
BLOMH@J, 2012). O objetivo é usar fontes histéricas e pedir para que 0s
estudantes/professores identifiquem os objetos sob investigacdo e as técnicas empregadas
nesses textos.

Nas préximas segdes, descrevemos os dois episddios da historia da nocdo de
matriz ja anunciados e os analisamos sob a luz dos conceitos acima introduzidos.

Episddio I: Sylvester e o problema dos contatos

Sylvester nasceu em Londres. Atuou como professor de filosofia e matematica em
universidades na Inglaterra e nos Estados Unidos por dois periodos de sua vida académica.
Em 1883, ocupou a cadeira de posicdo de Savilian Professor de Geometria em Oxford.

Foi um matematico bastante ativo. Ao longo de sua vida esteve ligado a varias
academias de ciéncias - nos Estados Unidos, Géttingen, Naples, Boston, St Petersburg,
Berlim, para citar algumas. Foi o primeiro editor do American Mathematical Journal e um
grande contribuidor deste periédico®.

As publicacBes do (também) autor de poemas e sonetos estdo reunidas em quatro
volumes no The collected mathematical papers of James Joseph Sylvester e abrangem
assuntos sobre andlise finita, algebra, determinantes, teoria da eliminacdo, teoria das
equacdes, teoria das particOes, teoria das formas, teoria dos invariantes e covariantes,
matrizes, nimeros hamiltonianos, etc5.

Entre 1850 e 1851, Sylvester publicou uma série de memérias® analisando os tipos
de intersecdes e contatos entre duas conicas e entre duas quadricas.

Delimitaremos o episodio da pesquisa de Sylvester para analise neste trabalho a
duas das memérias acima’ (SYLVESTER, 1850b, 1851b) tendo como foco o problema da
classificacdo dos tipos de contatos entre duas conicas, o qual nos referiremos daqui em
diante como o problema dos contatos.

A principal contribuicdo de Sylvester em sua abordagem, em relacéo aos trabalhos
de outros matematicos sobre o mesmo problema, foi o recurso ao calculo de determinantes
(BRECHENMACHER, 20064a).

A denominacdo de contato é empregada para designar 0s pontos de intersecdo em
que duas cbnicas se tangenciam. Existem quatro tipos de contatos que podem ser
caracterizados pela multiplicidade (2, 3 ou 4) do(s) ponto(s) de interse¢do no(s) qual(is) as
conicas se tangenciam (Figuras 1 e 2.)

* As informacdes biograficas de Sylvester se baseiam em (CAYLEY, 1889) e (PARSHALL, 1998).

® Para saber mais sobre a vida de Sylvester, veja a biografia escrita por Cayley (1889).

® As memorias mencionadas sdo (SYLVESTER, 1850a, 1850b, 1851a, 1851b, 1851c).

7 Para saber mais sobre as pesquisas de Sylvester relacionadas ao problema dos tipos de contatos entre duas
conicas ou duas quadricas, veja (BRECHENMACHER, 2006a, 2006b).
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(@) Contato simples (b) Contato préximo

Figura 1: (a) Contato simples: um ponto de intersecdo duplo e (b) Contato préximo: um
ponto de intersecao triplo.

)

(@) Contato dipldide (b) Contato confluente

Figura 2: (a) Contato diploidal: dois pontos de interse¢do duplos e (b) Contato confluente:
um ponto de intersecdo quadruplo.

As cOnicas eram representadas por meio de equacdes homogéneas de segundo grau

a trés variaveis:

U :ax? +by? +cz? + 2dxy + 2exz+ 2 fyz=0,
com coeficientes reais. O polinémio homogéneo no lado esquerdo da equagdo era
considerado a caracteristica da cdnica. Observamos que Sylvester estava lidando com
cbnicas projetivas.

No artigo (SYLVESTER, 1850a), publicado no The Cambridge and Dublin
Mathematical Journal, Sylvester investigou a natureza dos pontos de interse¢do
(reais/imaginarios, finitos/infinitos) entre duas conicas U e V e os tipos de pontos de
contatos. Ele partia da equacéo cubica em u obtida ao igualar a zero o determinante de U +
u V. Aequagdo U + u V= 0 representa uma familia de conicas, todas passando pelos pontos
de intersecdo de U e de V.
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Quando as raizes u de |U + u V] = 0 sdo distintas, ndo ha pontos de contato. Em
caso de ocorréncia de raizes duplas ou triplas (com multiplicidade algébrica 2 ou 3,
respectivamente), ha pontos de contato.

Conhecendo a existéncia de quatro tipos de contatos, a analise da multiplicidade
algébrica das raizes da equacdo cubica de |U + u V| = 0 se revelou um critério insuficiente
para contemplar todos os casos. Para estabelecer as condi¢cdes que distinguem dois tipos de
contatos em cada caso em que a multiplicidade é diferente de 1 (quando ha ocorréncia de
raiz dupla ou de raiz tripla) Sylvester comparou os fatores comuns no desenvolvimento
polinomial dos coeficientes do seguinte determinante:

dw dw dWw
dg*  dgdp  dédg
d'w  dWw  d'w a = Ap® +Bq® +Cr? + 2Fqr + 2Grp+ 2Hpg,
dpdé  dp®  dpd<

dw  dWwW dWw
dadé  dadnp  d¢?
p q r 0

“onde todos os coeficientes sdo fungdes quadraticas de p [se referindo a
W=U+p V] e faga

A=0, B=0, C=0, F=0, G=0, H=0;

cada uma desses seis equagdes em i terd uma mesma raiz em comum”.
(SYLVESTER, 18504, p. 129, traducéo nossa)

Na citacdo acima, Sylvester estava discutindo as condi¢des para o caso de contato
dipléide (Figura 2 (a)). Dentro deste quadro da resolugdo de um problema geométrico, em
que condicOes eram estabelecidas para classificar os tipos de contatos entre duas cénicas,
Sylvester introduziu as noc¢Bes de determinantes menores, em outro artigo publicado no
mesmo ano, no Philosophical Magazine:

“Imagine qualquer determinante colocado sob a forma de um arranjo
ordenado quadrado de termos. Este quadrado pode ser considerado
como divisivel em linhas e colunas. Agora suponha que qualquer linha e
qualquer coluna possa ser eliminada, nés obtemos desta forma um
quadrado, um termo a menos em largura e em profundidade que o
quadrado original; e por variar em qualquer maneira possivel a sele¢do
da linha e da coluna excluidos, nés obtemos, suponha que o quadrado
original possua n linhas e n colunas, n quadrados menores, cada um dos
quais representara o que eu denomino um Primeiro Determinante Menor
relativo ao determinante principal ou completo”. (SYLVESTER, 1850b,
p. 147, traducéo nossa, grifo nosso)

No mesmo artigo, propriedades sobre os determinantes menores foram enunciadas
e, em seguida, aplicadas para classificar o tipo de contato entre duas conicas. A pratica
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desenvolvida por Sylvester consistia em comparar os fatores comuns no desenvolvimento
polinomial do determinante completo |U+ u¥]| e nos “primeiros determinantes menores”:

“ Sejam agora U e V caracteristicas de duas conicas, isto é, cada uma,
uma funcdo de somente trés letras, pode ser mostrado [...] que as
diferentes espécies de contatos entre estas duas conicas corresponderdo a
propriedades peculiares da caracteristica composta U+uV.
Se o determinante desta funcdo tem duas raizes iguais, as conicas
simplesmente se tocam; se ele tem trés raizes iguais, as conicas tém um
contato simples de mais alta ordem, isto é, de mesma curvatura; se seus
seis primeiros determinantes menores se anulam simultaneamente para o
mesmo valor de 4, as conicas tm um contato duplo. Se 0 mesmo valor de
4, 0 qual torna todos estes primeiros menores iguais a zero, for ao
mesmo tempo ndo apenas uma raiz dupla mas uma raiz tripla de
O(U+uV) =0,
entdo as conicas tém um contato simples da mais alta ordem possivel,
quase uma coincidéncia absoluta, isto é, eles se encontram em quatro
pontos consecutivos.” (SYLVESTER, 1850b, p. 148, tradugdo nossa.)

Sylvester estendeu 0 método acima para investigar as intersecfes entre duas
quédricas (representadas por equacBes homogéneas de grau 2, a quatro variaveis) e, de
forma mais geral, entre duas formas quadraticas (n variaveis). A generalizacdo da técnica
de extragdo de sistemas de determinantes menores foi baseada em uma representacdo em
forma de tabela retangular a qual Sylvester denominou matriz (BRECHENMACHER,
20063).

Ao final da dltima memoéria citada acima, Sylvester introduziu o termo matriz®. A
nocgdo de matriz surge, entdo, como uma tabela retangular, geradora de vérios sistemas de
determinantes menores, no seio de uma pratica que consistia na extragdo destes menores
gue, em seguida, seriam utilizados para classificar o tipo de contato entre duas conicas.

Observamos que, no artigo em que a nogdo de matriz foi introduzida, ndo foi
apresentada uma representacdo em forma de tabela. Em outro artigo, publicado em 1851 no
Philosophical Magazine, Sylvester fala hovamente sobre o problema dos contatos, sem
empregar matrizes diretamente. Em uma nota de rodapé, ele fala de matrizes em conexdo
com o determinante de uma funcéo binéria:

“[...] a teoria das funcbes quadraticas se mistura a uma teoria mais
ampla de fungdes bindrias, consistindo da soma de mdltiplos de produtos
binarios formados por combinar cada um do conjunto de quantidades x, y
e z ... com cada um do mesmo nimero de quantidades do conjunto X', y' e
Z' ... Por exemplo,

8 Veja 0 extrato citado na introdugao.
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axx+bxy'+cxz'
+a'yx+b'yy'+c'yz'
+a'"zx'+b" zy'+c'" z2'
seria uma funcdo binaria e seu determinante (ndo mais, como em uma

funcdo quadratica, simétrico sobre dua diagonal) corresponderia a
matriz quadrada

a b ¢ .
aI bl Cl .
a' b ¢

(SYLVESTER, 1851h, p. 222, tradu¢do nossa.)

Os tipos de contatos entre duas conicas foram o principal elemento gerador de
questBes e, portanto, 0 objeto epistémico deste episddio. Apesar de ndo se tratar de um
novo objeto, uma vez que a classificagdo em quatro tipos de contatos ja era conhecida e o
problema de identifica-los ja havia sido abordado por outros matematicos como Pliicker,
em 1828 (BRECHENMACHER, 20064, p. 10) - por métodos analiticos, Sylvester elaborou
uma préatica que permite identificar os tipos de contatos entre duas cénicas de uma nova
maneira, com recurso ao célculo de determinantes. Este € um exemplo de episodio de
pesquisa onde o objeto sob investigacdo era conhecido e compreendido em alguma
extenséo.

Dentre os elementos que contribuiram para gerar respostas ao problema dos
contatos, temos os determinantes, a ferramenta chave que permitiu estabelecer os critérios
para a classificacdo. Assim, neste episodio, os determinantes estdo no papel de técnicas
epistémicas. Além disso, a representagdo das cOnicas por equagBes em coordenadas
homogéneas, também contribuiu para gerar respostas, assim, também fazem parte das
técnicas epistémicas neste episodio da pesquisa de Sylvester.

Os determinantes menores foram introduzidos e propriedades sobre eles foram
enunciadas, assim, eles também funcionaram como elementos geradores de questdes:

“[...] n6s devemos ser capazes de determinar o significado e o efeito de
fatores comuns, um ou mais entrando nos sistemas sucessivos de
determinantes menores, derivados do determinante completo de U+uV ™.
(SYLVESTER, 1850b, p. 150, tradugéo nossa)

Ao mesmo tempo, eles foram os objetos fundamentais da técnica desenvolvida
para classificar os tipos de contatos entre duas cOnicas. Desta forma, eles desempenharam o
papel de objeto epistémico e a0 mesmo tempo de técnica epistémica.

As matrizes ndo foram o objeto de investigacdo de Sylvester nos trabalhos
considerados por nés para delimitar este episodio de pesquisa. Elas foram introduzidas em
conexdo com a técnica de extracdo de menores que deixou de se apoiar no determinante
completo, para se basear na tabela por trds do determinante, isto é, as matrizes ofereceram
uma representacdo, a partir da qual os menores poderiam ser gerados. Assim, as matrizes
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contribuiram, em certa medida, para gerar a resposta do problema, isto é, para a
classificagdo dos tipos de contatos entre duas conicas. Logo, a nogdo de matriz esta entre as
técnicas epistémicas do episodio em questao.

A configuracdo epistémica de Sylvester compreende 0s objetos epistémicos, as
técnicas epistémicas, bem como todo o quadro técnico da geometria analitica, da geometria
projetiva e também o das formas quadraticas.

Episddio I1: Cayley e o calculo simbélico com matrizes

Cayley também foi um matematico inglés, nasceu em Richmond, Londres. Apesar
de mostrar habilidade para matematica desde cedo, por razdes financeiras, dividiu as suas
atividades profissionais entre a lei e a matematica durante cerca de 15 anos, até que foi
eleito para a posicdo de Sadlerian Professor da Universidade de Cambridge em 1863,
cadeira que ele manteve pelo resto de sua vida.

Suas publicacdes, reunidas em 13 volumes nos The collected mathematical papers
of Arthur Cayley, versavam sobre temas em geometria analitica, transformacdes lineares,
matrizes, determinantes, teoria dos invariantes e covariantes, teoria das equacdes, calculo,
funcdes homogéneas, equacdes diferenciais, teoria dos grupos, etc’.

A generalizacdo da préatica de extracdo de sistemas de determinantes menores para
determinantes de qualquer ordem colocou o problema de enumeracdo desses sistemas, o
que chamou a atencdo de Cayley para a nogdo de matriz e o levou a publicar trés artigos
sucessivos em 1855 (BRECHENMACHER, 2006a).

A nocdo de matriz foi utilizada por Cayley, pela primeira vez, no artigo
Remarques sur la notation des functions algébriques (CAYLEY, 1855). Ele introduziu uma
notacdo para matrizes, como sendo pratica para representar sistemas lineares e formas
quadréticas.

Em 1858, Cayley publicou uma memoria sobre matrizes: A Memoir on the Theory
of Matrices no Philosophical Transactions'® (CAYLEY, 1858). Nela, Cayley descreve o
qgue é uma matriz, define as operacBes com matrizes, enuncia as propriedades das
operacdes, enuncia e demonstra um resultado que ele se refere como “teorema notavel” e
apresenta aplicagdes desse resultado. O episddio da pesquisa de Cayley que serd descrito e
analisado neste trabalho sera delimitado por esta memoria.

Cayley definiu matriz** como “um conjunto de quantidades organizadas em forma
de quadrado” associando-a a uma notagdo abreviada de um conjunto de equacdes lineares.
Tal notacdo é descrita como um conjunto de “fun¢des lineares”:

“2. A notacdo

° Para saber mais sobre a vida de Cayley, veja a biografia escrita por Forsyth (1895), o editor da coletanea de
artigos de Cayley.

10 philosophical Transactions of the Royal Society of London.

1 Veja o extrato citado na introdug&o.
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(@, b, clxy2)
a', b, c
a", b" , C"
representa o conjunto de funcgdes lineares:

((a,b,cXx, y, 2) (a,b', cXx v, 2). (@, b", c")x, v, 2)) "
(CAYLEY, 1858, p. 18, traducdo nossa).

As operagdes com matrizes sdo definidas com base na relacdo entre matrizes e
sistemas de equacdes lineares. A multiplicacdo de matrizes, por exemplo, é definida a partir
da “composicdo de sistemas lineares”, ou melhor, da composicdo de transformacdes
lineares:

“11. As equacOes
(X.Y,2)=(a, b, ckxy2, &xy2d=l, B, 7&n9)

a', b, ¢ a, [, ¥
a , b", C a", ﬂ", }/"

dao

(X.Y.2)=(A, B, CY&nmd)=(@, b, c)la. B, yX&End).,
A, B', C a', b, clla, B, ’
A", B", C a", b, c'lle", B, "

(CAYLEY, 1858, p. 20, traducdo nossa.)

Em seguida, Cayley apresenta o resultado da composicdo de matrizes, ou
multiplicacdo de matrizes, como:

(@, b, @, & &) (@ b, OB £ F) @ b G, 7\ 7))
@ b, O o @) (@ b OB BB @ b, S )
@, b ¢)a @, @) @, b WA A ) @ b SN )

Eis ai a origem da multiplicacdo de matrizes, cuja definicdo moderna nem de longe
permite vislumbrar.

A matriz nula e a matriz unidade (identidade) séo definidas antes das operacdes.
Apos definir as operagdes com matrizes, Cayley enuncia as propriedades. Ele menciona a
ndo validade da comutatividade para a multiplicagdo ou composicdo de matrizes e a
validade da associatividade, dentre outras propriedades, e apresenta a nogdo de matriz
inversa ou reciproca.

As contribuigdes de Cayley nesta memdria ndo param na introducéo de um calculo
simbc')lic?2 com matrizes. Na primeira pagina da memoéria, Cayley anuncia um ‘“teorema
notavel”*:

12 0 “teorema notavel” hoje é conhecido como Teorema de Cayley-Hamilton.
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“Eu obtenho um teorema notavel de que qualquer matriz satisfaz uma
equacéo algébrica de sua prépria ordem, o coeficiente da mais alta
poténcia sendo a unidade e, os das outras poténcias, funcbes dos termos
da matriz, o Ultimo coeficiente sendo o proprio determinante ”.
(CAYLEY, 1858, p. 17, traducéo nossa)

E grande parte da memoria é dedicada a aplicacOes deste teorema, por exemplo:
determinar uma matriz periddica e de ordem dada, conhecendo-se a periodicidade® (isto ¢,
determinar uma matriz M de ordem n satisfazendo M P = | (para algum valor de p dado) e
determinar todas as matrizes que comutam com uma matriz dada (isto é, dada a matriz M,
determinar as matrizes L que satisfazem ML = LM).

De acordo com Brechenmacher (2006a), a historiografia considera esta memoria
como um dos primeiros trabalhos sobre a teoria das algebras associativas, enfatizando as
leis das operagdes sobre as matrizes. No entanto, a motivacao inicial de Cayley teria sido
um problema ja abordado por Charles Babbage: determinar a expresséo das funcdes
homograficas de periodicidade dada, ou seja, encontrar

(x) :;Xﬁ tal que " (x) = x-
X+ B

Cayley fez uma observacdo no final da memdria mencionando Babbage como j&
tendo investigado o problema da expressdo das funcfes homogréficas de periodicidade
dada e relacionou algumas aplicagcBes apresentadas na memdria com esse problema.
Babbage fez parte de uma geracdo de matematicos da primeira metade do século XIX cuja
corrente de pensamento foi designada como escola algébrica inglesa®®. A abordagem desta
escola tinha como ponto forte um simbolismo algébrico. Segundo Brechenmacher (2006a,
p. 19), os problemas do calculo de poténcias e raizes de matrizes retomam uma
preocupacéo tradicional desta escola, apds os trabalhos de Herschell, em 1813, sobre a
notacdo dos operadores diferenciais e a propriedade f "( f (x)) = f "*(x) -

Para resolver os problemas acima, Cayley elaborou uma prética baseando-se em
uma dupla interpretaco da nog¢do de matriz ora como um sistema de ndmeros, ora
como uma “quantidade simples” (single quantity). Logo apds definir a operagdo de
multiplicar uma matriz por um ndmero, Cayley introduziu a nogdo de “matriz quantidade
simples”.

“10. N6s temos, em particular,

¥ O problema de determinar a expressio das fungées homograficas de periodicidade dada pode ser resolvido com
linguagem matricial. Para isso, basta considerar a matriz M cujos elementos séo os coeficientes de ¢. Ao compor ¢
n vezes, a expressao obtida para os coeficientes coincide com os elementos de M ",

4 Os principais matematicos associados a esta corrente sdo G. Peacock, D. F. Gregory, A. de Morgan, W. R.
Hamilton e G. Boole (BRECHENMACHER, 2006a: 19).
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ou, trocando a matriz no lado esquerdo pela unidade, nés podemos

escrever
m = (m 0, 0)
0, m O
0, 00 m

A matriz no lado direito € dita ser a quantidade simples m considerada
Como envolvendo a matriz unidade” .
(CAYLEY, 1858, p. 20, traducdo nossa, grifo nosso.)

Na demonstracdo do “teorema notavel”, Cayley interpreta a matriz dada M ora
como uma quantidade multipla ora como uma quantidade simples, ou seja, ora como uma
matriz, ora como um ndmero:

“21. O teorema geral antes mencionado sera melhor compreendido pelo
desenvolvimento completo de um caso particular. Imagine uma matriz

M =(a, b),
c, d
e forme o determinante
a—-M, b
c, d-M|

a expressao desenvolvida deste determinante é

M2 —(a+d)M* +(ad —bc)M?;

[...]e substituindo estes valores o determinante se torna igual a matriz
zero [...] "

(CAYLEY, 1858, p. 23, tradugdo nossa)

Sobre o determinante formado, Cayley considera:
(@a-M, b )=(a b)-M(@ 0)
¢ d-M| e d o 1

ou seja, “a matriz original, diminuida pela mesma matriz considerada como uma quantidade
simples (escalar) envolvendo a matriz unidade (identidade)” (CAYLEY, 1858, p. 24).

Apo6s a demonstragdo do “teorema notavel”, sdo apresentadas as aplicacdes, sendo
a primeira delas o problema de determinar as raizes quadradas de uma matriz quadrada de
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ordem 2. Com base no mesmo resultado, Cayley desenvolveu uma pratica de fatoracao de
polinémios de matrizes:

“[..] M2—(a+d)M +ad-bc=0

e sejam X,, X, as quantidades simples, raizes da equagéo

a-X, b
c, d-X

ou
X?—(a+d)X +ad-bc=0

A equacdo satisfeita pela matriz pode ser escrita

(M - Xi)(M - Xii) =0,

[...] & primeira vista, deveriamos ter um dos fatores simples igual a zero,
0 que obviamente ndo é o caso, para uma tal equacéo significaria que a
matriz perfeitamente indeterminada M é igual a uma quantidade simples,
considerada como envolvendo a matriz unidade. A explicacdo é que cada
um dos fatores simples € uma matriz indeterminada, de fato (M - X,)

representa a matriz
a-X;, b
c, d-X,

e 0 determinante desta matriz é igual a zero. O produto de dois fatores é,
assim, igual a zero sem que nenhum dos seus fatores seja igual a zero. ”
(CAYLEY, 1858: 26-27)

No extrato acima, Cayley descreve a fatoracdo de polindmios em matrizes e
discute o fato de que um produto de matrizes igual a matriz nula ndo implica que qualquer
dos fatores do produto seja igual a matriz nula. O termo “indeterminada” é empregado para
designar matrizes cujo determinante é nulo, neste caso, tais matrizes ndo possuem inversa.

A nocdo de matriz evoluiu e adquiriu uma nova identidade com a memoria de
Cayley. As matrizes deixaram de ser consideradas apenas como geradora de sistemas de
determinantes menores e passaram a ser associadas as leis de um calculo simbolico e a um
teorema notavel. A sua identidade também é associada a prética de fatoracdo de polindmios
de matrizes que se baseia ha concepgdo da matriz, a0 mesmo tempo, como uma quantidade
maltipla (sistema de numeros) e como uma quantidade simples (BRECHENMACHER,
20063).

Sylvester, trinta anos depois da introducéo do termo matriz, passou a conceber as
matrizes em referéncia a Cayley, em seus trabalhos sobre poténcias e raizes de substituicGes
lineares e quatérnions (BRECHENMACHER, 2006a).

As matrizes ja eram conhecidas por Cayley através dos trabalhos de Sylvester e
Cayley ja havia definido algumas operagfes com matrizes em memorias anteriores. No
entanto, na memoria de 1858, elas sdo o0 seu objeto de investigagdo. A partir das matrizes,
questbes foram colocadas acerca da possibilidade de formar funcBes com matrizes
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(poténcias, polindmios, raiz quadrada, etc.). Além disso, uma pratica de fatoracdo de
polinbmios com matrizes foi elaborada. Dessa forma, as matrizes funcionaram como o
elemento gerador de questdes, elas sdo, portanto, o objeto epistémico deste episodio e
possuem um status bem diferente do episdédio anterior. Temos aqui mais um exemplo de
uma no¢do que surge no papel de técnica e se torna o objeto epistémico de outro episodio.

As questdes que poderiam ser colocadas sobre as matrizes dependem do método
de gerar respostas, isto é, das técnicas epistémicas, as ferramentas matematicas pelas quais
Cayley investigou o seu objeto. Sdo elas: o céalculo simbolico aplicado a “quantidades
simples”, os determinantes, equa¢des polinomiais e a fatoracdo de equacfes polinomiais
que foi estendida para matrizes.

A configuracéo epistémica na qual Cayley trabalhou inclui todo o quadro técnico
das transformacgfes lineares, dentro do qual a matriz passou a representar uma “notagio
abreviada” e as opera¢des com matrizes foram definidas. A heranca deixada pela escola
algébrica inglesa também esta incluida na configuracdo epistémica deste episodio.

Conclusdes

Os episodios analisados marcam etapas importantes na histéria das matrizes. O
primeiro (1850/1851) esta associado a origem do termo matriz e o segundo (1858),
compreende a primeira memoria dedicada ao estudo das matrizes, na qual as operagcdes com
matrizes sdo definidas. Comparando os dois episddios, em ambos o objeto epistémico era
conhecido em alguma extensdo. No primeiro, a classificacdo dos pontos de contato entre
duas cbnicas em quatro tipos ja era conhecida e a identificagdo do tipo de contato j& havia
sido tratada anteriormente por métodos analiticos. No segundo, as matrizes ja eram
conhecidas por Cayley a partir dos trabalhos de Sylvester. Além disso, os dois episodios
possuem uma técnica epistémica em comum: os determinantes.

A diferenca marcante esta no papel das matrizes. Essa nogdo surgiu em meio as
técnicas epistémicas no primeiro episédio e contribuiu para resolver o problema dos
contatos uma vez que a técnica de extragdo de menores foi baseada em uma representacao
em forma de tabela, ainda que Sylvester ndo a tenha usado diretamente. Assim, as matrizes
desempenharam o papel de uma técnica epistémica.

No segundo episddio, a nogdo de matriz se tornou o objeto epistémico. A memdria
de 1858 foi intencionalmente dedicada a estudar este objeto. As matrizes passaram a ser
caracterizadas pelas leis de um céalculo simbdlico, a um teorema notdvel e & prética de
fatoracdo de polinbmios de matrizes (BRECHENMACHER, 2006a). Elas ofereceram uma
nova linguagem, segundo a qual problemas j& conhecidos puderam ser tratados de outra
forma e novos problemas puderam ser colocados.

Retomando a pergunta colocada na introdugdo, “O que levou dois matematicos
gue viveram na mesma época a conceber a no¢do de matriz associada a objetos distintos?”,
uma resposta pode ser formulada comparando-se as configuragfes epistémicas. As
diferencas comegam nos problemas em torno dos quais as pesquisas de Sylvester e de
Cayley se desenvolveram, o que tem relacdo direta com os objetos epistémicos, uma vez
que as questBes de pesquisa- os problemas - sdo formulados em funcdo desses objetos.
Além disso, os problemas em cada episddio demandaram técnicas distintas em busca de
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solugdes. Os objetos epistémicos sdo diferentes e, apesar dos determinantes constituirem
uma técnica epistémica comum, as demais técnicas também sdo diferentes. A configuragdo
epistémica dentro da qual a pesquisa esta inserida influencia o seu desenvolvimento bem
como a forma com a qual os matematicos definem os seus objetos de estudo.

Observamos que tanto a abordagem de Brechenmacher quanto a de Epple, com a
metodologia dos objetos e técnicas epistémicas, se baseiam na concepcdo da matematica
como uma pratica. Ambas preocupam-se em destacar semelhancas e diferencas a partir da
comparacdo de praticas ou episodios de pesquisa. Além disso, ambas as abordagens
possibilitam situar no tempo e no espaco as no¢des matematicas envolvidas.

Brechenmacher procura situar a nogao de matriz dentro do contexto cultural que é
proprio de cada episddio, relacionando-a com a pratica desenvolvida. Ja a perspectiva de
Epple possibilita destacar a dindmica na produgdo do conhecimento, ao observar as
mudancas nos objetos e técnicas ao longo de um ou mais episodios de pesquisa. Vimos que
a nocdo de matriz surgiu como uma técnica epistémica no primeiro episddio e passou ao
papel de objeto episttmico no segundo. Os determinantes menores surgiram como um
objeto epistémico no primeiro episodio e trocaram de papel no mesmo episodio, ao se
tornarem uma técnica que contribuiu para gerar respostas sobre o problema dos contatos.
Tais mudangas ilustram como os objetos surgem de forma dinamica dentro de contextos de
pesquisa e como eles se modificam.

Finalizamos, ressaltando a importancia da visdo compartilhada pelas abordagens
historiograficas acima para o ensino de matematica. Sendo a matematica vista como uma
atividade dindmica, seus objetos sdo construidos dentro de préaticas especificas, situadas no
tempo e no espaco. 1sso quer dizer que os objetos matematicos tém um inicio e podem se
alterar ao longo do tempo. Essas ideias constrastam com a visdo que é promovida pelo
ensino dessa disciplina, que apresenta 0s objetos mateméaticos como entidades imutaveis e
atemporais. A releitura dos episddios aqui apresentados € parte de uma pesquisa de
doutorado (BERNARDES & ROQUE, 2014), em finalizacdo, cuja proposta de trabalho
articula a historia da nog&o de matriz ao ensino de Algebra Linear.
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