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Resumo

Apresenta-se no presente trabalho uma analise minuciosa do Capitulo XXII do tratado De
regula aliza libellus de Girolamo Cardano, onde consta a sua reformulacdo e putativa
demonstracdo da regra dos sinais. Mostra-se que, embora seu resultado é pontualmente
interessante, é globalmente inconsistente, sendo a raiz da invalidez do argumento centrada
na atribuicdo de valores negativos a comprimentos e areas. Mostra-se também como o seu
argumento depende de dois principios gerais extra-matematicos.

Palavras-chave: Historia da Algebra, Resolucéo de equacdes, Girolamo Cardano, Regra dos
sinais.

[CARDANO ON THE SIGN RULE IN THE ALIZA]
Abstract

Herein a thorough analysis of Chapter XXII of Girolamo Cardano’s De regula aliza libellus
is presented. This chapter contains Cardano’s reformulation and putative demonstration of
his alternative to the Sign Rule. It is shown that, although his results are locally interesting,
they are nevertheless globally inconsistent and that the root of the argument’s invalidity is
centered on his attribution of negative values to lengths and areas. It is also shown how his
argument depends on two extra-mathematical principles.

Keywords: History of Algebra, Equation solving, Girolamo Cardano, Rule of Signs.
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Em apresentagdes informais, a regra dos sinais, incluindo “menos vezes menos da mais”, é
geralmente estipulada (para garantir a distribuitividade da multiplicacdo). Em apresentacdes
mais formais, ao invés, a referida regra pode ser deduzida dos axiomas de anéis, onde,
claramente, o elemento —a é a inversa aditiva do elemento a. Embora saiba-se que Girolamo
Cardano (1501-1576) havia “experimentado” com uma alternativa a referida regra nas suas
tentativas de resolver equacGes do terceiro grau, podera nos surpreender descobrir que ele até
propds uma demonstrag&o para a regra alternativa “menos vezes menos di menos”. Acontece
no Capitulo XXII do seu tratado cujo titulo quilométrico é geralmente abreviado para De
regula aliza libellus (Sobre a regra aliza em um livrinho), publicado em 1570. Usamos a
versao incluida na sua Opera omnia Cardano (1663b). Como é de praxe, abreviaremos a
abreviacdo do titulo do mencionado tratado por Aliza.

Uma pequena apresentacdo de Cardano

Para os leitores do presente Revista, provavelmente ndo seja necessaria uma apresentacao
maior de Cardano e da sua época. Assim, faremos apenas algumas observacdes.*

Cardano nasceu bastardo numa sociedade que foi seletivamente preconceituosa e,
de fato, apesar da sua genialidade, o fato foi usado para o barrar de varias posi¢des que ele
cobicava. A sua predilecdo para fazer inimizades, a dificuldade de convivéncia com ele e a
inveja das suas habilidades, no entanto, foram provavelmente as verdadeiras raz8es para as
suas desventuras. Apesar dos entraves encontrados, porém, conseguiu se destacar tanto na
medicina, efetuando varias curas de personagens importantes, quanto na matematica, através
do seu livro Practica arithmetice, um guia compreensivo de procedimentos aritméticos. Esse
livro foi bem aceito, 0 que o ajudou a vencer certas barreiras.

Talvez Cardano seja mais conhecido pela obra Ars magna? (1545), 0 majestoso
tratado que finalmente havia dado uma resolugdo a equagdes do terceiro grau, um dos
principais focos de pesquisa em algebra da época. Para obter a solu¢do completa, porém, ele
precisava de utilizar um método que havia apreendido de Niccold Fontana (1500-1557), o
“Tartaglia”, sob juramento de sigilo. Assim, Cardano foi vilificado tanto por Tartaglia,
quanto por vérios historiadores da matematica, por quebrar o seu juramento. Os seus
contemporaneos, porém, deram razdo ao Cardano porque o método foi de fato originario de
Scipione del Ferro (1465-1526), ao quem Cardano deu o crédito, ainda esclarecendo que ele
obteve 0 mesmo através dos bons oficios de Tartaglia.

Observamos ainda que Cardano era um verdadeiro polimata, pois também fez
contribuicbes importantes a fisica, a filosofia, a teologia e & musica. Além disso, se
interessava nas ciéncias ocultas de astrologia e magia e usou 0s seus conhecimentos da
probabilidade para sobressair bem nos jogos de azar. Perto ao fim da sua vida, foi acusado
de heresia e preso pela Inquisi¢do. Mais uma vez, a raz&o ostensiva da sua tribulacdo escondia
o verdadeiro motivo da sua prisdo: ele havia se atrevido a fazer um horéscopo para Jesus
Cristo, o que foi visto pela Igreja como um sacrilégio. S6 foi mantido preso alguns meses,

! para mais detalhes sobre Cardano, o leitor podera consultar Fossa (2008b) e, sobre a sua época, Fossa (2008a).
Observamos ainda que o mesmo volume contém capitulos sobre os logaritmos e sobre a trigonometria do século
XVI.

2 Isto &, Artis magnae sive de regulis algebraicis liber unus.
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mas deve ter feito algum acordo com a Inquisicdo de limitar a natureza das suas
investigacdes, pois (pelo menos aparentemente) passou o resto da sua vida s6 praticando a
medicina enquanto desfruia de uma pensdo concedido pelo Papa Gregério XIII (Ugo
Boncompagni, 1502-1585).

A Aliza

Lembramos que Cardano, no Capitulo XII da Ars magna, havia resolvido equagdes da forma
“De Cubo aequali rebus & numero”, ou seja, as da forma x> = ax + b, pelo método que ele
aprendeu de Tartaglia:

“Regula igitur e/t, cum cubus tertige partis numeri rerum; maior non fuerit
quadrato dimidij numeri &quationis, auferes ip/um ex eodem, & refidui
radicem adde dimidio numeri &quationis, atque iterum minue ab eodem
dimidio, habebi/que vt dicunt, Binomium, & Apotomen, quorum R. cubica
iunctee rem ip/am contituunt” (CARDANO, 16633, p, 251.).2

Em termos algébricos modernos, temos:

G2 (5) =x= L0 -6) + - o -

A condi¢do é dada para evitar o surgimento de raizes quadradas de nimeros negativos — 0s
nossos nimeros imaginarios. Desta forma, Cardano tem de enfrentar um dilema: ou seu
método n&o resolve todos os casos da equagdo x® = ax + b, ou ele precisa legitimizar os
negativos e suas raizes. Visto que, na edicdo de 1663 da Ars magna, Cardano nos remete para
a Aliza quando a condicdo néo estiver satisfeita, podemos concluir que o referido tratado
contém a solugdo do dilema. Claramente, ndo a contém se por “solucdo” entendemos a
resolugdo desse tipo de equagao sem o uso de nimeros imaginarios. Mas, a Aliza aborda sim
equacdes do terceiro grau em geral, embora a sua organizagdo € bastante caética e a sua
exposicdo obscura. Confalonieri (2013) tenta faz sentido do texto por identificar certos
“threads” espalhados de forma aparentemente arbitraria no texto.*

Para nossos propdsitos, talvez seja mais interessante determinar o significado da
palavra aliza. Ndo é uma palavra comum, nem consta nos dicionarios consultados. O Cardano
ndo faz esclarecimento algum dela e, ainda pior, aparentemente, ndo hd nenhuma passagem

3 «“Assim a regra &: sendo a terceira parte do cubo da quantidade das coisas nio maior que o quadrado de metade do
numero da equacdo, retire aquele deste e soma a raiz da diferenca a metade do nimero da equagdo. Entdo subtrai a
mesma da mesma metade. Teras, como se diz, um binomium e apotomen, cujas raizes cubicas, sendo juntadas,
constituem a coisa.” Observe: “coisa” significa X; “quantidade das coisas” significa o coeficiente de X; “ntimero da
equagdo” significa o termo independente; binomium e apotomen sdo linhas irracionais compostos, sendo a primeira
a soma de duas partes e a segunda a diferenca de duas partes (ver Os Elementos de Euclides, X36 e X73).

4 Para um resumo dos resultados dela, pode-se consultar Confalonieri [s.d.].
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na Aliza que identifica qualquer regra como sendo a/uma “regra aliza”. Confalonieri (2013)
relata que hd um certo consenso de que a palavra remonta, por via tortuosa, a palavra grega
aAvOeia e, portanto, significa algo como “irresolvel”. A sugestao foi dada por Cossali (1799,
v. 2, p. 441), que apenas diz, em passagem, “De Regula Aliza, cioé De Regula Irresolubili”,
sem maiores explica¢des. Ela cita uma comunicagio particular de Paolo D’Alessandro® que
confirma a etimologia.

A traducdo, porém, mesmo se for correta, ndo parece muito (til, pois o que
significaria uma ‘“regra irresoltivel”? Talvez seria interessante umas lucubragdes mais
poéticas. Observamos que aliza € parecida com alis, uma forma mais velho de alius, “outro”,
“diferente”. Ainda mais, em Capitulo XXII da Aliza, Cardano usa as palavras minus (“nimero
negativo™) e alienum (“alheio”) como sinénimos. Ora, alienus, segundo Vaan (2008) se
deriva de alius, outrora alis, e significa “belonging to others”. Assim, 0s nimeros negativos
sdo alheios aos nimeros prépriamente ditos que consistem, para Cardano, nos inteiros nao
negativos e o que pode ser obtido deles pelas operacbes de adicdo, subtracdo, multiplicacéo,
divisdo, potenciacdo e radicacdo, com as restricBes apropriadas no uso de zero e a condicdo
de que subtraimos sempre o menor do maior (ou igual).® Assim, “regra aliza” provavelmente
se refere a(s) regra(s) usada(s) para resolver equagdes que séo irresollveis no conjunto de
nUmeros propriamente ditos.

Podemos especular ainda sobre como Cardano iria conceber o estranho mundo
alheio de aliza em termos metaféricos, pois essas consideragdes, embora ndo sejam parte
integral da matematica, informam as intui¢es informais que o matematico utiliza nas suas
investigacBes. De fato, na regra dos sinais “correta” — isto &, a que é consistente com 0s
axiomas de anéis —, ha, conforme Fossa (2003a), uma analogia estrita entre a fungdo menos
na aritmética e a particula de negacéo em ldgica: ambos representam uma mudanga de estado
num contexto bivalente. A nova proposta de Cardano, esquematizada

na caixa ao lado, em contraste, é estruturalmente semelhante ao que | + X + = +
chamariamos, hoje em dia, de “tabu”, pois se uma pessoa vem em X - = -
contato com um tabu, ela mesma vira tabu e passa a participar no | — X + = -

X — = —

estranho mundo — alheio a0 mundo normal — que o tabu representa.” | —
O mesmo acontece com o sinal menos na regra alternativa de Cardano,
pois, sempre que multiplicamos por um nimero negativa, o resultado passa a participar no
estranho mundo alheio de aliza. Lembramos ainda que Cardano, como j& observamos na
secdo anterior, foi um estudioso da magia e, portanto, embora provavelmente ndo conhecesse
0 conceito de tabu como uma instituicdo social, estava completamente familiarizado com as
regras do oculto em que o tabu se situa.?

Ainda ha outra razdo para prosseguir os estudos que levaria para a Aliza. Considere,
por exemplo, a equagdo x3 = 15x + 4. A formula de Cardano da:

5 professor de Filologia Classica do Depto. de Estudos Humanisticas da Universita di Roma Tre.

® Ainda tem restricGes, especialmente em contextos geométricos, de ndo operar com ndimeros de espécies diferentes,
como “linhas” e “planos”.

7 Para mais detalhes veja Fossa (2003b) p. 36-38.

8 Cardano também era médico e, portanto, outra metafora natural para ele seria a de doenga contagiosa. Neste caso,
porém, ele provavelmente teria usado tais palavras como aeger, infirmus ou pestilens (1), em vez de alienus.
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= [ O - &)+ i Jor -

0 que se simplifica ao

x =12 +v—121 + V2 - V=121,

~ . , . 4 15\3
aparentemente uma expressao sem sentido, como ¢ de esperar visto que 4 = (;)* < (?) =

125. Mesmo assim, a expressdo em destaque se reduz a equacao x = 4, embora isto ndo seja
evidente® e, de fato, 4 é uma raiz de x3 = 15x + 4. Assim, Cardano teria procurado uma
outra formula para esse caso, posteriormente rotulado de casus irreducibilis, ou teria
procurado quebrar esse caso em subcasos particulares que poderiam ser abordados de forma
mais eficaz. Parece que havia tentado todos os dois caminhos em partes diversos da Aliza e
0 seu tratamento da regra dos sinais faz parte dessas tentativas.

Capitulo VI da Aliza

O pequeno Capitulo VI da Aliza contém uma exposi¢do da regra dos sinais como ¢é
geralmente entendida. Aborda, logo na primeira sentenca do capitulo, a multiplicagéo e a
divisdo:

“IN multiplicatione & diuifione p. fit femper ex fimilibus m. ex contrariis, ...”
(CARDANO, 1663b, p, 384.).1°

Em seguida, explica a adicéo e subtracdo, destacando a subtracdo de nimeros negativos com
o exemplo de que, ao diminuir —4 de -6, a diferenca € —2.

Procedendo, afirma que a raiz quadrada de um nimero positivo € positivo, mas a de
um nlmero negativo é, segundo 0 conceito contemporaneo, sem sentido. Cardano, no
entanto, remete o leitor para o Capitulo XXII. Ainda menciona que raizes cubicas ndo sao
problematicas.

Finalmente, mostra como dividir 8 + 2 ++/6 por V6 + 2. Provavelmente porque
supde certo nivel de sofisticacdo algébrica da parte do leitor, sua exposicdo é sintética e
parcial, se limitando a dividir 8 por v/6 + 2 por um processo equivalente & racionalizagio do
denominador. Faz o processo, no entanto, em duas maneiras, uma tomando o recisum
(apotomen) como V6 — 2 e uma o tomando como 2 —+/6. Em todos os dois calculos,
obedece a regra usual dos sinais.

9 Para uma exposicdo dos métodos usados por Raffaelle Bombelli (1526-1572) para obter esse resultado, ver, por
exemplo, Bashmakova & Smirnova (2000).
10 Em multiplicacdo e divisdo, mais é sempre feito de [sinais] semelhantes, menos de [sinais] opostos.

54 RBHM, Vol. 24, n° 49, pp. 50-65, 2024



CARDANO SOBRE A REGRA DOS SINAIS NA ALIZA

Observacao referente a notacéo

No que segue, especialmente ao analizar as figuras, a expressdo ab significa,
geometricamente, 0 segmento com extemidades a e b, ou, aritmeticamente, a medida
(comprimento) do mesmo. A expressdo ab? significa, geometricamente, o quadrado com
lado ab, ou, aritmeticamente, sua medida (area), dada por abxab. Geralmente, ab?
corresponde a alguma frase como “o quadrado sobre ab” (geometricamente) ou “ab
(multiplicado) por si mesmo” (aritmeticamente).

Capitulo XXI1 da Aliza

Primeiro paragrafo. O primeiro paragrafo do Capitulo XXII da Aliza inicia com a
constatacdo de que 8 = 6+2 = 10-2 = 8 ¢, portanto, tanto o quadrado de 6+2, quanto o de 10—
2 é igual a 64, conforme as tabuadas aritméticas. Quando consideramos 8 geometricamente
como uma linha'! dividida em duas partes, seja ela 6+2 ou 10-2, no entanto, e procuramos o
quadrado sobre a linha, é necessério utilizar Euclides 11.4:

“Caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, o quadrado sobre a reta toda
¢ igual aos quadrados sobre os segmentos e também duas vezes o retangulo
contido pelos segmentos” (EUCLIDES, 2009, p. 137).

Aplicando a referida proposicdo, ao colocar ab = 6 e bc = 2 em Figura 1(i.)*?,
obtemos 62 + 2 - 6 - 2 + 22 = 64, que conforme com o resultado aritmético 82 = 64.

€ b

e f
&
g d ¥
a 6 b 2c o B -2
€ 10 >
(1) (1)
Figura 1.

! Cardano usa linguagem euclidiana. Por “linha”, entende-se “segmento”.
12 Nessa figura, bem como nas que seguirdo, a indicagdo das medidas dadas ndo é feita no texto de Cardano; as
incluimos para a nossa conveniéncia.
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Agora considere, prossegue Cardano, o caso em que ac = 10 e bc = —2. Para nossa
conveniéncia, fiz um novo diagrama com letras gregas (Figura 1(ii.)). Assim, temos ox = 10
e Bk =-2. Nesse caso, segundo Cardano, o quadrado de ax também sera 64, presumivelmente
porque os quadrados de 6+2 e 10-2 sdo iguais. Claramente, porém, mesmo por suas proprias
luzes, Cardano esta equivocado, pois ao tratar do quadrado da linha dividida 10+(-2) é
necessario proceder geometricamente, usando Euclides 11.4. (Sed quod ad modum operandi,
quia 8. e/t diuifum in 6. p. 2. feu in 10. m. 2. oportet operari per quartam /ecundi Euclidis.
CARDANO, 1663b. p. 398.) Ao fazer isto, obtemos 102+ 2-10-(—2) + (—2)2.
Avaliando isto pela regra aliza dos sinais obtemos 100-40—4 = 56. Avaliando 0 mesmo pela
regra dos sinais usual, obtemos 100-40+4 = 64, o que é, de fato, a area do quadrado (com
diagonal) 8¢, pois, ao subtrair —40, subtraimos o retdngulo ky e o retdngulo B €, portanto,
subtraimos o quadrado k3 duas vezes, um dos quais precisa ser reposto. Assim, o quadrado
d¢ tem a mesma area de todo o quadrado af. Claramente, a area de ap é 100, pois seu lado ax
¢ 10, o que mostra que o0 modelo usado por Cardano néo ¢é apropriado a situacdo modelada.

Deve ser claro que o problema com a analise de Cardano ¢ que pos Bk =—-2. H& um
conceito de distancia direcionada que é muito til, por exemplo, em certas aplicacdes do
calculo. Aqui, porém, ndo se trata de distancia direcionada, mas do comprimento de um
segmento e, portanto, 0s negativos ndo sdo aplicaveis, o que fica evidente pelo seguinte
raciocinio: 10 = ok = ap+pk = 8+(-2) = 6, 0 que é impossivel.

Cardano ainda finaliza o paragrafo com uma curiosa aplicagdo, supondo que a@ é
um pedaco de terra e que o quadrado S¢ pertence a uma pessoa, enquanto o gndémon?3 yBe
pertence a uma segunda pessoa, entdo seus pertences medirdo, respectivamente, 64 e 36, 0
que é obviamente correto. Mas, como é que calculou a area do gnémon? Pela maneira em
que o especificou, parece que a area de yBo = a &rea de yp + a area de B = y0xBd + Prxxe
=8x%(-2) + (-2)x10 = —36. Assim, ou Cardano tacitamente transformou pfx em 2, em vez de
-2, ou ajeitou o resultado, o interpretando como 36 na dada situacdo fisica.

Segundo paragrafo. Quando os termos de um binémio sdo da mesma natureza, como 6+2
ou até 2v/6 — /6, 0 bindmio pode obviamente ser reduzido a um monémio, o que geralmente
serd muito mais eficaz ao fazer calculos.** Ainda acontece que expressdes mais complexas
se reduzem a um simples nimero. Temos, por exemplo, que’®

YV108 + 10 — YV108 — 10 = 2.

Entdo, Cardano pergunta, precisamos mesmo de binémios (binomia e/ou recisa)?

13 Isto ¢, a figura de forma L, ao redor de um quadrado que forma, com o quadrado original, um novo quadrado
maior.

4 0 segundo ndo ¢ dado no texto de Cardano, mas seu tipo é implicito, visto que ele afirma que o resultado pode ser
ou racional (rhete, do Grego pntdg, “exprimivel”) ou irracional (alogum, do grego &ioyog, “sem razio™).

15 ponha, por exemplo, (va + b)® = +/108 + 10. Entdo, iguale os coeficientes correspondentes e considere o
sistema de equagbes resultante. Assim, o primeiro raiz clbica é +/3 + 1. Analogamente, a segunda é v/3 — 1.
Finalmente, fazendo a subtragdo indicado, obtemos 2.
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Sua resposta € que 0s precisamos por duas razdes. A primeira é quando os dois
termos séo de naturezas diferentes. Assim, 6 + /2, por exemplo, ndo pode ser um nimero,
nem a raiz de um numero, como foi mostrado por Euclides. Cardano ndo cita qualquer
proposicdo, mas podemos indicar, para o binomium, a proposicdo X.66:

“A comensuravel com a binomial em comprimento, tanto é ela uma
binomial quanto a mesma na ordem” (EUCLIDES, 2009, p. 422).

e, para o recisum, a proposi¢do X.103:

“A comensuravel com o ap6tomo, em comprimento, é um ap6tomo, e o
mesmo, na ordem” (EUCLIDES, 20009, p. 467).

A segunda razdo acontece quando um dos termos é desconhecido. Assim, 10X, que
é multiplo, ndo pode ser reduzido a uma Unica natureza (nifi per fortunam multiplex poteft
reduci ad vnam naturam - CARDANO, 1663b. p. 399) enquanto x permanece desconhecido,
nem quando se torna conhecido, dependendo do valor que assume.

E interessante observar que, no nosso (incluindo Cardano) sistema de numerag&o,
0s sinais sdo ambiguos, pois representam nimeros relativos e operagdes aritméticas. As
consideracBes de Cardano no presente pardgrafo, no entanto, deixa claro que ele pensava em
binomia e recisa como exprimindo nimeros, ndo operacdes. 1sso é consoante com a descrigdo
dada acima do conjunto numérico de Cardano e a sua época.*6

Terceiro paragrafo. O bindmio 10-2 pode ser realizado geometricamente de duas formas
distintas, a saber, a linha Bk (—2) pode ser uma extensdo da linha af (8), caso que foi abordado
no primeiro paragrafo do presente capitulo (Figura 1(ii.)), ou a linha bc pode ser marcada
sobre a linha ab (Figura 2)Y7, caso que sera considerado agora, de novo utilizando Euclides
11.4. Assim, temos ac = 10 e bc = -2. Isto faz com que ab = 8 e 0 quadrado ae = 100. Mas, 0
quadrado df = 64 e, em consequéncia, 0 que resta, o gndmon, = 36. O gndémon, porém, é
composto dos dois retdngulos ad e de, junto com o quadrado bd, ou seja, o0 gnémon =
2(acxbc) mais o quadrado sobre bc. No entanto, alega Cardano, os dois retdngulos sdo
negativos e s80 32 (ad & d e /unt m. & funt 32 - CARDANO, 1663b. p. 399). Mas, continua,
visto que o gndmon é —36, o quadrado bd é —4, presumivelmente porque —32-4 = -36. [Ele
ndo pode argumentar que —36—(—32) = -4, porque isto seria um petitio principii.] Em qualquer
caso, ele adjunta um argumento reductio, supondo que o quadrado bd é +4, o que faria o
gndmon = — 28 (pois os dois retangulos = —32); logo, o quadrado df = o quadrado ae — o
gndmon = 100-28 = 72 e, em consequéncia, ac ndo seria 8, mas v'72.

16 \/er acima o paragrafo contendo a nota 5.

17 A Figura 2 é a mesma que Figura 1(ii.) com as letras gregas substituidas por letras romanas e com b e ¢ cambiadas,
bem como e e f cambiadas, para refletir o caso indicado no texto. Visto que ndo estaremos agora comparando 0s
quadrados af e a¢, voltamos a usar a notagdo de Cardano.
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f e
o d
a c -2 b
&~ 1  — o
Figura 2.

Uma leitura menos cuidadosa podera da a impressdo que o argumento de Cardano é
grosseiramente inconsistente'®, pois, por exemplo, num lugar ele afirma que o gnémon é 36
e, noutro, que é —36. Precisamos, no entanto, ter o cuidado de ndo importar as nossas
convengdes modernas ao texto historico, pois no primeiro lugar, onde disse que 0 gnémon =
36, ndo falou que ele = +36. De fato, dado o ja mencionado papel duplo do sinal, é possivel
que, ao calcular (a area de) o quadrado df, (a area de) o gnémon podera ser ambiguamente
36, mas se torna —36 na equacdo. Em qualquer caso, parece que o sinal de menos na expressdo
“0 quadrado ae — 0 gndmon” representa a operagdo de subtragdo, pois, geometricamente, 0
gnémon esta sendo retirado do quadrado maior (ae). Assim, podemos escrever a referida
expressdo como “o quadrado ae — (o gnémon)”, que, por sua vez, ndo define a natureza do
gnémon. Desta forma, é necessario investigar a composi¢do do mesmo. Conforme, Euclides
11.4, entdo, o gndmon = 2(acxbc)+(bexbce) = 2(8%(-2))+(-2)x(-2). Mas, visto que temos + x
— = —, tanto segundo a regra usual dos sinais, quanto segundo a regra alternativa de Cardano,
obtemos que 0 gndmon = —-32+(-2)%(-2). Ora, se — X — = +, entdo 0 gndmon = —-32+4 = -28,
exatamente como Cardano afirmava no seu argumento reductio! N&o obstante, o argumento
s parece convincente porque contém uma premissa que nao é reconhecida como falsa.’® A
falsidade é, como no primeiro caso, que um comprimento pode ser negativo. E, de fato, falsa
em que nado € consistente com os principios aritméticos usadas para modelar a situa¢do, como
é mostrado pelo raciocinio, analogo ao citado no primeiro caso, de que 10 = ab = ac+bc = 8-
2=6.

Em seguida, Cardano faz um exemplo com um retangulo ae (Figura 3)%. Estipula
que ab =10, bc =-2,af =4 eag =-1. Assim, ac = 8 e fg = 3. Isto, claro, acarreta que 4 = af

'8 N&o deixa de ser inconsistente, como veremos, mas a inconsisténcia é mais subtil.

% De fato, 0 argumento de Cardano é um exemplo interessante do principio l6gico de que uma proposicéo falsa
implica em qualquer coisa: P — (~P — Q).

20 No texto original, falta a sinalizag&o do ponto g.

58 RBHM, Vol. 24, n° 49, pp. 50-65, 2024



CARDANO SOBRE A REGRA DOS SINAIS NA ALIZA

= ag+fg = —1+4 = 3, ao que Cardano ndo esta atenta. Desta forma?, o gndmon = ae—df = 40—
24 =16, que (visto que é um gndmon) deve ser negativo (—16). De fato, segundo Cardano, o
gnémon gce = acxcd + bexfg + bexed = 8x(-1) + (-2)x3 + (-2)x(-1) = -8 6 -2 =-16,0

gue comprova a regra — x — = —, O erro, como deve ser evidente, € 0 mesmo que nos casos
anteriores.
T f e
4
d
l &
-1
a c -2 b
€ 10 >
Figura 3.

O restante do paragrafo é dedicado a mostrar a causa para que parece que menos
vezes menos seja mais (docebo caufam huius, quare in operatione m. in m. videatur
producere p. - CARDANO, 1663b. p. 399). A explicacdo, no entanto, é bastante enrolada,
visto que é composta de uma mistura confusa de trés exemplos diferentes, introduz a variavel
X para bc (que ndo tem, de fato, um propdsito explicativo maior, pois é atribuido a ele um
valor) e contém vérios erros de redagdo, até no exemplo numérico. N&o emendaremos cada
um desses erros, mas um deles serd importante para a nossa analise e, portanto, observamos
gue onde tem, no texto, bc 9., deve se entender bc p., ou seja, bc positivo. Remete-nos, entéo,
a figura (nossa Figura 2) e observa que

ab? + bc? = ac?® + 2(ab - bc),
0 que é geometricamente correto, como podemaos ver da Figura 4, pois a parte quadrada maior

juntada com o retangulo maior na base da figura e ainda juntada com o retdngulo maior ao
direito da figura produz o todo juntado com o quadrado pequeno.

2 endo gnomo gce eft para gnomo gc eft € fuperficies de para fuperficies deb.
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f e
ac?
&
2 N
ab - be be =
a4 c b
Figura 4.

Assim, ao subtrair 2(ab - bc) dos dois lados, obtemos
ab? + bc? — 2(ab - bc) = ac?,

0 que é justamente o todo — 0 gnémon = a parte quadrada maior, visto que —2(ab - bc) =
—2(ac - bc) — 2bc?. Isto é, como Cardano observa, ao formar 2(ab - bc), 0 quadrado bc? é
incluido duas vezes. A sua observacdo é inteiramente correta, mas sua conclusdo — que
Menos Vezes mMenos parece ser mais — é claramente um non sequitur, porque a Ultima
equacdo em destaque nem sequer aparece quando formulamos a equagéo

ab? —T = ac?,

onde I ¢ o gndmon.

A (ltima equagdo merece mais atengdo. O sinal — nela contida claramente representa
a operagdo de subtragdio, pois estamos retirando a 4rea I' do quadrado ab?. Mas, Cardano
afirma que o gnémon é um ndmero negativo (cum folus gnomo vere /it m. - CARDANO,
1663b. p. 399) e, usando a notagio do valor absoluto, obtemos a equagéo equivalente ab? —
(=T = ac?. Isto, de fato, ndo é problematico para Cardano, pois, usando a sua regra
alternativa dos sinais —(—|I'|) = —|T'|. Ao juntar o quadrado maior com o gnémon para
formar o todo, porém, obteriamos, usando, por exemplo, as medidas dadas em Figura 2,
100 = ab? = ac? + (—|T'|) = 64 — 36 = 28, 0 que é impossivel. Vemos, portanto, mais
uma vez, que o procedimento de Cardano funciona para um aspecto da situacdo, mas
contradiz outro aspecto.

Quarto paragrafo. Agora Cardano prop8e mostrar porque é que, sempre que um fator é

menos (isto é, um nlmero negativo), o produto é menos. Observa primeiro que, como nés
diriamos, mais (0s nimeros positivos) é fechado sob multiplicagdo. Assim, o0 menos nao pode
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ser produzido pela multiplicacdo de fatores positivos. Isto quer dizer que o menos é alheio
(alienum).

Cardano adota dois principios. O primeiro é o de que, enquanto muitas coisas sejam
necessarias para construir, basta uma para destruir (ad conftruendum oportet affumere plura,
ad destruendum Jufficit vnum - CARDANO, 1663b. p. 400). Assim, basta um menos para
destruir o mais. Isto podera ser uma analogia, ja comentada acima, com a negagdo em
I6gica??, embora seria somente uma analogia parcial com a regra de Cardano, visto que uma
dupla negacdo faz uma afirmacéo, embora, podemos observar, na literatura latina uma dupla
negacdo é as vezes considerada uma negagao reforcada.

O segundo principio é o de que nada pode exceder seu proprio poder (a nihil potest
vitra vires fua - CARDANO, 1663b. p. 400). Isto supostamente justifica o fechamento de o
mais sob multiplicacdo e ainda elucidaria porque o menos (o alheio) também seria fechado
sob multiplicacdo, embora Cardano ndo diz isso explicitamente, mas o deixa implicito.
Talvez haja aqui um ténue eco do argumento de que a criacdo do mundo exige um ser mais
poderoso do que as proprias criaturas.

Os dois principios, porém, sé seriam descritivos — e, portanto, argumentativamente,
um petitio principii —, a ndo ser que fossem principios universais, ou, pelo menos, houvesse
razdo para acreditar que sdo aplicaveis a aritmética. Tomados juntos e conjuntamente com o
nome “alheio” para oS nimeros negativos, no entanto, parecem informados por o que nés
chamariamos de “tabu”. Isto é, o alheio (0 menos) é um poder “sacro”? que contamina o
mais quando entra em contato com ele pela multiplicagdo. Desta forma, o “experimento” de
Cardano com uma regra alternativa para os sinais poderia ter sido informado por suas crencas
sobre o oculto (imersas, decerto, numa teologia crista ou quase-crista).

De qualquer forma, avisa que a partir da regra dos sinais para a multiplicag&o,
podemos deduzir o comportamento dos sinais sob diviso e a extracao de raizes.

Quinto paragrafo. O ultimo paragrafo do capitulo especifica 0 comportamento dos sinais
sob divisdo. Poderiamos esperar, visto que a divisdo € igual a multiplicacdo pelo reciproco,
que a Unica divisao resultando em mais é mais dividido por mais, todos 0s outros casos dando
menos. No entanto, Cardano elabora outro raciocinio, procurando saber qual sinal do
quociente daria o sinal do dividendo quando multiplicado pelo divisor. Podemos resumir seu
pensamento da seguinte forma:

1 T=7=7=+ porque +x+=+

2. i=? =7?7= — porque —x+=—

3. —=7=7=F porque —x-=-—
eporque +Xx—=—

+ x .
4, — =7 =7nioexiste porque *Xx-—#£+.

22 Compare os nomes das regras l6gicas modus ponens (método de construgdo) e modus tollens (método de
destruigdo).
2 Num sentido magico, néo religioso.
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O primeiro caso ndo é dado no texto, mas é inteiramente 6bvio. Casos 3 (menos dividido por
menos da ou menos ou mais) e 4 (mais dividido por menos ndo existe) sao inesperados. O
pior, porém, é que esse resultado, mais uma vez, causa problemas em outras situacfes. Os
nimeros negativos, por exemplo, ndo teriam reciprocos e a equagdo 2x+6 = 0 ndo teria
solucdo, nem entre 0s negativos.*

A raiz quadrada de nimeros negativos e equacgdes cubicas

Cardano afirma que séo facilmente deduzidas as consequéncias da sua nova regra dos sinais
para a extragdo de raizes, embora ndo os especifica. Usando a notacdo do valor absoluto,
observamos que sé tem dois casos em que um ndmero pode ser multiplicado por si mesmo:

L +lyl x +lyl = +lx| = J+lx| = +|yl
2. =yl x =lyl = =lx| = J=lxI = —=Iyl.

Desta forma, os nimeros imaginarios — alheios num sentido mais radical até dos proprios
negativos — s@o convenientemente erradicados.

Lembramos que o propdsito da inovacdo de Cardano referente a regra dos sinais era
para salvar a sua férmula para a raiz da equagdo x3 = ax + b. Assim, voltemos a equagio
x3 = 15x + 4, para a qual vimos que a formula de Cardano da

x =2 +V=121 + V2 — V=121,

que, por sua vez, reduz a x = 4. Poderemos agora, porém, avaliar o resultado usando a regra
dos sinais para a extracao de raizes. Obtemos:

3 3
x = \/2 +vV-121 + \/2 —-v-121

=2 —Vizi+ V2 -viz1
=232-11
=2¥=9
=-2V9

2+ Pelo menos ndo poderiamos calcular a sua solugdo, embora pudéssemos a encontrar por inspeccdo (tentativa e
erro).
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Colocando esse valor na equacdo, obtemos

-72=(-239)* = 15(-239) + 4
=-3039 + 4
> 59,

0 que é impossivel. Assim, —23/9 ndo é uma raiz da equagdo x3 = 15x + 4, e a nova regra
dos sinais de Cardano ndo salva a sua férmula para a raiz da equagio x® = ax + b.

Conclusao

Ao que tudo indica — pois lembramos da reda¢do confusa da Aliza —, Cardano elaborou
uma regra alternativa dos sinais para salvar a sua férmula para a raiz da equagao “cubo igual
a coisa mais namero”. Como acabamos de ver, a regra proposta néo realiza o desideratum.
Mesmo assim, ele propde uma demonstracdo da referida regra — ou, pelo menos, alega
razbes para quais devemos aceitd-la. Os raciocinios por ele desenvolvidos as vezes déo
resultados pontualmente corretos, mas sempre acarretam resultados errdneos quando
aplicados em outros contextos matematicos. Isto tinha de acontecer, uma vez que a regra
usual dos sinais € uma consequéncia dos axiomas de um anel (o que era, ¢ claro, desconhecido
por Cardano). Observamos ainda que seus raciocinios sobre esse assunto foram invalidados
pela suposi¢do de que um comprimento (ou &rea) pode ser negativo.

Cardano tem sido retratado como experimentado com a regra dos sinais e como
reconhecendo o aspecto convencional na matematica. Assim, Confalonieri (2013, p. 339),
por exemplo, afirma:

“Summing up, we have good reasons to believe that Cardano has seriously
been questioning about the square roots of negative numbers, and in
particular about their sign. Cardano tries out various possibilities.”

enquanto Pycior (1997, p. 24-25) alega que:

“De aliza revealed a Cardano who was so troubled by the imaginary
numbers that he considered abandoning the traditional rule of signs to
resolve the problem and, in doing so, he implicitly recognized the
conventional element of mathematics.”

No contexto do Capitulo XXII da Aliza, porém, tais avalia¢cdes ndo parecem muito acertadas.
Dizer que Cardano “experimentou” com a regra dos sinais é uma fagon de parler, pois,
embora ele empreenda uma investigacao sobre uma regra alternativa, ele nunca diz algo como
“vamos ver o que vai acontecer se ...”. Muito pelo contrario, ele repete taxativamente, varias
vezes, que a regra usual é errada e que a sua alternativa é, de fato, correta. E, longe de ser um
aspecto convencional, Cardano propde demonstrar indubitavelmente a sua validade. Ao fazé-
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lo, até lanca médo ao que aparentemente considera dois principios universais de ordem
metafisica, possivelmente oriundos dos seus estudos do oculto.

No contexto maior da Aliza como um todo, e até conjuntamente com a Ars Magna,
parece claro que Cardano estava aceitando (as vezes a contragosto) ampliar o conjunto
numérico para incluir os nimeros negativos, os “alheios” aos nimeros usuais da época. Ainda
mais, ndo fez isso de forma meramente implicita, mas explicitamente atribuiu valores
negativos, como vimos, a comprimentos e areas. Também parece muito claro, no entanto,
que ele ndo conseguiu compreender como operar com esses novos nimeros. Mesmo assim,
preparou o terreno para 0s proximos passos, a exemplo da codificagdo das suas investigacGes
por Bombelli.®
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