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Resumo

O objetivo deste estudo é historicizar e problematizar as diferentes defini¢des do conceito de
fungdo formuladas por matematicos e autores de livros didaticos do século XVI1I1 até o século
XX, a partir da primeira delas, proposta por Johann Bernoulli, passando pela definicdo
formalista do grupo Bourbaki. O método utilizado foi o bibliogréfico-analitico, com a anélise
de dados apoiada no modelo das estruturas semidticas, desenvolvido por Richard (2004). Os
documentos selecionados e analisados sdo recortes de obras originais de matematicos, livros
e artigos de histdria da matematica. A partir das unidades significantes encontradas nas
definicBes, foram identificadas as seguintes categorias: relacdo entre quantidades variéveis;
relacdo de dependéncia; relacdo com dominio ampliado; relagdo entre conjuntos. Concluiu-
se que a definicdo do conceito de fungéo transformou-se, de uma formulagdo intuitiva e
empirica, em uma formulac&o abstrata e extremamente formalizada.

Palavras Chave: historia da matematica, relacéo, livros didaticos.

[CHILDHOOD AND MATURITY OF THE FUNCTION CONCEPT]

Abstract

The objective of this study is to historicize and problematize the different definitions of the
concept of function formulated by mathematicians and authors of textbooks from the 18th to
the 20th century, starting with the first one, proposed by Johann Bernoulli (1667-1748),
ending with the formalist definition of the Bourbaki group. The method used was
bibliographic-analytical, with data analysis supported by the model of semiotic structures,
developed by Richard (2004). The documents selected and analyzed are excerpts from
original works by mathematicians, books and articles on the history of mathematics. Starting

1 Esta pesquisa contou com o apoio do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico — CNPg.
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from the significant units found in the definitions, the following categories were identified:
relationship between variable quantities; dependency relationship; relationship with extended
domain; relationship between sets. It was concluded that the definition of the concept of
function was transformed, from an intuitive and empirical formulation, into an abstract and

extremely formalized formulation.

Keywords: history of mathematics, relationship, textbooks.

Introducgéo

Historicamente, a palavra “fun¢do”, na matematica, demorou alguns séculos para florescer.
Com a ideia de variaveis — variabilidade —, o solo foi germinado no ambito do calculo
infinitesimal e abriu-se um espaco livre para o aparecimento do conceito de funcéo.
Inicialmente, surgiu a palavra — fun¢éo; depois, uma definicdo um tanto vaga e dois séculos
decorreram até que os matematicos estivessem satisfeitos com uma defini¢éo rigorosa para
esse conceito.

Os conceitos matematicos ndo surgem do acaso, nem nascem prontos: ao contrario,
como dizia Bento de Jesus Caraga (1998), eles surgem quando o homem se defronta com
problemas de interesse pratico ou tedrico. Assim, o nimero natural surgiu da necessidade de
contagem, o nimero racional, da medida; e assim por diante. No presente estudo, pretende-
se chegar a génese do conceito de fungo.

Esse conceito foi escolhido como foco de analise por ser um objeto fundamental da
matematica ensinada desde o ensino secundario até o superior ha mais de dois séculos.
Conforme Silva e Paulo (1958, p. 131), “Séo pois (sic) os conceitos matematicos de variavel
e de funcéo que permitem a razdo humana interpretar 0 movimento e, dum modo geral, 0s
fendmenos naturais”.

O conceito de funcéo, do ponto de vista da matemética, € um conceito cientifico. Para
Lev Vygostki (1896-1934), os conceitos (significado das palavras) cotidiano, assim como 0s
conceitos cientificos, se desenvolvem, ndo sdo assimilados ja acabados. Entretanto, segundo
es psicdlogo, a construcdo de conceitos cientificos segue um caminho particular, diferente da
dos conceitos cotidianos, pois aqueles sdo incorporados mediante a mediagéo sistematica do
professor. Os conceitos cientificos tém, portanto, um carater social de produgéo. Vygostki
afirma que o conceito ndo ¢ “[...] simplesmente um conjunto de conexdes associativas que
se assimila com a ajuda da memoria, ndo é um habito mental automatico, mas um auténtico
e complexo ato do pensamento” (Vygostki, 1982, p. 184). Do ponto de vista psicoldgico, o
conceito € um ato de generalizagdo. No caminho de formacdo do conceito para a
compreensdo da nova palavra, ha o desenvolvimento paulatino a partir de uma ideia vaga.
Quando o aluno penetra no significado da nova palavra, para ele o processo do
desenvolvimento do conceito ndo termina, mas apenas comeca.

Sfard (1989) afirma que, diferente dos objetos materiais, os objetos matematicos sao
totalmente inacessiveis pelos nossos sentidos, mas, se a mente tivesse olhos, poder-se-ia dizer
que eles sdo vistos com os “olhos da mente”. Assim, quando fazemos um desenho
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representando uma funcdo no papel, estamos realizando uma possivel representacdo de um
objeto abstrato. Esta autora problematiza o conceito de funcdo, considerando que este tem
uma natureza dual: uma concepcao estrutural e uma concepcdo operacional, ou seja, pode-se
olhar para a fungdo como um objeto — portanto, como sendo de natureza estrutural -, assim
como pode-se olha-la como o produto de um processo — portanto, como sendo de natureza
operacional. Segundo Sfard, a natureza operacional precedeu a estrutural. O quadro 1 ilustra
essa concepcao.

Estrutural Operacional

funcdo Conjunto de pares ordena- | Processo computacional
dos, como a definicdo de
Bourbaki

Quadro 1: Fungdo numa concepgéo dual

Fonte: Reelaborado a partir de Sfard, (1989, p. 5)

O conceito de funcdo ndo teve lugar na Matematica grega. Até o século XVII, as
curvas eram definidas por suas propriedades geométricas, e o conceito de funcéo estava
ausente deste estudo. A partir do momento em que o conceito de variagdo comegou a ser
melhor aplicado e os fendbmenos naturais identificados por leis que os regem, um passo
decisivo foi dado para o surgimento do conceito de fungéo.

A escolha dos matemaéticos que definiram fungdo apoiou-se em dois critérios: 1°)
aqueles ja consagrados pelos historiadores da matemética, como Boyer (1974), Monna
(1972), Wussing (1998); 2°) matemaéticos que trouxeram uma Visdo sui generis para abordar
0 conceito, como Cournot (1841). A analise dos dados apoia-se, parcialmente, na abordagem
de Richard (2004), que considera necessario, para uma descricdo da linguagem, uma
identificacdo das unidades significantes, das formas e regras de conexdo dessas unidades,
assim como a realizacdo dos objetivos dessa conexdo. A identificagdo dessas unidades
significantes permitiu a classificacdo das defini¢bes em quatro categorias: 1) relacdo entre
quantidades; 2) relacéo de dependéncia; 3) relagdo com dominio ampliado; 4) relagdo entre
conjuntos.

O objetivo da presente pesquisa € historicizar e problematizar as diferentes
defini¢Bes do conceito de funcdo formuladas por matematicos, partindo daquela j& conhecida
proposta por Johann Bernoulli no século XVI1II até chegar ao século XX, com a definicéo
formalista do grupo Bourbaki.

A forma como a Matemaética tem sido apresentada em sala de aula reforca a crenga
de que ela é uma colecdo de simbolos, férmulas, teoremas e definicbes formalmente
estruturadas. A histéria dessa construcdo ndo é mencionada e, na maioria das vezes, o proprio
professor a desconhece. Espera-se que este texto, apresentando aspectos histdricos do
conceito de fungdo, sirva de estimulo ao professor para pesquisar mais sobre a histéria dos
conceitos matematicos e compreender a sua importancia na educagdo matematica.
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Surgimento da palavra e primeiras defini¢6es de funcao

Um nome (palavra) ndo é jamais um conceito, é apenas o nome do conceito. “Nenhuma
defini¢éo ¢ teoricamente indispensavel, se bem que ela possa ser util ¢ comoda” (Couturat,
1905, p. 30). Em 1905, assim se manifestava o 16gico Louis Couturat (1868—1914), na revista
L’Enseignement Mathématique, a respeito das definices em matematica. Por ndo ser uma
proposi¢do, ela ndo é nem verdadeira nem falsa. As defini¢des, segundo esse autor, séo
abreviacdes de ideias.

O conceito de funcdo surgiu no contexto da Analise Infinitesimal (Calculo Diferen-
cial e Integral) e desempenhou um papel importante na consolidacdo dessa area de investi-
gacdo. Segundo Lorenzo (1987), no final do século XVII, Leibniz comecou a identificar uma
curva com uma equacdo (num sentido semelhante aquele de Descartes); assim a curva faz
um papel de “funcdo”, ela é a representacdo geométrica da equagdo. Para Monna (1972,
p.59), “a ideia de fungéo estava conectada com o estudo analitico de curvas”. A existéncia de
parametros constantes, que ndo séo diferenciaveis, e de outros, como a abscissa, e ordenada
relacionam-se por uma expressdo analitica. A expressdo que relaciona estas variaveis € uma
equacdo ou relacdo funcional. Em 1694, Leibniz (1646-1716) escreveu: “Chamo de fungio
a porcdo de uma reta que é cortada por retas tracadas apenas com o auxilio de um ponto fixo
e 0 ponto da curva dado com sua curvatura” (Probst, apud Leibniz, p. 216).

O Marqués de L’Hospital (1661-1704), que foi aluno de Leibniz, publicou, em 1696,

a importante obra Analyse des infiniment petits? e nela no utilizou o conceito de funcio. Ao
apresentar as regras para o célculo infinitesimal, ele comecou introduzindo o conceito de
variavel, seguido daquele de diferenca:
Chama-se quantidades variaveis aquelas que aumentam e diminuem constantemente e, pelo
contrario, quantidades constantes aquelas que permanecem as mesmas enquanto as outras
mudam. Assim, em uma paréabola, as aplicadas e os pares sdo de quantidades varidveis, em
vez do pardmetro que € uma quantidade constante. A porc¢do infinitamente pequena cuja
quantidade varidvel aumenta ou diminui continuamente é chamada diferenga (L Hospital,
1696, p. 1, grifos nossos).

P P C
Figura 1: Curva AMB
Fonte: Marques de L’Hospital, 1696, p. 25

2 Obra consultada on-line na biblioteca digital Gallica (BNF).
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A figura 1 é a primeira no livro de 1696. O autor a descreve como uma curva
qualquer AMB, que tem por eixo AC e por uma aplicada MP e pm uma outra aplicada,
infinitamente préxima da primeira, esta tem MR paralela a AC, as cordas AM, Am que saem
do centro A, [...] Pp sera a diferenca de Ap, Rm aquela de PM, Sm aquela de AM e Mm
aquela do arco AM. A partir dai, ele deduziu as regras de derivacdo, sem mencionar o
conceito de funcdo. Entretanto, a variavel e diferenca podem ser interpretadas como
“fungdes”.

Em 1697, Johann Bernoulli tomou 0 mesmo enfoque e adotou a frase de Leibniz
“fun¢do de x” para designar uma quantidade formada por constantes e varidveis. Mas foi em
1718 que ele deu uma definicdo para esse termo. O termo variavel é importante para a
compreensdo de funcdo, pois sem sua explicitacdo fica dificil entender o conceito intuitivo
de funcdo. Primitivamente, esta palavra era aplicada as grandezas fisicas que variavam com
0 tempo como, por exemplo, a pressao de um gas. Quando os matematicos comecaram a falar
em variaveis e funcdes, eles estavam, de fato, interessados nos padrdes presentes em algumas
leis fisicas ou geométricas. Assim, a definicdo matematica mais antiga de fungdo que se
conhece foi dada por Johann Bernoulli. Ele coloca a ideia de fun¢fo como associada a uma
varidvel; “Chama-se uma fungdo de uma magnitude varidvel uma quantidade composta de
alguma maneira daquela magnitude e de constantes ” (Bernoulli, apud Monna, p. 58).

Ele utilizou a notagdo @x, que se aproxima da moderna g(x). Assim, a fungdo é
definida como uma quantidade composta de variaveis e constantes. Seu entendimento é que
fungdo era uma quantidade, portanto um objeto numérico.

O passo decisivo foi dado por Leonard Euler (1707-1783). Enquanto seus
antecessores como Leibniz e L’Hospital, tomaram o conceito de “diferenga” como central no
calculo infinitesimal, Euler considerou o conceito de fungdo como base para a analise. Assim,
trinta anos apos a definicdo de Johann Bernoulli, surgiu, em 1748, aquela que se tornou um
marco e que serviu de modelo para muitos matematicos. No primeiro volume do Introduction
a l'analyse infinitésimale, ele explicitou o que entendia por uma quantidade varidvel, nocéo
que serviu de apoio a sua definicdo de fungo:

“Uma quantidade variavel € uma quantidade indeterminada, uma
quantidade universal, que compreende todos os valores determinados. Um
valor determinado qualquer pode ser expresso em nimero, dai segue-se
que uma quantidade variavel compreende todos os nimeros de qualquer
natureza que sejam” (Euler, 1988, v. 1, p. 2).

Para Euler, “uma fun¢do de uma quantidade varidvel é uma expressdo analitica
composta, de qualquer maneira que seja, desta mesma quantidade ou de quantidades
constantes” (Euler, 1988, p. 3). Mas, o que é uma expressdo analitica? Ele ndo apresentou
seu entendimento sobre este conceito no texto. Atualmente, entendemos por expressao
analitica as expressdes que se obtém ligando entre si varidveis e simbolos numéricos por
sinais das operacBes fundamentais de analise. Ainda permanecia a ideia de que funcéo era
uma quantidade.
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Uma funcédo era, entdo, uma expressdo composta pelo uso da adicdo, subtracéo,
divisdo, extracdo de raizes, operacdes trigonométricas, logaritmicas e exponenciais. Félix
Klein, criticando a defini¢do de Euler, afirmava que, embora ele falasse em fun¢do como uma
expressdo composta de poténcias, logaritmos, fungGes trigonométricas, ele ndo expressava
claramente quais poderiam ser essas combinagdes.

Outro matematico que se destacou no século XVIII foi Joseph Louis Lagrange
(1736-1813), sucessor de Euler na Academia de Ciéncias de Berlim. Em 1798, publicou o
livro Lecons de Calcul de Fonctions®, em que estendeu um pouco mais a definicdo de funcgéo
de Euler.

“Denomina-se funcao de uma ou mais grandezas toda expresséo de calculo
na qual essas grandezas estiverem presentes de algum modo, estejam elas
separadas ou ligadas a outras grandezas, que sdo consideradas como
dadas ou invariaveis, ao passo que as grandezas das funces podem
adquirir todos os valores possiveis” (Lagrange, 1798, p.1).

Em lugar de falar de expressdo analitica, Lagrange preferiu “expressdo de calculo”,
provavelmente com o mesmo significado.

Até entdo, as definicdes apresentadas para o conceito de funcdo sdo discursivas no
sentido de Richard (2004). O conceito de funcéo, durante o século XV111, foi entendido como
uma expressdo analitica, ou seja, uma expressdo contendo operacfes de adigdo, subtracéo,
multiplicacdo, divisdo, poténcias e raizes, operagdes trigonométricas e logaritmica. Com o
nascimento do conceito de fungdo matematica, surge a ela associada a simbologia gx e,
posteriormente, f(x).

As unidades significantes identificadas nas definicbes desses autores estdo no
quadro 2.

Johann Bernoulli Leonard Euler Joseph Lagrange
Quantidade; Quantidade; Grandeza,

variavel; variavel, expressdo de célculo
constante expressdo analitica

Quadro 2: Sintese das unidades significantes segundo cada matematico

Fonte: elaborado pela autora

3 Obra consultada on-line na biblioteca digital Gallica (BNF).
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O conceito de fungdo no século XIX

Os autores de livros didaticos, por outro lado, precisavam popularizar os conceitos
formulados pelos matematicos para que fossem transmitidos nos cursos de matematica dos
colégios secundarios e universidades. Assim, esses livros constituem-se boa fonte de analise
para entender o desenvolvimento histérico dos conceitos fundamentais na Matematica. Um
bom exemplo disso, s&o os livros de Sylvestre Lacroix (1765-1843), na Franca.

Sylvestre Lacroix, um matematico francés e autor de livros-texto, se popularizou na
Franca no século XIX. Em seu livro Traité élémentaire de Calcul Différentiel et de Calcul
Intégral, de 1806, incluiu a definicdo do conceito de funcdo e o faz nos seguintes termos:

“Para exprimir que uma quantidade depende de uma ou de varias outras,
seja por operagdes quaisquer, seja mesmo pelas relacbes impossiveis de
assinalar algebricamente, mas cuja existéncia é determinada por certas
condicdes, diz-se que a primeira é fungdo das outras. O uso dessa palavra
esclarecera o seu significado. Emprega-se somente uma letra como sinal
ou caracteristica da palavra fungdo, assim os simbolos u=f(x), v=F(x),
z=[1(X) exprimem que u, v e z sdo diversas funcfes de x” (Lacroix, 1806,

p.1).

Percebe-se que, na definicdo de Lacroix, ele a trata como dependéncia entre
varidveis e ndo como expressdo analitica.

Em 1822, em seu livro Cours de Analysis*, Augustin Cauchy (1789-1857) trouxe
contribuicdes significativas para o conceito de funcéo continua. Todavia, a defini¢do dada
para o conceito de fungdo assemelha-se aquelas do século anterior.

“Se grandezas varidveis se interrelacionam de tal maneira que se pode de-
duzir do valor dado de uma varidvel os valores de todas as outras, é comum
pensar que essas diferentes grandezas sdo expressas por meio daquelas.
Aquelas recebem o nome de varidveis independentes, ao passo que as ou-
tras, as grandezas expressas atraveés das varidveis independentes, sao as
chamadas fun¢des daquela varidvel” (Cauchy, 1885, p. 13).

Cauchy avangou ao apresentar uma definicdo analitica para o conceito de

continuidade, ampliando o entendimento que se tinha até entdo desse conceito. Por exemplo,

= sy > 0
ara Euler a expressdo analitica f(x) = { xsex =
P P f& —xsex <0

porque tinha duas leis de formagdo. Sua concepg¢éo de funcdo continua também era restrita.
No inicio do século XIX, lentamente, comegou-se a perceber que os fundamentos

da andlise ainda ndo estavam suficientemente justificados; faltava especialmente uma

precisdo dos conceitos de funcdo, continuidade e convergéncia. Além disso, s6 em meados

ndo era considerada uma fungdo

4 Obra consultada on-line na biblioteca digital Gallica (BNF).

RBHM, Vol. 23, n® 49, pp. 1-18, 2024 7



CIRCE MARY SILVA DA SILVA

do século, é que ficou claro que também o conceito de nimero necessitava ser melhor
fundamentado.

Assim, a concepg¢do de fungdo de Euler sofreu seu primeiro impacto em 1807,
quando Joseph Fourier (1768-1830) apresentou pela primeira vez a Academia de Ciéncias de
Paris seu trabalho com as séries trigonométricas, conhecidas atualmente como séries de
Fourier. Em 1822, sua obra Teoria do calor® ndo fez restricdo quanto ao desenvolvimento de
fungdes em séries trigonométricas: “[...] podemos desenvolver em séries convergentes ou
expressar por integrais definidas as fung¢fes que ndo estejam sujeitas a uma lei constante e
que representem as ordenadas de linhas irregulares ou descontinuas” (Fourier, 1822, p. 12).

Uma funcdo arbitraria para Fourier era uma funcdo que ndo precisava estar
submetida a uma Unica lei, podendo cumprir uma lei apenas para um pedaco da funcéo.

O trabalho de Fourier foi revolucionario: representar, por meio de séries
trigonométricas, funcGes totalmente arbitrarias, que obedeciam em diferentes intervalos a
condicBes que eram diferentes, foi algo totalmente novo para 0os matematicos a época, como
diz Klein (2011), embora, Daniel Bernoulli (1700-1782) tenha usado séries trigonométricas
para o problema do movimento sonoro de uma corda vibrante. Para Thomas Hawkins (2002,
p. 6.), “[...] a palavra fun¢do para Fourier significava que, para um namero finito de valores
x num intervalo finito, uma funcédo representada por uma série trigpnométrica poderia tornar-
se descontinua ou poderia ndo ser derivavel”.

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), em 1829, apresentou um exemplo de
funcgdo distinta das utilizados até entdo: f(x) = { € S€ X € um numero raagnal , com

d, se x é um numero irracional
c#d. Essa fungdo ¢ descontinua em todos os seus pontos. Sua contribuicdo foi dupla: além de
estender o conceito de funcéo, que sé se aplicava para as fungdes continuas, ele apresentou
condigdes necessarias e suficientes para que uma funcdo pudesse ser desenvolvida em uma
série de Fourier.

A definicdo de funcéo, segundo Dirichlet (1829, p. 157-159), é a seguinte:

“[...] se uma variavel y esté relacionada com uma variavel x de tal modo
que, sempre que é dado um valor numérico a x, existe uma regra segundo
a qual um valor Unico de y fica determinado, entdo diz-se que y é uma
funcdo da varidvel independente x [...]".

Essa € uma definicdo mais ampla que aquela de Euler, que s6 englobava funcdes
continuas. Além disso, ele deixou claro que a cada valor de x corresponde, por alguma regra,
um dnico valor de y. Por sua clareza, essa definicao foi adotada por muitos autores de livros
didaticos.

Em 1830, Auguste Comte (1798-1856) escreveu o primeiro volume da Filosofia
Positiva e deu destaque ao conceito de fun¢do, distinguindo a fungéo abstrata da concreta.
Para a funcdo abstrata ele deu a seguinte definig&o:

5 Obra consultada on-line na biblioteca digital Gallica (BNF).
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“Eu denomino de abstratas as fungdes que exprimem um tipo de
dependéncia entre determinadas grandezas que podem ser representadas
em numeros, sem denominar qualquer procedimento onde ocorra esse tipo
de dependéncia” (Silva, 2023, p. 92).

Em 1843, no livro didatico sobre Geometria Analitica intitulado Traité Elémentaire
de Géométrie Analtyque a deux et a trois dimensions, Comte deu muito destaque ao termo
fungdo. Ele tratou do movimento geométrico de pontos descrevendo uma curva. Quando um
ponto se desloca arbitrariamente sobre um plano, as duas coordenadas mudam
independentemente uma da outra, mas se 0 movimento segue uma trajetoria rigorosamente
determinada, essas duas variaveis ndo podem mais ser consideradas como independentes uma
da outra. Assim, uma delas é suficiente para determinar o ponto e os valores ficam
subordinados a primeira coordenada. Dessa forma, ela se torna assim analiticamente uma
verdadeira funcdo, que é caracterizada por uma equacdo (Comte, 1843).

O matematico russo Lobachevskiy (1792-1856), em 1834, chamou atencgdo para o
mesmo problema que Dirichlet, afirmando a possibilidade de extensdo do conceito:

“O conceito geral sugere que, como funcéo de x, se denomine um nimero
que esti dado para todo o x e que varia progressivamente com x. O valor
da funco se pode dar tanto por meio de uma expressdo analitica, como
mediante uma condi¢do que ofereca um meio de examinar todos o0s
nimeros e de escolher um deles, e, por ultimo, que possa existir a
dependéncia mas esta permanecer desconhecida” (Lobachevsky apud
Waussing, 1998, p. 204).

Lobachevsky e Dirichlet apontam para uma amplitude do conceito de fun¢do, que
ndo se restringe a fungBes continuas e que ndo tem a obrigacdo de ter uma Unica lei de

formagdo.

As unidades de significado identificadas nas defini¢cbes desses mateméticos séo as
apresentadas no Quadro 3.

Sylvestre Lejeune Augustin-Louis Auguste Nicolai
. . Cauch Comte
Lacroix Dirichlet y Lobachevsky
Quantidade, ope- | Variavel, regra, | Varidvel, gran- | Grandeza, nd- | Expressdo anali-
racOes, dependén- | valor Unico paray | deza, meros, depen- | tica, variagao;
cia . déncia
Expressédo

Quadro 3: Sintese das unidades significantes segundo cada matematico

Fonte: elaborado pela autora
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Dirichlet foi o primeiro autor, que se conhece, a inserir na definicéo a exigéncia de
que, a cada x exista um valor Gnico paray, e Lobachevsky deixou clara a ideia de que funcédo
exprime uma variagao.

Outro passo decisivo foi dado pelo matematico alemdo Hermann Hankel (1839—
1873), que definiu-a em um intervalo e ampliou para opera¢@es ndo matematicas:

“Uma funcdo se diz y de x se a cada valor da magnitude variavel x que se
move dentro de um certo intervalo lIhe corresponde um determinado valor
y, ndo importa se y depende de x em todo o intervalo segundo a mesma lei
ou ndo, se a dependéncia se pode expressar mediante operagdes
matematicas ou nao” (Hankel apud Wussing, 1998, p. 205).

De Antoine-Augustine Cournot (1801-1877) é o livro Traité élementaire des
fonctions et du calcul infinitesimal® (12 ed. 1841), o qual introduz a ideia de funcdes
empiricas. Estas distinguem-se das fun¢des matematicas por ndo poderem ser expressas por
uma definicdo matematica, e ndo poderem ser calculadas com exatiddo, ao contrario das
funcdes matematicas. A sua definicdo de funcdo ¢ bastante ampla: “Em geral, expressamos
que a grandeza y é uma funcéo de x, conhecida ou desconhecida, matematica ou empirica,
por meio de notacdes, tais que: y= f(x), y= F(X), y= ¢ (X), etc, as letras f, F, ¢, ...., que
designam ndo quantidades, mas as caracteristicas das funcdes, analogamente em abreviagdes
log, sin” (Cournot, 1857, p. 14). Prossegue argumentando que a fungdo pode depender de
mais de uma variavel e ainda envolver pardmetros, a, b, c.... As letras a, b, c,...x, y, ... podendo
designar grandezas concretas como areas, volumes, pesos ou nimeros abstratos.

Em 1861, o apelo a ideia de funcdo como um fendmeno aparece nos trabalhos de
Richard Dedekind (1831-1916) que, ao introduzir o conceito de fungdo, sugere a ideia de lei
da natureza. Percebe-se a preocupacdo de Dedekind, em suas aulas de Célculo Diferencial e
Integral de 1861/1862, de apresentar didaticamente o conceito apoiado na intuicéo.

“N6s encontramos na natureza muitas variaveis. Consideremos, por
exemplo, o crescimento. Em relagdo a tal fendbmeno observamos que o
tamanho de uma planta ndo é sempre o mesmo. Da mesma forma, nds
observamos a variabilidade da temperatura. Leva-se em conta para tal
variabilidade muitas quantidades, como, por exemplo, no caso da varia¢ao
da temperatura num tempo t e uma certa quantidade em grau u, que nés
podemos medir. Aqui, a temperatura u depende do tempo t. As quantidades
u et ficam em uma certa dependéncia. Dizemos, neste caso, que duas
quantidades tém dependéncia quando uma quantidade depende da outra,
quando uma é funcao da outra. Entéo, u € uma funcéo de t, e escrevemos
de forma abreviada u=f(t), onde f significa a palavra fun¢éo e a quantidade

® Obra consultada on-line na biblioteca digital Gallica (BNF).
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entre parénteses mostra de quem u seria uma fungdo” (Dedekind, 1985, p.
25).

Dedekind, num trabalho de 1887, chegou a uma concep¢do mais geral de fungéo,
falando sobre a aplicacdo de um conjunto (ndo necessariamente numérico) em outro
conjunto. Essa mesma questdo havia sido contemplada por Georg Cantor em trabalhos de
1878, quando investigava sobre a cardinalidade de conjuntos. No livro Was sind und was
sollen die Zahlen, de 1887, Dedekind definiu aplicacdo da seguinte maneira:

“Uma aplicagéo ¢ de um sistema S é entendido como uma lei segundo a
qual cada elemento especifico s de S tem um objeto especifico que é
chamado imagem de s, é denotado por ¢(s); também dizemos que @(s)
corresponde ao elemento s, que ¢ (s) surge ou é gerado de s pela aplicacéo
@, que s é transformado em ¢ (s) pela aplicacdo ¢”.

Nessa definigdo, ndo apenas discursiva, aparece mais a simbologia matematica. O sistema é
entendido como conjunto, e 0s objetos desse conjunto ndo precisam ser necessariamente
nameros. Entre 1895 e 1897, Cantor introduziu em seus trabalhos uma defini¢do similar em
sua generalidade aquela de Dedekind.

Em 1851, o matematico alemdo Bertrand Riemann (1826-1866) iniciou sua aula
inaugural na Universidade de Gottingen pelo conceito de fungdo e de fungdo continua, da
seguinte maneira:

“Se alguém pensa em z como uma grandeza variavel, que pode
gradualmente assumir todos os valores reais possiveis, entdo, se a cada
um de seus valores corresponde um unico valor de grandeza indefinida w,
w € chamado de funcéo de z, e se, enquanto z esta constantemente passando
por todos os valores localizados entre dois valores fixos, w também esta
mudando constantemente, entdo esta fungdo é chamada continua ou
continua dentro deste intervalo. Esta definicdo obviamente ndo estabelece
nenhuma lei entre os valores individuais da funcéo, na medida em que, se
hé& um certo intervalo para esta fungdo, a natureza de sua continuagéo fora
dela permanece inteiramente até a vontade” (Riemann, 1851, p.1).

Ele prossegue explicando mais detalhadamente seu entendimento deste conceito téo
relevante da seguinte maneira: “A dependéncia da grandeza w de z pode ser dada por uma
lei matematica, de modo que o w correspondente é encontrado para cada valor de z por certas
operagdes” (Riemann, 1851, p.1).

Importante observar que Georg Cantor (1845-1918), ao divulgar sua teoria dos
conjuntos transfinitos’, estabeleceu, no final do século XIX, uma definicdo de funcdo em
termos de conjuntos. Esta definigcdo popularizou-se no século seguinte.

7 Obra consultada on-line na biblioteca digital Gallica (BNF).
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Dizemos que uma lei que, para cada elemento n de N, faz corresponder a um elemento
determinado de M, o mesmo elemento pode ser usado vérias vezes; realiza-se uma
representacdo (Belegung) do conjunto N sobre os elementos do conjunto M, ou mais
simplesmente uma representagdo em M. O elemento de M assim associado a n é de certa
forma uma funcédo uniforme de n e pode, por exemplo, ser denotada por f(n); f(n) é a funcao
de representacdo de n; a representacao correspondente de N sera denotada por f(N) (Cantor,
1899, p. 350).

Foi um grande passo, o fato do matematico aleméo Cantor finalmente introduzir os
conjuntos na definicdo de funcao.

As unidades significantes identificadas nas definicfes elaboradas por esses
matematicos estdo no Quadro 4.

Hermann Antoine- Bertrand Richard Georg
Hankel Augustine Riemann Dedekind Cantor
Cournot
Variavel, Grandeza, Grandeza, Lei, Lei,
dependéncia, funcdo empirica, | variavel, correspondéncia, |
intervalo caracterfistica correspondéncia imagem, elemento,
transformagdo conjunto

Quadro 4: Sintese das unidades significantes segundo cada matematico

Fonte: elaborado pela autora

Tanto Cournot quanto Dedekind ampliaram o dominio de definicdo, de forma que
esta passou a ndo necessitar ser formada apenas por nimeros. Hankel, por sua vez, assim
como Dirichlet, ndo exigiu que a relacdo fosse expressa por uma Unica formula. Cantor
ampliou a definicdo para os conjuntos.

O conceito de fungdo no século XX

“Uma boa definicdo, em matematica, é aquela que satisfaz as regras da
I6gica; no ensino, uma boa definicho é aquela que os alunos
compreendem” (Poincaré, 1904).

Funcéo entendida como uma relagdo de dependéncia entre varidveis em que nao se
explicita o dominio destas, era muito comum no século XIX. Peano (1858-1932), em 1911,
recorreu tanto a investigac@es sobre teoria das fungdes quanto a légica matematica. Em 1887,
ele ja apresentava exemplos de funcdes de conjuntos com valores vetoriais. A teoria dos
conjuntos de Cantor comecgou a ser amplamente usada no século XX. Em 1918, Constantin
Carathéodory (1873-1950) discorreu amplamente em seu livro Vorlesung uber reelle
Funktionen [Ligdes de FuncBes Reais] sobre a teoria dos conjuntos, abordando axiomas de
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ordem e de ligacdo, conjuntos, intervalos, opera¢des fundamentais num conjunto de pontos.
Assim, ele definiu funcéo:

“No caso mais simples, uma funcao real de pontos é aquela que a cada
ponto de um conjunto qualquer de pontos A, de um espaco finito ou infinito
n-dimensional é denotado por f(P) a fim de destacar a dependéncia deste
ponto P. O conjunto A, o qual pode incluir todos os pontos do espaco R™,
chama-se o dominio da funcéo f(P)” (Carathéodory, 1918, p. 19).

Felix Klein (1849-1925), partindo da histéria do conceito de funcdo desde Leibniz e
Bernoulli, chegou as consideracdes de Cantor sobre conjunto. Segundo ele, partindo da
moderna formulacdo de Cantor,

“[...] Estao-se a considerar funcfes que so sdo definidas para os pontos de x
de algum conjunto arbitrario de modo que, em geral, y diz-se uma fungéo de
x se quando a todo o elemento de um conjunto de coisas (nimeros ou pontos)
corresponde um elemento y de um conjunto” (Klein, 2011, p. 86).

Klein estabeleceu uma diferenca entre as defini¢ces de funcdes anteriores a Cantor e
a partir de Cantor - aquelas estavam atreladas a fenémenos da natureza, como por exemplo,
ateoria do calor de Fourier, enquanto, a partir de Cantor, ndo ha quaisquer preocupagdes com
aplicacOes. Fungdes sdo objetos matematicos abstratos.

Todavia, uma defini¢do que, no inicio do século XX, teve muitas repercussdes foi
aquela dada pelo grupo Nicolas Bourbaki, em 1939, no livro Theorie des Ensembles. O grupo
Bourbaki procurou estabelecer a matemética de maneira formalizada, baseada numa
axiomatica. Os autores, antes de proporem a defini¢do de funcdo, definiram todos os termos
que nela aparecem, 0s quais podem ser consultados na obra original.

“Dizemos que um grafo F é um grafo funcional se, para todo x, existe no
méaximo um objeto correspondente a x por F. Dizemos que uma
correspondéncia f= (F, A, B) é uma funcéo se seu grafo F é um grafo
funcional e se seu conjunto de partida A é igual ao seu conjunto de
definicdo por F. Em outras palavras, uma correspondéncia f=(F, A, B) é
uma funcéo se, para todo x pertencente ao conjunto de partida A de f, a
relagdo (x, y) € F é funcional em y; o objeto Unico correspondente a x por
f é chamado o valor de f para o elemento x de a, e se designa por f(x) ou f;
(ou F(x) ou F,). Se f é uma fungéo, F seu grafo e x um elemento do conjunto
de definigdo de f, a relacdo y= f(x) é equivalente a (x, y) € F ” (Bourbaki,
1970, p. 64).

Embora conhecendo a definicdo formalizada de Bourbaki, 0 matemético portugués
José Sebastido e Silva (1914-1972) - e também professor de matemaética - escreveu um livro
didatico para o ensino secundario - Compéndio de Algebra para o 6° ano dos liceus - em
coautoria com José Silva Paulo, em 1956. Nele, os autores apresentam o conceito de funcgéo
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com uma abordagem intuitiva. Antes de introduzirem uma definicdo, discorrem longamente,
procurando relacionar esse conceito com a sua génese, uma vez que, segundo eles, “as
propriedades dos seres materiais nunca se mantém rigorosamente constantes: mudam com o
tempo, sdo variaveis” (Silva & Paulo, 1957, p. 67). Essa génese encontra-se nos fendbmenos
fisicos, que eles chamam de fungdes empiricas. Estas, que ainda ndo tém uma representacéo
analitica, s3o ditas “fun¢des” empiricas, mas ndo sdo fungdes propriamente ditas, uma vez
que elas descrevem os fendmenos e sdo concretizagdes aproximadas das fungdes. E assim é,
segundo eles, porque “nenhum fenémeno segue a risca uma lei quantitativa. A defini¢do que
apresentam para func¢do uniforme é: “y é funcao uniforme de outra variavel x, quando existe
um processo pelo qual, a cada valor de x, corresponde um, e um s6 valor de y” (Silva &
Paulo, 1957, p. 73).

As unidades significantes encontradas nas defini¢6es citadas acima estdo no Quadro 5.

Constantin Felix Klein Nicolas Bourbaki José Sebastido
Caratheodory e Silva
Conjunto; Conjunto, Conjunto, Variavel,
Dependéncia; coisas, correspondéncia, Correspondén-
dominio correspondéncia conjunto de defini¢do | cia

Quadro 5: Sintese das unidades significantes segundo cada matematico

Fonte: Elaborado pela autora

Os quadros 2, 3, 4 e 5 apresentam uma sintese das unidades significantes, que nos
possibilitaram agrupar as diferentes definicdes segundo as suas caracteristicas mais
marcantes. No quadro 2, embora as definigdes discursivas contemplem a ideia de que funcéo
estd relacionada com quantidades varidveis, que estdo submetidas a uma lei (expressdo
analitica ou expressdo do calculo), elas limitam os seus objetos — sdo quantidades, nimeros.
Nesse sentido, podemos enquadrar na categoria relagdo entre quantidades variaveis. O quadro
3 traz um segundo grupo de definicBes, que tratam a fung¢do numa relagdo de dependéncia
entre variveis, sO que estas ndo se limitam necessariamente a quantidades ou ndo estéo
condicionadas a uma unica lei de formacéo, podendo incluir fungbes que ndo séo continuas.
Estas podem ser enquadradas na categoria relacdo de dependéncia.

O quadro 4 traz definicbes que ndo se enquadram nos dois grupos anteriores, séo
diversificadas pois o seu dominio de definicao tanto pode ser um intervalo (Hankel), ou um
dominio de objetos quaisquer (Dedekind e Cournot), segundo uma mesma lei ou vérias. O
enquadramento dessas defini¢bes foi problematico, por isso optamos por enquadra-las na
categoria relacdo com dominio ampliado.

A partir do momento que os matematicos comegaram a utilizar a linguagem dos
conjuntos, as definiges de fungdes tornaram- se mais formalizadas. O quadro 5 de unidades
significantes, permitiu enquadrar as defini¢fes na categoria relacdo entre conjuntos.
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Relagéo entre Relacdo de depen- Relagdo com do- | Relacdo entre con-
guantidades déncia minio ampliado juntos
Bernoulli, Lacroix, Hankel, Cantor
Euler, Comte, Cournot, Klein, Caratheodory,
Lagrange Cauchy, Dedekind Bourbaki
Dirichlet, Loba- Riemann
chewsky
Sebastido e Silva

Quadro 6: Categorizacédo das definicbes

Fonte: elaborado pela autora

O esquema da figura 3 é uma tentativa de mostrar como 0s conceitos envolvidos nas
definicBes de fungdo, mantiveram sempre presente a ideia de relacéo.

Expressao
analitica

Variavel

| Quantidade

/77 AN

A

\

Fendbmenos naturais/

Geometria

Dependéncia
variaveis

| Conjuntos |

%

Dominio

AS)

Y
&Q
\ <&

Figura 3: Esquema.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Conclusdes

Durante varias décadas, a defini¢do do conceito de fungéo transformou-se de uma formulagao
intuitiva e empirica, para uma formulago abstrata e extremamente formalizada, que néo faz
mais nenhum apelo ao mundo real. Essa Gltima formulagdo, com algumas variagdes, é
encontrada nos livros-texto de Matematica do ensino fundamental até o nivel universitario.

A génese do conceito de funcdo, conforme Klein (1908) e Silva (1956) reside nos
fendmenos naturais. S8o as “fun¢des” empiricas, ainda sem uma representacao analitica, que
se constituem no germe daquilo que posteriormente, por meio do raciocinio, podera ser
eXPresso por uma expressao matematica.

A definicdo do conceito de funcdo, desde o século XVIII até a formalizacdo do
grupo Bourbaki, no século XX, sofreu transformacfes: a principio entendida como uma
relacdo entre quantidades sujeita a uma lei de formacéo, passou por uma ampliacdo, deixando
precisos 0 dominio de definicdo e as possibilidades das leis de formacédo, até finalmente, no
século XX, chegar a uma formalizacéo tal, que pode ser expressa praticamente apenas por
simbolos. A definigcdo do conceito de funcédo €, a principio, bastante discursiva, mas aos
poucos as palavras tornam-se mais precisas e os simbolos integram-se a ela. Torna-se um
conjunto de pares ordenados — um objeto matematico.

Cabe mencionar que a definicdo formalizada do século XX afastou-se
completamente de sua génese, de seu aspecto operacional intuitivo, restando apenas o aspecto
estrutural para o conceito de fungéo.

Sierpinska (1992) afirma que a introducdo de defini¢bes gerais, no ensino
secundario, ndo faz sentido sem antes ter sido desenvolvida uma certa cultura algébrica pelo
aluno em que o universo de formas de apresentar, falar sobre e representar funcdes seja o
mais amplo e rico possivel com o objetivo de permitir que o aluno adquira familiaridade com
as representagdes de funcdo. Sugere que definicbes do tipo daquela de Dirichlet séo
suficientes para o ensino secundario.

A definicdo do grupo Bourbaki satisfaz as exigéncias de rigor da matematica
contemporanea; entretanto, permanece o desafio de como introduzir e definir esse importante
conceito nos diferentes niveis de ensino. As dificuldades encontradas no ensino e
aprendizagem do conceito de fungdo tém razdes historicas, filosoficas e cognitivas, conforme
explicam pesquisadores como Niss (2014). O objetivo do presente trabalho foi apresentar
alguns aspectos histoéricos de tal conceito a fim de mostrar que os proprios matematicos foram
desafiados ao longo dos ultimos séculos com a formulagdo deste conceito. A historia da
matematica serve para nos mostrar as relagbes dos individuos com o conhecimento
matematico num determinado contexto temporal, social e cultural — neste caso, o conceito de
fungdo — que percorreu caminhos em diversos territorios e se deslocou nos tempos até se
consolidar, na atualidade, como o objeto central do mundo matematico.
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