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Resumo

As  Contribuições  a  uma  Exposição  mais  Bem  Fundamentada  da  Matemática foram
publicadas por Bernard Bolzano (1781–1848) em 1810. Elas constituem parte importante
do esforço, manifestado desde cedo em sua obra e nunca abandonado, de atingir clareza a
respeito da ciência que tamanha admiração lhe despertava. Em aberta oposição às posições
kantianas, ele logra formular uma concepção da matemática como ciência formal geral. O
presente artigo traz a tradução inédita da primeira metade da obra, acrescida de notas e de
um ensaio introdutório.
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[BERNARD BOLZANO CONTRIBUTIONS (1810):
PORTUGUESE TRANSLATION, NOTES AND INTRODUCTORY ESSAY]

Abstract

The  Contributions to a Better-Grounded Presentation of Mathematics were published by
Bernard  Bolzano  (1781–1848)  in  1810.  They  are  a  relevant  part  of  his  efforts,  soon
manifested in his philosophical works, and never abandoned, to reach clarity regarding the
science that commanded on him such a great  admiration. In open conflict with Kantian
views, Bolzano proposes a conception of Mathematics as a general  formal science. The
present article contains the first Portuguese translation of the first half of this text, alongside
notes and an introductory essay.
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AS CONTRIBUIÇÕES DE BERNARD BOLZANO: TRADUÇÃO, NOTAS E...

1. Apresentação

Bernard Bolzano (1781–1848) é uma daquelas raras figuras que, na ilustre companhia de
Descartes e de Leibniz, podem alegar para si, além de um pensamento filosófico relevante,
resultados importantes no âmbito da matemática. Como seria de se esperar nesses casos,
tais resultados costumam vir na esteira de reflexões epistemológicas abrangentes, a respeito
da ciência em geral e da matemática em particular. A obra Contribuições a uma Exposição
mais bem Fundamentada da Matemática contém reflexões desse tipo. Ela foi publicada em
Praga, no ano de 1810, e ainda pode ser considerada um escrito de juventude do autor.
Antecede em sete anos a demonstração pioneira dada por Bolzano para aquele que viria a
ficar conhecido como Teorema de Bolzano-Weierstrass, cuja importância para a história da
análise real dispensa comentários. Ao todo, a obra possui as seguintes quatro partes:

Prefácio
I. Do conceito de matemática e suas Subdivisões.
II. Do método matemático
Apêndice: Da teoria kantiana a respeito da construção dos conceitos por meio da
intuição.
Apresento  aqui,  acompanhadas  de  breve  ensaio  introdutório,  as  duas  primeiras

partes  da  obra.  Em  outra  oportunidade,  espero  poder  trazer  ao  público  o  restante  da
tradução.

2. Ensaio introdutório: Bolzano e a concepção de uma ciência formal geral

O mérito essencial do texto de Bolzano, cuja tradução parcial oferecemos aqui, consiste em
buscar uma definição de matemática que seja ao mesmo tempo clara e abrangente. Dessa
definição deve seguir-se, além disso, uma subdivisão rigorosa da disciplina, que nada deixe
de fora, nem inclua nada que não pertença a ela. A meta é certamente ambiciosa, e hoje
nutrimos certa tendência a desconfiar de um projeto como esse. Afinal, a matemática parece
ter se revelado, ao longo da história, um campo tão vasto e tão diverso, tão dinâmico em
sua evolução, que melhor seria condenar como insensata qualquer tentativa de delimitá-la
em seu método ou escopo – como faz qualquer definição –, ou de ordená-la segundo uma
concepção prévia. Nesse caso, a história e a sociologia restariam como nossa única régua,
constatando ad hoc as múltiplas faces daquilo que, no decurso do tempo e das civilizações,
foi estudado como matemática.

Não foi assim, porém, que boa parte da tradição pensou. Ao contrário: por muitos
séculos,  sempre  pareceu  não  apenas  sensato,  mas  necessário,  obter  uma  compreensão
abrangente  e  rigorosa  da  matemática,  capaz  de  distingui-la  de  outras  empreitadas
intelectuais humanas, particularmente de outras formas de cognição da physis mais atadas à
empiria. Com efeito, aqui se revela um dos centros nervosos da discussão que, desde os
gregos, emergiu com surpreendente autoconsciência: a distinção que se anuncia entre, de
um lado, investigações empíricas da natureza,  que necessitam para seu desenvolvimento
das  informações  colhidas  pelos  sentidos;  e,  de  outro  lado,  esse  estranho  ramo  do
conhecimento, a matemática,  que foi  assumindo um grau cada vez maior de autonomia
justamente  por meio de  uma progressiva  libertação  da  empiria,  mais  precisamente,  por
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meio da progressiva ênfase em procedimentos demonstrativos, bem como na generalização
e na sistematização de resultados capazes de serem articulados em um discurso coerente,
dotado de regras internas de validade.

É a esse problema – profundamente enraizado,  portanto,  na própria história da
disciplina – que Bolzano se dirige.  É para  esse problema que ele oferece  uma solução
radical, levando às últimas consequências aquela percepção que está na base da constituição
da matemática como disciplina: sua distinção em relação às formas empíricas de cognição
do mundo. E a proposta que ele formula,  embora possa parecer  estranha, merece nossa
atenção.

Alguns esclarecimentos são, desde logo, necessários. Bolzano nasceu no mesmo
ano (1781) em que Kant  publicava  a  Crítica da Razão Pura.  Como sabemos,  daquele
momento  em  diante  nada  mais  poderia  continuar  como  estava,  tanto  no  âmbito  das
reflexões filosóficas como no âmbito das reflexões científicas. A partir dali, era possível ser
kantiano,  antikantiano,  ou  ainda  qualquer  coisa  no  meio  do  caminho.  O  que  não  era
possível, para nenhum pensador sério, era continuar pré-kantiano. Para o entendimento da
obra de Bolzano, portanto, eis o primeiro ponto que devemos manter em vista: a referência
constante de suas investigações são as doutrinas elaboradas pelo filósofo de Königsberg.
Não à toa, a pequena obra que estamos parcialmente traduzindo termina com um apêndice
(ver apresentação acima) em que o autor discute a “teoria kantiana a respeito da construção
dos conceitos por meio da intuição”, ou seja, a teoria kantiana da matemática.

O segundo ponto que precisamos ter presente, porém, é este: a relação de Bolzano
com a filosofia kantiana não é simples. Pelo contrário. Ao longo de seu percurso intelectual,
Bolzano  foi  desenvolvendo  uma concepção  filosófica  –  em todos  os  seus  aspectos,  aí
incluída a filosofia da matemática – sempre crítica, e em muitos sentidos até mesmo oposta,
à de Kant. Sua afinidade intelectual, pode-se dizer, é bem outra. Bolzano pode ser mais bem
compreendido, nesse sentido, como um elo de ligação entre as tradições lógicas de Leibniz
(ele chegou a ser chamado de “o Leibniz da Boêmia”) e de Frege.

Essas simples indicações, sumárias como possam ser, bastam para que cheguemos
à segunda questão central. O outro ponto que está em jogo, para além da distinção entre
matemática e ciência empírica, é a relação entre matemática e lógica. A ligação entre as
duas questões não é difícil de perceber.  Com efeito, a lógica é o outro grande ramo de
investigação  que  almeja  subtrair-se  ao  domínio  da  empiria.  Mas  se  é  assim,  então
deveríamos  indagar:  o  que  distingue a  matemática  da  lógica,  como conhecimento  não-
empírico? Seria a matemática parte da lógica, ou a lógica parte da matemática? Ou será
ainda que ambas coincidem? Esse tema,  já  anunciado com clareza  por Leibniz,  viria  a
ocupar lugar de grande destaque nas reflexões filosófico-matemáticas a partir de Frege ou,
mais  geralmente,  a  partir  do  momento  em  que  começou  a  assumir  feições  claras,  na
segunda metade do século XIX, algo que se convencionou chamar de “lógica matemática”,
termo  que testemunha  não  apenas  a  proximidade  das  duas  investigações,  mas  anuncia
também uma possível inversão na relação entre elas.

Situados  entre  Leibniz  e  Frege,  tanto  Kant  como Bolzano  se  dirigem a  essas
mesmas  duas  perguntas.  As  respostas  de  Kant,  como  sabemos,  são  inequívocas:  a
matemática é um conhecimento a priori (não-empírico) que, ao contrário do que desejava
Leibniz, não pode ser visto como meramente lógico. Isso porque, segundo o fundador da
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filosofia crítica, a matemática envolve, para além da execução de operações lógicas, o uso
essencial da intuição. Seus resultados somente podem ser obtidos por meio da construção
de conceitos nas formas a priori da intuição, que são o espaço e o tempo. Vale lembrar que,
no  sistema  kantiano,  tanto  intuições  como  conceitos  são  representações  (singulares  no
primeiro  caso;  gerais  no  segundo).  Isso  significa  que  a  matemática  é,  em um sentido
relevante, um estudo da estrutura das nossas representações.

Segue-se daí uma primeira consequência importante. Como estudo da construção
de  conceitos  nas  formas  puras  da  intuição,  a  matemática  não  está  preocupada  com  a
existência  dos  objetos  espaço-temporais,  mas  apenas  –  como  é  característico  da
investigação transcendental – com certas condições de possiblidade desses objetos. Ela não
pergunta  nunca  quais  objetos  espaço-temporais  efetivamente  existem,  vale  dizer,  quais
representações sensíveis são efetivamente dadas. Ela investiga, em vez disso, a estrutura da
intuição  a  priori do  espaço  e  do  tempo.  Consequentemente,  investiga  também  a
organização, no espaço e no tempo, de qualquer representação possível.

É  interessante  notar  como,  apesar  de  anunciar,  já  nas  seções  5  e  6  das
Contribuições, sua discordância em relação à teoria da matemática apresentada na Crítica
da Razão Pura, Bolzano parece estar, ao menos quanto a esse ponto, em perfeito acordo
com Kant.  A seção  8,  que  contém sua definição  de  matemática  e  utiliza largamente  o
vocabulário kantiano, traz a seguinte afirmação:

“Se digo ainda que a matemática trata das leis pelas quais se regulam
essas coisas em sua existência, então quero indicar com isso que nossa
ciência não se preocupa com a demonstração da existência dessas coisas,
mas tão-somente com as condições de sua possibilidade. E ao dizer que
essas leis são gerais, dou a entender que nunca ligo a matemática a uma
única coisa como indivíduo, mas sempre a conjuntos de coisas de certo
gênero.” (BOLZANO, 1810, §8)

A formulação, como se vê, é amplamente kantiana. Nela se expressa, vale repetir,
a seguinte posição fundamental:  a matemática não é uma ciência do real,  mas sim uma
ciência da possibilidade do real;  e como tal, não é uma ciência empírica,  mas sim uma
ciência a priori.

O que Bolzano claramente rejeita, porém, é a teoria kantiana da matemática como
tendo sua origem na intuição pura do espaço e do tempo. Tal explicação não lhe parece
convincente:

“Eu,  de  minha  parte,  gostaria  apenas  de  reconhecer,  com  o  coração
aberto, que até o presente momento não consegui me convencer, não só a
respeito da verdade de muitos outros ensinamentos da filosofia crítica,
mas  particularmente  também  a  respeito  da  correção  das  afirmações
kantianas acerca da intuição pura e da construção de conceitos por meio
dela. Não deixo de acreditar que já no conceito de uma intuição pura
(isto é, a priori) resida uma contradição interna; e muito menos consigo
me convencer  de que o conceito  de número  deva ser  necessariamente
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construído  no  tempo  e,  nesse  sentido,  de  que  a  intuição  do  tempo
pertença realmente à aritmética.” (BOLZANO, 1810, §6)

Temos  então  a  seguinte  situação:  Bolzano  mantém a  ideia  kantiana  de  que  a
matemática é uma ciência da possibilidade do real, sem atrelá-la, contudo, a uma teoria a
respeito da forma como esse real pode ser dado na experiência, em particular na experiência
sensível. O resultado é uma concepção que amplia imensamente o campo do que deve ser
considerado como pertencente à matemática. A matemática passa a ser, com efeito, uma
ciência das leis gerais de tudo:

“Penso, portanto, que se pode definir a matemática da melhor maneira
como uma ciência que trata das leis (formas) gerais pelas quais se devem
regular as coisas em sua existência. Por meio da palavra coisas desejo
compreender  não  somente  aquelas  que  possuem  um  ser  objetivo,
independente  da  nossa  consciência,  mas  também aquelas  que  existem
meramente  em  nossa  representação,  e  essas,  por  sua  vez,  tanto  na
condição de indivíduos (ou seja, intuições) como na de conceitos gerais.
Em uma palavra: tudo o que de qualquer maneira puder ser objeto de
nossa faculdade de representação.” (BOLZANO, 1810, §8)

Não à toa, dessa definição superlativamente abrangente, resulta uma subdivisão da
matemática que inclui, talvez para nossa surpresa, áreas como a “etiologia” – estudo das
“condições gerais pelas quais se deve regular, em seu devir ou em sua existência, tudo o
que  é  efetuado  por  uma  causa  (esteja  ela  dentro  ou  fora  do  tempo)”  (§13)  –,  a
“cronometria” – estudo que visa “desenvolver e ordenar cientificamente as propriedades
abstratas do tempo” (§14) – e até mesmo toda a “ciência natural pura” (§15).

Devemos indagar, então: o que está por trás de uma definição como essa? Como
compreendê-la adequadamente? E será que podemos simplesmente descartá-la?

Não julgo necessário defender, neste breve ensaio introdutório, a ideia de que a
matemática  é  a priori,  ou seja,  de  que  a  validade  de  seus resultados  é  essencialmente
independente  da  empiria.  Apesar  de  certas  recaídas  no  “empirismo  matemático”
encontráveis  na  filosofia  contemporânea,  largamente  tributárias  do  uso  cada  vez  mais
frequente de métodos computacionais na matemática atual (e de uma interpretação errada
de seu significado), partirei do pressuposto de que essa é uma questão razoavelmente clara.
Meu  objetivo,  aqui,  é  simplesmente  examinar  o  seguinte:  seria  possível,  nesse  caso,
distinguir a matemática de outros conhecimentos a priori?

Nas  Contribuições,  Bolzano  admite  somente  uma  distinção  no  âmbito  do
conhecimento a priori, e ela se dá entre matemática e metafísica. Eis como ele formula a
questão:

“Em outras palavras, aquela [a matemática] lidaria com a pergunta: de
que modo as  coisas  precisam ser,  para  que  sejam possíveis?  Esta  [a
metafísica] proporia a pergunta: quais coisas são reais e, ainda por cima
(pois deve fornecer uma resposta a priori), necessariamente reais? Ou de
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maneira  ainda  mais  curta:  a  matemática  trataria  da  necessidade
hipotética,  a  metafísica  da  necessidade  absoluta.”  (BOLZANO,  1810,
§9)

Deixando  de  lado  a  ideia  de  um  suposto  conhecimento  metafísico,  tal  como
definido acima, podemos nos concentrar  no verdadeiro problema que nos interessa.  Ele
pode ser formulado assim: se aceitamos uma ciência das “leis (formas) gerais pelas quais se
devem regular  as  coisas  em sua existência”,  como então  seria  possível  traçar  qualquer
fronteira, em seu interior, entre aquilo que é matemático e aquilo que não é matemático, ou
entre aquilo que vale a pena ser considerado como matemático e aquilo que não vale? Em
primeiro lugar, note-se que a hipótese de partida – a existência de uma tal ciência – é algo
fácil de admitir. Com efeito, qualquer conhecimento a priori deve ser compreendido como
uma ciência exatamente desse tipo. Temos aqui, justamente, uma das grandes contribuições
kantianas:  o conhecimento  que antecede  a experiência  só pode ser  um conhecimento a
respeito daquilo que estrutura a experiência; ele não é um conhecimento do real (dado na
experiência),  mas  sim  da  possibilidade  do  real,  ou  seja,  das  formas  sob  as  quais
conseguimos conceber o real, e para além das quais tudo se perderia em uma bruma de
indistinção.  Trata-se,  no  fundo,  de  um  conhecimento  reflexivo  a  respeito  do  próprio
conhecimento, capaz de investigar suas formas.

Se indagamos agora pela possibilidade de traçar  fronteiras dentro  desse tipo de
investigação, temos três opções. Uma, já sabemos, é aquela sugerida por Kant: identificar,
como resultado dessa investigação a priori, certo número de formas puras a que se sujeitam
quaisquer cognições. Nesse caso, haveria um conhecimento a priori distinto para cada uma
dessas formas (bem como, possivelmente, um conhecimento a priori de caráter geral). Na
filosofia kantiana essas formas são o espaço  e o tempo, dando origem à geometria  e à
aritmética,  às  quais  se  acrescenta  ainda  o  exame  das  categorias,  na  chamada  lógica
transcendental. Mais uma vez, não cabe no escopo deste ensaio realizar uma crítica detida
do  caminho  trilhado  por  Kant.  Basta  dizer  que  Bolzano  recusa  a  análise  kantiana,
considerando duvidosa a noção de uma intuição pura a priori e rejeitando a possibilidade
de obter resultados matemáticos a partir dela. Não é outro, aliás, o significado do teorema
de  Bolzano-Weierstrass,  cujo  grande  mérito  reside  em  exigir  –  e  encontrar  –  uma
demonstração  lógica  ali  onde  a  intuição  espacial  parecia  “exibir”  uma  obviedade.  (A
consequência  nada  desprezível  dessa  postura  é  que,  a  partir  de  agora,  será  necessário
articular um discurso a respeito do espaço para além de qualquer intuição espacial, ou seja,
será  necessário  reconstruir  o  espaço  como  tema  de  um  discurso  lógico  regrado  cujos
critérios,  mais  públicos  e  menos  subjetivos,  possam ir  além de  uma  suposta  “intuição
espacial”.)

A segunda opção  é  tentar  circunscrever  a  matemática  a  partir  de  um ou mais
conceitos específicos, que lhe fossem característicos e em torno dos quais ela pudesse se
organizar.  Os candidatos mais óbvios,  ao menos do ponto de vista histórico,  seriam os
conceitos de “número” e de “forma geométrica”, os quais serviram como ponto de partida
para  o  desenvolvimento  de  boa  parte  daquilo  que,  no  século  XIX  como  ainda  hoje,
chamamos de matemática. A fórmula seria: “Matemática é a ciência  a priori que trata do
número  e  da  forma  geométrica”.  Está  claro  que,  nesse  caso,  ainda  seria  necessário
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esclarecer  o que são “número” e “forma geométrica”.  E se buscarmos reunir esses dois
conceitos  em um único  conceito  comum,  avançando  um pouco mais  no  ideal  de  uma
definição unitária, obteríamos algo como a definição explicitamente criticada por Bolzano
nas  seções  1,  2  e  3  das  Contribuições:  “A  matemática  é  a  ciência  das  grandezas”.
Novamente, tudo giraria em torno da possiblidade de dar uma definição adequada para a
noção  de “grandeza”.  Mas Bolzano considera  esse caminho inviável.  Toda a  discussão
proposta  por  ele  nas  referidas  seções  volta-se,  justamente,  a  estabelecer  o  caráter
insatisfatório dessa empreitada.

Resta ainda a terceira opção. Trata-se daquela opção que sempre se oferece em
uma situação como essa, na qual se busca averiguar a disponibilidade de um critério de
divisão em certo âmbito de investigação: reconhecer que não há tal critério. (O ônus de
apresentar novos candidatos, é claro, está com quem insistir em fazer a divisão). Parece ser
precisamente essa a postura adotada por Bolzano, e é dela que surge sua concepção tão
abrangente de matemática, como ciência (a priori) das “leis (formas) gerais pelas quais se
devem regular as coisas”, sem qualquer restrição.

Agora  estamos  em condição  de  ver,  finalmente,  que  não  se  trata  de  proposta
absurda. Ela pode ser entendida, segundo compreendo, como a proposta de assumir como
pertencente  à  matemática  –  reconhecendo  sua  profunda  semelhança  com  aquilo  que
historicamente foi estudado sob esse título – todo e qualquer estudo formal, vale dizer, todo
e qualquer estudo a priori relacionado à forma possível da experiência. Essa identificação
teórica  (que  é  também  reconhecimento  e  legitimação)  de  uma  abordagem  formal
abrangente,  metodicamente  vinculada  à  matemática,  tem  implicações  profundas.  Ela
implica, por exemplo, que a matemática possa ser vista como a ferramenta adequada para
articular uma “lógica formal”, ou mesmo uma “linguagem formal” nos moldes do sonho
leibniziano. Ou ainda, em um movimento inverso, mas no fundo muito semelhante, que a
matemática possa ser inteiramente assimilada a um âmbito prévio de estudos formais, vistos
como  estudo  geral  das  estruturas  simbólicas  regradas  (as  quais,  em  última  instância,
acabarão por ser submetidas a um tratamento matemático). Implica também, de um ponto
de vista mais amplo, que a matemática possa servir como modelo e/ou como instrumento
privilegiado  para  uma  investigação  a  respeito  da  própria  constituição  do  significado
linguístico. Como se vê, as possibilidades de desenvolver essa ideia são muitas. Mais do
que isso,  diversas delas tiveram uma longa e relevante história,  não apenas na segunda
metade do século XIX, mas também ao longo de todo o século XX – e até hoje.
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3. Tradução

Contribuições a uma Exposição mais Bem Fundamentada da Matemática
(Bernard Bolzano, Praga, 1810)

Multum adhuc restat operis, multumque restabit,
nec ulli nato post mille saecula praecludetur occasio

aliquid adhuc adjuciendi. . . . Multum egerunt, qui ante
nos fuerunt, sed non peregerunt. Suspiciendi tamen sunt,

et ritu deorum colendi. (Sêneca, Epístola 64) 1

Prefácio

Que a matemática, entre todas as ciências, ainda é aquela que se encontra mais próxima ao
ideal  de  perfeição,  eis  algo  que  deve  ser  reconhecido  por  qualquer  juiz  imparcial.  Na
maioria dos manuais de matemática predomina, efetivamente, maior clareza e precisão de
conceitos, maior certeza e convicção nas afirmações do que encontramos, ainda hoje, no
mais bem-acabado manual de metafísica. Embora seja isso inegável, também o matemático
nunca deveria esquecer-se, por sua vez, de que vale, também em relação à sua ciência, o
que lá se encontra escrito acerca de todo conhecimento humano: “que é apenas um trabalho
incompleto”. De fato, os maiores conhecedores dessa ciência admitiram, desde sempre, não
apenas que o edifício de sua ciência ainda não é um edifício completamente erguido, em si
mesmo encerrado;  mas também que até mesmo as primeiras pedras fundamentais desse
edifício, de resto tão precioso, ainda não estão assentadas de maneira firme e regular; ou,
para falar  sem metáforas,  que até mesmo nas primeiras noções elementares  de todas as
disciplinas matemáticas encontram-se ainda diversos buracos e imperfeições.

Para comprovar essa afirmação apenas com alguns exemplos: Não reconheceram
os  maiores  matemáticos  dos  novos  tempos  que,  na  aritmética,  a  teoria  das  grandezas
opostas,2 juntamente com tudo aquilo que dela depende, ainda não foi passada a limpo?
Não  se  encontra,  em quase  todo  manual  de  aritmética,  uma  exposição  diferente  dessa
teoria? Ainda mais vacilante, e neste momento cheia de contradições por todos os lados, é o
capítulo das grandezas irracionais e imaginárias. Das deficiências de que padece a álgebra
superior, o cálculo diferencial e integral, não desejo aqui nem falar; é bem conhecido que,
até  agora,  ainda  não  se  entrou  em  acordo  nem mesmo a  respeito  do  conceito  de  um
diferencial; e somente no final do ano passado a Sociedade Principesca Jablonovskiana de
Ciências,3 em Leipzig,  ofereceu  um prêmio  para  a  questão  de  confrontar  as  diferentes
teorias do cálculo infinitesimal e determinar qual delas merece preeminência.
1 Resta ainda muito trabalho, e muito sempre restará,

e mesmo a quem nascer dentro de mil séculos não faltará ocasião
de algo acrescentar. ... Muito progrediram os que vieram
antes de nós, embora não até o fim. Merecem, porém, admiração,
e devem ser adorados com rito de deuses.

2 No alemão, “entgegengesezten Grössen”. A expressão refere-se ao tipo de grandeza que admite um oposto,
normalmente indicadas pelos sinais + e -. O caso mais simples é o dos números positivos e negativos.

RBHM, Vol. 23, no 46, pp. 296–371, 2023 303 



TIAGO TRANJAN

Nem por isso a aritmética deixa de ser, em minha opinião, ainda e de longe a mais
bem-acabada das disciplinas matemáticas; pois a geometria possui deficiências muito mais
importantes  e  difíceis  de  solucionar.  Aqui  ainda  falta,  atualmente,  uma definição  mais
precisa  dos  principais  conceitos:  linha,  superfície,  corpos.  Nem  mesmo  a  respeito  da
definição de linha reta (que talvez pudesse ser dada antes do conceito de linha em geral)
conseguiu-se  atingir  um  consenso.  Alguns  anos  atrás,  o  Sr.  Grashof4 presenteou-nos
(Theses  sphaereologicae,  quae  ex  sphaerae  notione  veram  rectae  lineae  sistunt
definitionem, omnisque geometricae firmum jaciunt firmamentum,5 Berlim, 1806) com uma
explicação completamente nova, mas que dificilmente poderia nos satisfazer. A lacuna mais
evidente, no entanto, para cuja melhoria se tem trabalhado, até onde sabemos, já desde os
tempos de Proclus, e muito provavelmente já bem antes de Euclides, diz respeito à teoria
das  paralelas.  Contudo,  por  maior  que  tenha  sido  o  número  de  tentativas  até  agora
empreendidas, nenhuma ainda conseguiu gozar de aprovação geral.

Na mecânica, o conceito de velocidade e o conceito de força constituem quase a
mesma pedra no sapato que o conceito de linha reta na geometria. Há muito tempo também
já se compreendeu que os dois principais teoremas dessa ciência – o do paralelogramo de
forças  e  o da alavanca  – ainda não foram demonstrados com rigor.  Por esse motivo, a
Sociedade Real de Ciência, em Copenhague, ofereceu ainda em 1807 um prêmio para a
elaboração de uma teoria mais bem fundamentada para o paralelogramo de forças. Como
ainda não consegui ter diante dos olhos o trabalho do prof. de Mello, ganhador do prêmio,
não posso avaliar se a tentativa, que em tais folhas espero encontrar, constitui algo novo.
No que tange à teoria da alavanca, a opinião geral é de que a demonstração de Kästner 6

resolveria todas as dificuldades; contudo, pretendo mostrar o contrário ainda no presente
ensaio.

Finalmente, em todos os ramos da matemática – mas principalmente na geometria
–, já se reclama, desde os tempos de Ramus,7 da falta de ordem. E de fato, no livro de
Euclides, os teoremas individuais não tratam dos objetos mais díspares? Primeiramente de
triângulos, e já então de circunferências que se cortam em certos pontos; logo depois de
ângulos complementares e opostos pelo vértice; então da igualdade de triângulos; somente
muito depois da semelhança  desses  mesmos triângulos,  e  mesmo assim por um desvio
inaudito,  em que o tema é derivado de considerações  acerca  das linhas paralelas  e  até
mesmo da área dos triângulos, entre outras coisas! – Consideremos, porém,  ταυθʹ ὅπως

3 A Fürstlich Jablonowskische Gesellschaft der Wissenschaften, ou Societas Jablonoviana, havia sido fundada em
1769, com sede na universidade de Leipzig, pelo magnata e príncipe polonês Josef Alexander Jablonowski (1711–
1777), com o objetivo de promover o intercâmbio cultural e científico entre Alemanha e Polônia.
4 Franz Grashof (1826–1893): engenheiro e professor, distinguiu-se amplamente por seu trabalho em mecânica
aplicada. Foi um dos fundadores e o primeiro diretor da Associação dos Engenheiros Alemães, dando nome, a
partir de 1894, à maior distinção por ela conferida: a medalha de Grashof.  
5 Teses esferológicas que, a partir da noção de esfera, estabelecem a definição verdadeira de linha reta e põem as
bases firmes de toda a geometria.
6 Abraham  Gotthelf  Kästner  (1719–1800):  matemático  alemão,  escreveu  Anfangsgründe  der  angewandten
Mathematik (“Princípios fundamentais de matemática aplicada”, Göttingen, 1780). A primeira seção dessa obra é
dedicada a problemas de estática, a começar pelo problema da alavanca.
7 Petrus  Ramus  (1515–1572):  pensador  humanista  francês,  escreveu  manuais  de  lógica  que  tiveram grande
divulgação nos séculos XVI e XVII.
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γέγραπται τῷις καιρῷις καὶ τᾶις ἀκριβειαις;8 e se levarmos em conta como cada sucessiva
proposição,  na demonstração que Euclides lhes  oferece,  requer  necessariamente aquelas
que a antecedem, então chegamos bem a pensar que a razão para tal desordem deve ser
mais profunda, e que todo o método de demonstração utilizado por Euclides não deve estar
correto.

As  presentes  páginas  têm por  objetivo,  assim,  oferecer  uma  contribuição  para
eliminar da matemática, não apenas as deficiências contra as quais atualmente se costuma
reclamar,  mas também algumas outras, cuja presença só poderá ser demonstrada no que
segue.  Seria  natural  que  alguém  me  perguntasse:  como  cheguei  a  esse  ponto?  Muito
honestamente, gostaria de acrescentar aqui aquilo que, nesse sentido, sei dizer a meu favor
e contra mim.

Já faz cerca de quinze anos – pois não é há mais tempo que eu sei matemática –
que essa ciência é um de meus estudos mais queridos; sobretudo em vista de seu aspecto
especulativo, como ramo da filosofia e como meio de exercitar o correto pensamento. Já
desde os primeiros contatos com a mesma, propiciados pelo excelente manual de Kästner, 9

chamaram-me a atenção uma ou outra falha, cuja superação ocupou minhas horas ociosas,
sinceramente  não  por  vaidade,  mas  pelo  interesse  intrínseco  que  encontrava  em  tais
especulações.  Quanto  mais  eu  meditava,  mais  crescia  o  número  de  deficiências  que
acreditava  descobrir.  E  embora  aos  poucos  conseguisse  superar  algumas,  não  confiava
imediatamente na solução encontrada, por medo de incorrer eu mesmo em erros, e porque
amava  mais  a  verdade  do  que  o  prazer  de  uma  pretensa  descoberta.  Somente  quando
checava minha opinião por todos os lados, e por todos os lados a via confirmada, adquiria
mais confiança nela. Ao mesmo tempo, tanto quanto permitiam meus outros estudos e, há
cinco  anos,  minha  atividade  docente  e  demais  circunstâncias,  eu  também  consultava
aqueles livros escritos com o propósito de aperfeiçoar o sistema científico da matemática.
Aí  encontrei  apresentado  algo  daquilo  a  que  havia  sido  conduzido  por  minha  própria
reflexão; muitas outras coisas, ao contrário, não achei em lugar nenhum.  No entanto, como
não podia obter um conhecimento completo da literatura matemática, era sempre possível
que alguma coisa que eu tomava por nova já houvesse sido dita em algum lugar:  isso,
porém, certamente não será o caso a respeito de tudo.

Além disso, eu não desconheço, absolutamente, o fato de que é uma empreitada
ousada querer alterar ou melhorar alguma coisa nos fundamentos primeiros da matemática.
“Todos  aqueles  que  desejaram  superar  Euclides”,  diz  Kästner  em  algum  lugar,  com
acuidade  histórica,  “trouxeram  sobre  si  mesmo,  até  hoje,  apenas  vergonha”.  Será  que
também a mim não aguardará destino semelhante, ainda mais porque bem ali, onde deveria
ter a verdade a meu lado, preconceitos e teimosia serão arrojados contra mim? Contudo, do
fracasso de muitas tentativas não se segue, está claro, que todas as demais devam fracassar;
e o caminho que eu escolhi, além do mais, é diferente de todos os caminhos tentados até
hoje.  Considero,  portanto,  como  minha  obrigação  oferecê-lo  ao  julgamento  dos
especialistas.

8 Sentença final de uma carta escrita  por Isócrates a Filipe  da Macedônia: “(...)  quão bem foi composto este
discurso no que diz respeito à adequação e à precisão”.
9 Ver nota 6 acima.
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Embora eu já tenha publicado,  no ano de 1804, sob o título de  Considerações
acerca de Alguns Objetos da Geometria Elementar, uma pequena amostra das mudanças
que  proponho,  a  verdade  é  que  o  escopo  limitado  daquele  escrito,  seu  título  pouco
informativo,  o  estilo  excessivamente  lacônico,  a  falta  de  renome  do  autor,  bem como
diversas  outras  circunstâncias,  nada  era  propício a  atrair  atenção  sobre  ele.  Não houve
assim nenhuma reação, a não ser pela referência ao escrito em alguns jornais eruditos (por
exemplo, no jornal de Leipzig, ano 1805, julho, pág. 95; no jornal de Jena, 1806, fevereiro,
n.  29),  sem  que  ninguém  tenha  apontado  erros  evidentes  na  teoria  das  paralelas  ali
apresentada.  Por outro lado, é imediatamente compreensível  que desde aquela época eu
tenha revisto algo dos meus conceitos, e que acredite agora expor muitas coisas de modo
melhor  e  mais  correto  do  que  antes  havia  feito.  Nestas  Contribuições,  portanto  –  que
deverão  aparecer  em  fascículos  tão  pequenos  quanto  o  presente,  a  intervalos
indeterminados, e cujo número total eu tampouco posso estabelecer de antemão –, pretendo
percorrer uma por uma as disciplinas a priori da matemática, segundo a ordem em que são
apresentadas na presente parte I, §20. As mudanças mais numerosas e significativas dizem
respeito à  geometria,  para  cuja exposição  desejo  apressar-me tanto quanto  possível,  de
modo  que  o  juízo  dos  especialistas  possa  reforçar-me  em  meus  pontos  de  vista  ou
esclarecer meus equívocos, e evitar que eu perca mais tempo em tais descaminhos.

–– ἀλλ᾽ εἴ τίς μοι ἀνὴρ ἅμ᾽ ἕποιτο καὶ ἄλλος
μᾶλλον θαλπωρὴ καὶ θαρσαλεώτερον ἔσται.
            –– μοῦνος δ᾽ εἴ πέρ τε νοήσῃ
ἀλλά τέ οἱ βράσσων τε νόος, λεπτὴ δέ τε μῆτις.
(Ilíada, X, 222) 10

I. Do Conceito de Matemática e suas Subdivisões

§1
O  mais  antigo  e  certamente  ainda  não  superado  manual  de  matemática,  os

Elementos de Euclides, não contém, como se sabe, nenhuma definição a respeito da ciência
de que trata. Se seu imortal autor fez isso por uma espécie de idiossincrasia, ou por não
considerar o tema digno de esforço, ou por não saber fornecer-nos uma definição realmente
válida:  a  esse  respeito  não  ouso  decidir.  Ao contrário,  todos  os  modernos  manuais  de
matemática apresentam a seguinte definição: “A matemática é a ciência das grandezas”.11

10 Abaixo indicamos a passagem completa, em tradução de Frederico Lourenço, com os versos omitidos entre
colchetes:

“(...). Porém se outro homem comigo viesse,
maior seria o apoio e também a audácia.
[Quando dois se põem a caminho, um discerne antes do outro
o que é mais proveitoso]; ao passo que quando é só um
a discernir, curto é o pensamento e tênue a astúcia.”

11 Em alemão, Wissenschaft der Größen. A dificuldade, como será comentado pelo próprio Bolzano logo à frente,
está no entendimento do termo “Größe”. São de grande valia, aqui, algumas breves considerações históricas.
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Tal definição já foi criticada por Kant em sua Crítica da Razão Pura (cf. segunda edição,
pág. 742), pois por meio dela, segundo Kant, “não é dada nenhuma característica essencial
da matemática, além de ser tomado o efeito pela causa”.

§2
Tudo  depende  aqui,  como  se  percebe,  do  que  cada  um  entende  pela  palavra

grandeza. Assim, o autor do livro Versuch das Studium der Mathematik durch Erläuterung
einiger Grundbegriffe und durch zweckmässigere Methoden zu erleichtern (“Tentativa de
facilitar o estudo da matemática por meio da explicação de alguns conceitos fundamentais e
por meio de métodos mais adequados”)12 – Bamberg e Würzburg, 1805 (pág. 4) – oferece a
seguinte definição de grandeza: “Uma grandeza é algo que existe e que pode ser percebido
por meio de algum sentido”.  Essa definição  será  necessariamente,  ou muito ampla,  ou
muito  restrita.  Isso  depende  de  se  o  autor  toma  as  expressões  “existe”  e  “pode  ser
percebido” 13 no seu sentido amplo, em que elas significam uma existência meramente ideal
e uma possibilidade de ser pensado, ou no sentido mais restrito, no qual valem somente de
um objeto sensível, realmente existente. No primeiro caso, grandeza seria qualquer coisa
pensável, sem exceção; e ao definir a matemática como ciência das grandezas, estaríamos
de fato colocando todas as ciências dentro dessa única.  No segundo caso, ao contrário,
somente objetos sensíveis seriam grandezas, e o domínio da matemática ficaria,  é claro,
excessivamente restringido, na medida em que também as coisas suprassensíveis, como por
exemplo  os  espíritos  e  as  forças  espirituais,  podem  ser  objetos  da  matemática,
particularmente da aritmética.

§3
Essa definição de grandeza (§2), com efeito,  é completamente contrária ao uso

linguístico,  quer seja interpretada de uma ou de outra maneira.  Eu só a mencionei para
mostrar, no que segue, que já esse autor vislumbra, ainda que apenas obscuramente, certa

O termo “Größe” é aquele termo mais abrangente que, a partir da idade moderna, passou a designar o “assunto”
comum aos dois principais ramos da matemática: geometria e aritmética. A esse respeito, diz H. Mehrtens: 

“(...) A matemática era, segundo a definição mais comum, ‘ciência das grandezas’. Esse é o
conceito  indeterminado;  pode se  tratar  de  um número,  o  qual  se  pode associar a uma
extensão; de uma extensão, cuja medida pode ser dada por um número; ou de qualquer
outra coisa passível de medição.  (...) O conceito de grandeza marca o entrelaçamento de
operações simbólicas lógico-algébricas com o esquema de algo representável na intuição,
com o qual se opera.” (Mehrtens, 1990: págs. 42–3).

Adotamos aqui a tradução mais  usual para  “Größe”, como “grandeza”.  Em português, ele é mais  facilmente
associado a entidades geométricas (“algo representável na intuição”). No entanto, na língua alemã transita-se com
maior facilidade para o significado aritmético, como “quantidade” (vale dizer, “quantidade de coisas contáveis”,
“quantidade ou conjunto de unidades”). É justamente essa tensão que estará presente na discussão proposta por
Bolzano, que privilegia, na tentativa de explicar o que se deve entender por “Größe”, essa interpretação aritmética,
em detrimento da intenção mais ampla das definições então usuais.
12 O autor da obra em questão é Franz von Spaun (1753–1826), matemático e polímata austríaco. Além de diversos
tratados matemáticos, escreveu também obras acerca de temas jurídicos, políticos e filosóficos. 
13 No original, as duas palavras não vêm entre aspas, recurso que ainda não era comum. (Para ajudar o leitor,
Bolzano usa dois pontos antes da primeira expressão.) Para facilidade de leitura, adotamos o modo de escrever
mais familiar ao leitor atual. 
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idéia que me parece correta. Se não desejamos nos afastar muito do uso lingüístico (coisa
que, mesmo na ciência, não deveríamos fazer sem necessidade), então precisamos entender
por grandeza um todo, na medida em que esse todo consiste de muitas partes iguais, ou de
maneira ainda mais geral, algo que pode ser determinado por meio de contagem. 14 Contudo,
caso  seja  pressuposto  esse  significado  para  a  palavra  grandeza,  a  definição  usual  da
matemática  como  ciência  das  grandezas  revela-se  francamente  deficiente,  vale  dizer,
demasiado restrita. Pois a grandeza é considerada isoladamente e em abstrato apenas na
Mathesis15 pura geral, ou seja, na logística16 ou na aritmética, mas não esgota nem mesmo o
conteúdo dessas ciências. Nesse sentido, em diversos problemas da teoria das combinações
(essa parte tão importante da  Mathesis geral), o conceito de grandeza ou de número não
aparece  nenhuma  vez,  por  exemplo,  quando  alguém  propõe  a  pergunta:  quais  –  (não
quantas)  –  recombinações  permitem  os  objetos  a,  b,  c...?  Nos  ramos  específicos  da
matemática, cronometria, geometria e outros, aparecem por toda parte, como já indicam
seus nomes, ao lado do conceito de grandeza, algum outro objeto ainda (por exemplo: o
tempo, o espaço, e assim por diante), sobre o qual o primeiro é, frequentemente, meramente
aplicado; de modo que em todas essas disciplinas existem muitos postulados e teoremas nos
quais o conceito de grandeza não está nem sequer contido. Assim, na cronometria e na
geometria, respectivamente, a proposição segundo a qual todos os instantes são iguais uns
aos outros, e todos os pontos são iguais uns aos outros, precisam ser ambas admitidas –
proposições  nas  quais  o  conceito  de  grandeza  ou  de  número  não  está  de  modo algum
contido. Segue daí que tais proposições não deveriam tomar parte na matemática, se esta
fosse meramente uma ciência das grandezas.

§4
No entanto, fácil como foi criticar e descartar as definições usuais, não deverá ser

colocar uma melhor em seu lugar. Já observamos antes que aqueles objetos específicos que,
nos ramos individuais da matemática, aparecem ao lado do conceito de grandeza possuem
características  tais  que esse  último pode ser  facilmente  aplicado a eles.  Isso talvez nos
conduzisse à idéia de definir a matemática como a ciência daqueles objetos sobre os quais o
conceito de grandeza é particularmente aplicável. De fato, parece que mesmo as pessoas
que aceitam a explicação introduzida em §1, na verdade, não desejariam compreendê-la de
outra maneira.  Somente um exame mais  rigoroso mostra  que  também essa  definição  é
inadequada.  O conceito  de  grandeza  é  aplicável,  com efeito,  a  absolutamente  todos  os
objetos, até mesmo às coisas do pensamento. Quem quiser, portanto, considerar a simples
aplicabilidade do conceito de grandeza a um objeto como razão suficiente para incluir a
teoria desse objeto entre as disciplinas matemáticas, deverá contar todas as ciências como
pertencentes à matemática. Por exemplo, também aquela ciência na qual se demonstra a
proposição: existem apenas quatro (ou, como ensina corretamente Platner,17 apenas duas)

14 Ver nota 11 acima.
15 Bolzano usa frequentemente o termo latino “Mathesis” para “Matemática”. 
16 O termo é aqui utilizado, não no sentido que veio a ganhar no século XX, associado ao projeto de redução da
matemática à lógica formal, mas no sentido grego (λογιστική), em que indica o estudo das operações feitas com
números (ἁριθμός). 
17 Ernst Platner (1744–1818): médico, antropólogo e filósofo alemão.
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figuras  silogísticas;  igualmente  aquela  ciência  que  ensina:  não  existem nem mais  nem
menos do que quatro vezes três conceitos simples puros do entendimento (categorias); 18 e
assim por diante. Seria necessário então, para salvar essa definição, traçar uma distinção
entre  aplicabilidade  mais  ou  menos  frequente,  ou  seja,  contar  como  pertencente  à
matemática somente aqueles  objetos sobre os quais o conceito de grandeza se deixasse
aplicar de maneira frequente e reiterada.  Mas quem não vê que isso resultaria em uma
delimitação  altamente  capenga  e  nada  científica  do  campo  da  matemática?  Devemos,
portanto, buscar uma definição melhor.

§5
A filosofia crítica parece prometer tal definição. Ela acredita ter descoberto, entre

as duas classes principais de conhecimento humano a priori, o filosófico e o matemático,
certa  diferença  específica  e  característica  no  fato  de  que  o  conhecimento  matemático
representa – ou antes constrói – adequadamente todos os seus conceitos em uma intuição
pura, e justamente por isso é também capaz de demonstrar seus teoremas. O conhecimento
filosófico,  ao  contrário,  carente  de  toda  intuição,  necessita  contentar-se  com conceitos
meramente discursivos. Desse modo, a essência da matemática ficaria expressa, no que tem
de  mais  típico,  pela  seguinte  definição:  trata-se  de  uma  ciência  racional  a  partir  da
construção de conceitos (I. Kant, Crítica da Razão Pura, pág.712). Essa definição, de fato,
foi aceita por muitos matemáticos adeptos da filosofia crítica, entre outros por Schulz 19 –
tão renomado no tema da fundamentação da matemática pura – em seu Anfangsgründen der
reinen Mathesis (“Princípios primeiros da Matemática pura”) – Königsberg, 1791.

§6
Eu, de minha parte, gostaria apenas de reconhecer, com o coração aberto, que até o

presente momento não consegui me convencer,  não só a respeito da verdade de muitos
outros ensinamentos da filosofia crítica, mas particularmente também a respeito da correção
das afirmações kantianas acerca da intuição pura e da construção de conceitos por meio
dela. Não deixo de acreditar que já no conceito de uma intuição pura (isto é, a priori) resida
uma contradição  interna;  e  muito  menos  consigo  me  convencer  de  que  o  conceito  de
número deva ser necessariamente construído no tempo e, nesse sentido, de que a intuição
do tempo pertença realmente à aritmética. Considerando que no apêndice a este ensaio direi
mais  acerca  do  assunto,  contento-me  em  acrescentar,  aqui,  que  existem  na  Alemanha
algumas e até mesmo muitas cabeças pensantes que, em relação a essas afirmações de Kant,
discordam tanto quanto eu.  Incluindo algumas que,  de início,  inclinaram-se à definição
kantiana, mas que depois sentiram-se forçadas a abandoná-la. A esse grupo pertence, por

18 Referência à teoria kantiana das categorias, tal como exposta na Crítica da Razão Pura. Nessa obra, as 
categorias são tema de demonstração e aparecem em número de 12, agrupadas da seguinte maneira: categorias de 
quantidade (unidade, pluralidade e totalidade); categorias de qualidade (realidade, negação e limitação); categorias
de relação (substância, causalidade e ação recíproca); categorias de modalidade (possibilidade, existência e 
necessidade). 
19 Johann Friedrich Schulz (1739–1805): lecionou matemática em Königsberg e foi um dos primeiros divulgadores
da filosofia crítica. Era amigo pessoal de Kant, que considerava o seu Erläuterungen über des Herr Immanuel 
Kants Critik der reinen Vernunft (Esclarecimentos acerca da Crítica da Razão Pura, do senhor Immanuel Kant), 
publicado em 1784, a melhor exposição até então escrita da Crítica da Razão Pura.
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exemplo,  o  senhor  Michelsen,20 em  seu  Beiträgen  zur  Beförderung  des  Studiums  der
Mathematik (“Contribuições à promoção do estudo da matemática”) – Berlim, 1790.

§7
Para mim, no entanto, mais instrutivo do que aquilo que o senhor Michelsen diz

nesse ensaio,  foi  o que encontrei  no  Leipziger Literaturzeitung (“Jornal  de literatura de
Leipzig”)  –  julho  de  1808,  pág.  81.  O  erudito  resenhista  critica  a  definição  usual  da
matemática como ciência das grandezas, e acrescenta: “A grandeza somente é objeto da
matemática porque é a forma mais geral de se ser finito. A matemática, porém, segundo sua
natureza,  é  uma  teoria  geral  das  formas:  é  aritmética,  na  medida  em  que  considera  a
grandeza como forma geral das coisas finitas; geometria, na medida em que considera o
espaço como forma geral  da natureza;  teoria do tempo, na medida em que considera a
forma geral da força; teoria do movimento, na medida em que considera a forma geral das
forças que agem no espaço”. – Não sei se compreendo essas explicações exatamente no
sentido desejado por seu autor. Este tanto, contudo, devo reconhecer: elas me ajudaram a
estruturar e a desenvolver a definição e as subdivisões da matemática pura que apresentarei
a seguir, e que eu já havia elaborado antes em suas linhas principais.

§8
Penso, portanto, que se pode definir a matemática da melhor maneira como uma

ciência que trata das leis (formas) gerais pelas quais se devem regular as coisas em sua
existência.  Por  meio  da  palavra  coisas  desejo  compreender  não  somente  aquelas  que
possuem um ser objetivo, independente da nossa consciência,  mas também aquelas  que
existem meramente em nossa representação,  e essas,  por sua vez,  tanto na condição de
indivíduos (ou seja, intuições) como na de conceitos gerais. Em uma palavra: tudo o que de
qualquer maneira puder ser objeto de nossa faculdade de representação. Se digo ainda que a
matemática trata das leis pelas quais se regulam essas coisas em sua existência, então quero
indicar  com isso que nossa ciência  não se preocupa com a demonstração  da existência
dessas coisas, mas tão-somente com as condições de sua possibilidade. E ao dizer que essas
leis  são  gerais,  dou  a  entender  que  nunca  ligo  a  matemática  a  uma única  coisa  como
indivíduo, mas sempre a conjuntos de coisas de certo gênero. Tais gêneros podem ser mais
elevados ou mais baixos; e é nisso justamente que irá se basear a subdivisão da matemática
em disciplinas individuais.

§9
Ninguém  achará  a  definição  aqui  fornecida  excessivamente  restrita,  pois  ela

abrange claramente tudo o que até hoje sempre se computou como pertencente ao domínio
da matemática.  Antes,  temo que ela  seja  considerada  um tanto ampla demais,  e  que a
acusem  de  deixar  muito  pouco  à  filosofia  (metafísica).  De  fato,  essa  ficará  limitada,
segundo minha definição,  à  única e  exclusiva tarefa  de demonstrar  a  existência real  de
certos  objetos  a  partir  de  conceitos  a  priori.  Matemática  e  metafísica,  os  dois  ramos
principais de nosso conhecimento  a priori,  estariam postas  uma em relação  à outra,  de

20 Johann Andreas Christian Michelsen (1749–1797): matemático e pedagogo alemão.
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acordo com essa definição, de tal forma que a primeira examinasse as condições gerais sob
as  quais  se  torna  possível  a  existência  das  coisas;  e  a  segunda,  ao  contrário,  tentasse
demonstrar a priori a realidade de certos objetos (como, por exemplo, a liberdade, Deus e a
imortalidade da alma). Em outras palavras, aquela lidaria com a pergunta: de que modo as
coisas precisam ser, para que sejam possíveis? Esta proporia a pergunta: quais coisas são
reais e, ainda por cima (pois deve fornecer uma resposta a priori), necessariamente reais?
Ou  de  maneira  ainda  mais  curta:  a  matemática  trataria  da  necessidade  hipotética,* a
metafísica da necessidade absoluta.

§10
Quando  deparo  com  qualquer  pensamento  até  então  novo  para  mim,  sempre

costumo colocar-me a questão, “ninguém antes de mim teve a mesma idéia?”. Se descubro
que sim, é claro que minha convicção aumenta. No que diz respeito à definição acima, não
preciso nem observar o quanto se aproxima de minha exposição aquilo que disse o agudo
resenhista (§7), ainda que ambas as opiniões não venham a ser completamente a mesma.
Mas também o autor do livro (§2) parece ter vislumbrado essa ideia, embora apenas de
maneira obscura. Pois quando define a grandeza, ou o objeto da matemática, como aquilo
que existe, ele bem parece ter sentido que a matemática trata de todas as formas das coisas,
e  não  meramente  da  sua  possibilidade  de  serem  compostas  de  partes  iguais  (sua
possibilidade de serem contadas). Kant define a ciência natural pura (a qual, sob o nome de
mecânica, sempre foi considerada como parte da matemática) como uma ciência das leis a
que se submete a existência das coisas (dos fenômenos). Por meio dessa definição pode-se
facilmente chegar  àquela  que demos acima.  De fato,  tempo e espaço  são,  ambos, duas
condições a que se submete a existência das coisas sensíveis. Assim, a cronometria e a
geometria,  que  consideram  em  abstrato  as  propriedades  dessas  duas  formas,  tratam
igualmente, ainda que de modo indireto, das leis a que se submete a existência das coisas
(especificamente, das coisas sensíveis). A aritmética, finalmente, que trata das leis daquilo
que é contável, elabora por isso mesmo as leis absolutamente mais gerais pelas quais se
devem regular as coisas em sua existência, até mesmo em sua existência ideal.

§11
Tentemos agora derivar, dessa definição para a matemática, uma subdivisão lógica

dessa ciência em diversas disciplinas individuais. Caso a subdivisão resulte bem-sucedida e
absolutamente  natural,  deveríamos  ver  aí  mais  uma confirmação  da  validade  da  nossa
definição. De acordo com ela, a matemática seria uma ciência das leis pelas quais se devem
regular as coisas em sua existência. Essas leis, por sua vez, ou são tão gerais que se aplicam
a  todas  as  coisas  sem exceção,  ou  não.  As  primeiras,  portanto,  postas  em conjunto  e
cientificamente  ordenadas,  formarão,  entre  as  partes  principais  da  matemática,  o  ramo
inaugural,  a  que se pode chamar de  Mathesis geral;  todo o resto,  então,  será  Mathesis
especial.

* Nota do autor: Muito embora nem todas as proposições da matemática possuam essa forma hipotética, pois as
condições,  principalmente  na  cronometria  e  na  geometria,  quando  permanecem  as  mesmas  para  todas  as
proposições, são assumidas de modo implícito.
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OBSERVAÇÃO:  À  Mathesis geral  pertencem,  como  veremos  abaixo,  a
aritmética,  a  teoria  das  combinações,  entre  muitas  outras.  Não  se  deve,
portanto, considerar esse ramo da matemática como coordenado aos demais
(cronometria,  geometria  etc.);  estas  últimas  são  antes  subordinadas  ao
conjunto  da  Mathesis geral,  como as  espécies  ao  gênero.  E  justamente
porque o conceito de número é um dos conceitos da Mathesis geral, ele não
é capaz de gerar o conteúdo dos ramos especiais da matemática, embora
apareça freqüentemente em todos eles.

§12
Para  obter,  agora,  os  ramos  especiais  da  matemática,  precisamos  repartir  as

próprias coisas, de cuja forma geral a matemática se ocupa, em certas classes. Mas antes
ainda que façamos isso, vale a pena chamar a atenção para determinado conceito do nosso
entendimento, que embora não seja (até onde vejo) completamente aplicável  a todas as
coisas, e por isso não devesse ser tomado como pertencente à  Mathesis geral no sentido
mais estrito, por outro lado deixa-se aplicar a coisas de tipos tão distintos que dificilmente
se adequaria a uma subdivisão da matemática em disciplinas individuais. Esse é o conceito
da oposição. Não creio que haja, para cada coisa, uma que lhe seja oposta; mas o estar antes
e depois no tempo, o situar-se deste e daquele lado no espaço, as forças da mecânica que
atuam em direções opostas, as entradas e saídas no livro de contabilidade, o agradável e o
desagradável  das sensações,  o bom e o mau nas decisões  do livre-arbítrio,  e assim por
diante – são perfeitos exemplos de oposição, os quais nos demonstram à satisfação a ampla
aplicabilidade  desse  notável  conceito.  Ao  mesmo  tempo,  e  a  partir  desses  mesmos
exemplos,  percebemos quão pouco adequado esse conceito seria  para fundamentar  uma
divisão das disciplinas matemáticas entre aquelas em que ele é ou não aplicável. Em sentido
contrário,  as  divisões  de  fato  existentes  (que  nós  também  não  devemos  descartar
completamente) são feitas segundo um princípio divisório bastante distinto, embora apenas
obscuramente pensado; e incluiu-se em cada uma das disciplinas individuais aquilo que
resulta da aplicação do conceito de oposição a seus objetos específicos. Contudo, o mais
geral  que se pode dizer de todas as coisas passíveis de oposição, sem exceção,  merece
certamente  uma  consideração  à  parte.  O  tema  pode  ser  apresentado  (como,  em  certa
medida, já foi feito) em um apêndice especial à Mathesis geral.

§13
Tudo o que podemos pensar como existindo, sempre, devemos pensar em uma de

duas opções: ou como necessário, ou como livre (isto é, não necessário) em sua existência. *
Àquilo que, de algum modo, pensamos como livre, não subjaz, justamente por esse motivo,
nenhuma condição  ou  lei  em seu  devir  (ou  existência**),  e  não  é,  portanto,  objeto  da
matemática.*** Aquilo que pensamos como necessário em sua existência, ou simplesmente é
(ou seja, por si mesmo), ou é condicionado (ou seja, pressupõe alguma outra coisa). Aquilo
* Nota do autor: Um exemplo do primeiro tipo é a velocidade de um corpo em movimento; um exemplo do 
segundo, cada uma das decisões da vontade humana.
** Nota do autor: Caso não esteja em devir, mas somente seja, como por exemplo a livre ação da deidade, na 
medida em que não a pensemos no tempo.
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que é por si mesmo necessário chama-se – Deus, e é considerado na metafísica como um
objeto não meramente possível, mas real. Resta-nos, assim, apenas o necessário hipotético,
o qual pensamos como efeito de uma causa. Existem agora certas condições gerais pelas
quais se deve regular, em seu devir ou em sua existência, tudo o que é efetuado por uma
causa  (esteja  ela  dentro  ou  fora  do  tempo).  Essas  condições,  tomadas  em  conjunto  e
cientificamente ordenadas, formarão assim a primeira subdivisão da  Mathesis especial, e
que eu chamo, por falta de um nome melhor, de teoria dos fundamentos ou etiologia.

OBSERVAÇÃO: Essa parte da matemática contém os teoremas acerca de causa e
efeito,  alguns  dos  quais  costumavam  ser  incluídos  na  ontologia.  Por
exemplo, que causas semelhantes têm efeitos semelhantes. O mesmo vale
para  as  proposições  normalmente  acolhidas  sob  o  nome de  cálculo  das
probabilidades, que eu aqui recordo somente para que não se pense que esse
importante  ramo  da  matemática  tenha  sido  por  nós  completamente
ignorado.  Além disso,  em exposições  científicas,  a  etiologia  deve  vir  à
frente  da  cronometria  e  da  geometria,  pois  essas  duas  últimas  utilizam
certos teoremas da primeira, como veremos mais precisamente no momento
adequado.

§14
Tudo aquilo que nós pensamos não apenas como real, mas que, como real, temos

de perceber por meio da experiência sensível, é necessário que percebamos no tempo, e
também – se, além disso, temos de conhecê-la como coisa exterior a nós – no espaço. Em
outras palavras: tempo e espaço são as duas condições às quais precisam se submeter todas
as coisas sensíveis, ou seja, todas as coisas que nos devem aparecer como reais. Portanto, se
desenvolvermos  e  ordenarmos  cientificamente  as  propriedades  abstratas  do tempo e do
espaço, a ciência que daí resulta deverá ser contada como pertencente à matemática, pois
que também ela trata, ainda que de maneira indireta, das condições pelas quais se devem
regular as coisas em sua existência. Temos assim o segundo e o terceiro ramo da Mathesis
especial, a teoria do tempo (cronometria) e a teoria do espaço (geometria).

OBSERVAÇÃO: É por si absolutamente indiferente qual dessas duas ciências
colocamos  à  frente  da  outra  em  nosso  sistema,  na  medida  em  que  as
propriedades do tempo e do espaço são completamente independentes umas
das outras. Não obstante, considerando que o conceito de tempo é aplicável
a mais objetos do que o conceito de espaço,  parece  adequado colocar  a
cronometria à frente da geometria.

§15
Finalmente, se o tempo e o espaço forem considerados não em abstrato, mas como

preenchidos  por  coisas  reais  e,  mais  ainda,  por  coisas  que  não  sejam  livres  em  sua
existência, e sim submetidas às leis de causalidade, então duas novas ciências vêm à luz,

*** Nota do autor: Mas sim objeto da moral, que investiga a questão: como aquilo que acontece (ou é) livremente,
deve acontecer (ou ser).
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surgidas  da  composição  entre  a  ciência  mencionada  no  §14  e  aquela  do  §13.  Mais
especificamente:

a) As leis gerais a que se submetem, em sua existência, as coisas não-livres
que se encontram no tempo compõem o conteúdo de uma ciência própria, a
qual  chamarei,  na  ausência  de  terminologia  mais  segura,  de  teoria  das
causas, ou etiologia crônica.*

b) As leis gerais a que se submetem as coisas não-livres que se encontram
tanto no tempo como no espaço compõem o conteúdo daquela disciplina
matemática  chamada  de  ciência  natural  pura,  ou  ainda  teoria  do
movimento, ou mecânica.

OBSERVAÇÃO: Ao campo na etiologia crônica pertencem, por exemplo, as
proposições: “Todo efeito é simultâneo à sua causa”; “a medida do efeito,
produzido  por  uma  causa  constante,  comporta-se  como  o  produto  da
intensidade da causa pelo tempo de sua ação”; e outras assim. Tão gerais
são essas  proposições,  como se vê,  que  valem não  somente  para  coisas
materiais  no  espaço,  mas  também  para  as  forças  da  alma,  para  nossas
representações, e em geral para todas as coisas que aparecem no tempo e
que estão submetidas à lei de causalidade. – A ciência natural pura é já bem
conhecida.

§16
Fala-se também, freqüentemente, em uma ciência na qual deveriam figurar as leis

gerais  do  movimento  possível,  sem levar  em consideração  as  forças  que  produzem  o
movimento – ou seja, uma ciência em que figurassem os conceitos de tempo, espaço e
matéria,  mas  não  o  de  causa.  Hermann,21 Lambert22 e  Kant  chamaram essa  ciência  de
foronomia, e o último considerava-a como parte da ciência natural pura, à qual, contudo,
segundo nossa definição, ela não pertenceria. O Sr. E. G. Fischer, 23 em seu Untersuchung
über den eigentlichen Sinn der höheren Analysis, nebst einer idealistischen Übersicht der
Mathematik  und  Naturkunde  nach  ihrem  ganzen  Umfang (“Investigação  acerca  do
verdadeiro sentido da análise superior, incluindo uma visão idealista da matemática e das
ciências  naturais  em  todo  o  seu  escopo”)  –  Berlim,  1808  –,  também  introduz  essa
disciplina,  fazendo-a  vir,  sob  o  nome  de  forometria,  logo  depois  da  geometria,  como
segundo  grande  ramo  da  matemática  do  espaço.  No  entanto,  se  não  estiverem
completamente  equivocados  meus  pontos  de  vista,  que  pretendo  expor  a  seguir,  uma
ciência assim não pode de modo nenhum existir; pois todas as proposições que nela até hoje
foram estabelecidas podem na verdade ser demonstradas recorrendo-se exclusivamente ao
conceito de causa.

* Nota do autor: Com efeito, eu diferencio as palavras fundamento [Grund] e causa [Ursache]. A última significa,
para mim, um fundamento que atua do tempo.
21 É difícil identificar a quem Bolzano está se referindo aqui.
22 Johann Heinrich Lambert (1728–1777): matemático, físico e astrônomo suíço, foi correspondente de Kant e tem
importantes contribuições à filosofia da matemática.
23 Ernst Gottfried Fischer (1754–1831): químico, físico e matemático alemão.
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§17
Costuma-se ainda dividir cada uma das disciplinas matemáticas em elementares e

superiores. Não conheço, porém, até hoje, nenhum fundamento verdadeiramente científico
para  essa  divisão.  Em que  medida  um fundamento  desse  tipo  pode  se  aplicar  a  uma
disciplina  específica  (por  exemplo,  à  geometria),  isso  examinaremos  de  modo  mais
oportuno ao discutir tal disciplina. Aqui devemos tratar somente de fundamentos para uma
divisão que possa estender-se a todo o campo da matemática. É o caso de todos aqueles
sugeridos para a Mathesis geral. Pois, de fato, divisões feitas segundo tais fundamentos têm
também de percorrer,  por isso mesmo, todos os ramos especiais da matemática. Em seu
Gedanken über den gegenwärtingen Zustand der Mathematik (“Reflexões acerca do estado
atual da matemática”) – Berlim, 1789 –, o sr. Michelsen24 separa a Mathesis elementar da
Mathesis superior tendo em vista que a primeira teria por objeto grandezas (ou coisas em
geral) constantes, ao passo que a segunda teria por objeto grandezas variáveis. Creio não
poder aceitar essa divisão já pelo simples motivo de que ela parte, implicitamente, de uma
pressuposição, incorporada por muitos até mesmo na definição de matemática, de que o
único propósito da matemática seria encontrar certas grandezas,  que não foram dadas,  a
partir  de  outras  grandezas  dadas.  Se  isso  fosse  correto,  então  todas  as  proposições  da
matemática  deveriam  possuir  a  forma  de  exercícios;  postulados,  teoremas  etc.  não
poderiam, a rigor, nela aparecer. Contudo, antes que alguém possa perguntar o que se segue
de determinadas coisas dadas, precisa primeiramente ter demonstrado, ou assumido como
exigência,  que  essas  coisas  podem  ser  dadas,  ou  seja,  que  são  possíveis.  –  Divisão
completamente diferente nos sugere o Sr. M. em suas já mencionadas Contribuições (seção
1,  pág.  2,  Ueber  der  Begriff  der  Mathematik  und ihre  Theile:  “Acerca  do  conceito  de
matemática e suas divisões”). Aqui ele aceita três áreas principais da Mathesis geral: 1) a
inferior, que considera as grandezas como formadas por componentes iguais; 2) a superior,
em que as grandezas são pensadas como compostas em parte de componentes iguais, em
parte de componentes desiguais (teoria da subtração e da adição); 3) a transcendental, na
qual os componentes da grandeza são propriamente elementos, ou unidades da grandeza em
sentido estrito (cálculo diferencial e integral). – Não sei se compreendo corretamente essa
divisão. Parece-me que, no mesmo sentido em que se pode dizer da subtração e da adição
que elas consideram suas grandezas como compostas em parte de componentes iguais e em
parte de componentes desiguais, pode-se dizer que a aritmética elementar já faz a mesma
coisa, por exemplo, quando trata 2 + ½ como um todo. Menos ainda consigo perceber como
os diferenciais poderiam ser considerados como unidades da grandeza no sentido estrito da
palavra, pois que também a eles é atribuída uma grandeza, ao menos intensiva.

Melhor seria, certamente, contar como pertencentes à  Mathesis superior somente
aqueles procedimentos nos quais aparece o conceito de um infinito (tanto o infinitamente
pequeno como o infinitamente grande) ou de um diferencial. Acontece, porém, que esse
conceito ainda não está, no presente momento, suficientemente esclarecido. Caso venha a
ser  decidido  que  o  infinito,  ou  o  diferencial,  não  é  nada  mais  do  que  uma  expressão
simbólica,  do mesmo modo que √-1 e outras  semelhantes;  e caso se revele,  ao mesmo
tempo,  que  o  método  de  demonstrar  o  verdadeiro  por  meio  de  simples  abreviações

24 Ver nota 18.
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simbólicas,  embora  absolutamente  singular,  é  um  método  demonstrativo  perfeitamente
correto e logicamente permissível; então, creio, o mais adequado seria colocar no campo da
matemática superior, juntamente com o conceito de infinito, todos aqueles que, como ele,
sejam  simbólicos.  A  Mathesis elementar  seria  então  aquela  que  utilizasse,  em  suas
exposições,  somente conceitos  e expressões absolutamente reais;  e a  Mathesis superior,
aquela que utilizasse também conceitos e expressões simbólicas.

§18
Também  acerca  da  divisão  da  matemática  em  pura  e  aplicada  temos  algo  a

recordar.  A saber:  caso se entenda por matemática aplicada, como em geral acontece,  o
mesmo que empírica, então não podemos reconhecer, para não cair em contradição, nem
mesmo a existência de tal ciência, pois toda a matemática, em nossa definição, pertence às
ciências  puras  a priori.  Mas  nem por isso é necessário  temer que nós,  assim fazendo,
venhamos  a  perder  uma  parte  considerável  das  disciplinas  matemáticas.  A  história  da
matemática mostra que quanto mais o tempo passa, mais aquilo que, no começo, tomava-se
meramente da experiência,  depois passou a ser  derivado de conceitos,  de modo que se
aprendeu a tratá-lo como parte da Mathesis pura a priori. Somente isso já deveria constituir
razão suficiente para não permitir nenhuma distinção, do ponto de vista científico, entre
matemática pura e empírica. Pois será que, do fato de não sabermos derivar  a priori, por
exemplo, a existência de uma força de atração, bem como a lei segundo a qual ela atua na
razão inversa do quadrado da distância, segue-se já que as futuras gerações nunca saberão
fazê-lo, e que tal força simplesmente não é derivável a priori? Mas há mais: aquilo que, nos
assim chamados ramos aplicados da matemática, é tomado da experiência, na realidade não
torna essas disciplinas empíricas.  Isso porque a matemática absolutamente não lida com
aquilo que de fato acontece, mas sim com as condições ou formas que algo precisa ter, caso
venha  a  acontecer.  Assim,  basta  apresentar  de  modo  meramente  hipotético  aquelas
proposições que relatam a experiência, e então derivar, por meio de raciocínios a priori, por
um lado a possibilidade dessas hipóteses, por outro lado as consequências que dela seguem.
Desse modo não aparece, na exposição como um todo, nenhum juízo empírico; a ciência,
portanto, é  a priori. Na exposição da ótica, por exemplo, não é minimamente necessário
tomar emprestada da experiência a lei segundo a qual a luz, ao passar do ar para o vidro,
refrata na proporção de 3:2; e outras semelhantes. Ao contrário, basta tornar compreensível
a mera possibilidade de uma matéria como a luz25 e de sua refração ao passar por diferentes
meios, para então construir a exposição na forma hipotética: “se houver uma matéria, a qual
etc.; então devem seguir-se daí tais e tais consequências”. Essa possibilidade, no entanto,
não  pode  nunca  ser  difícil  de  provar,  pois  tudo  aquilo  que,  na  experiência,  deva  ser
perceptível como real, já de antemão precisa ser reconhecido como possível.

§19
Na medida em que se deseje entender, por matemática aplicada, uma matemática

que se baseie, essencialmente, em proposições extraídas da experiência, então eu não creio
que estaria disposto a admitir sua existência. Mas pode-se também entender sob o nome de
25 Bolzano move-se no quadro da ótica newtoniana, que assumia o caráter corpuscular da luz (ou seja, tratava a luz 
como composta de partículas).
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matemática aplicada algo bem diferente,  algo a que eu preferiria chamar de matemática
prática ou, de modo ainda mais específico, com uma terminologia emprestada da filosofia
crítica, de matemática técnica. Essa consiste em uma exposição das disciplinas matemáticas
especialmente voltada para a utilização proveitosa na vida burguesa. Uma exposição desse
tipo diferencia-se da exposição científica pura de modo bem claro, devido à diferença de
objetivos: na última, o objetivo é a maior perfeição possível da forma científica, e por meio
desta o melhor treino possível para o correto pensar – o objetivo da primeira, ao contrário, é
a  aplicabilidade  imediata  às  necessidades  da  vida.  Segue-se  daí,  além  disso,  que  na
exposição  prática  todos  os  pontos  de  vista  excessivamente  gerais,  que  não  sejam
diretamente necessários à aplicação, são deixados de fora, ao passo que os mais diversos
exemplos  e  relações  com  casos  concretos  são  compilados.  Os  autores  não  se  dão  ao
trabalho de introduzir  esses casos concretos como simples possibilidades (como deveria
acontecer em uma exposição científica pura), mas os oferecem como fatos reais provados
diretamente por meio da experiência. Finalmente, eu nem precisaria dizer que a maioria dos
manuais de matemática disponíveis baseiam-se em certo método misto, que propõe unir os
dois objetivos, o científico puro e o prático; e acrescento que não desejaria considerar tais
manuais, no geral, como equivocados. Um manual realmente adequado, elaborado segundo
o  método  misto,  seria  uma  obra  ainda  mais  valiosa,  com efeito,  do  que  uma  simples
exposição científica. Só que eu penso que algo assim não pode vir à luz antes que se tenha
completado o sistema puramente científico.  A quem trabalha no aperfeiçoamento  desse
sistema pode-se permitir, então, que deixe totalmente de lado o segundo objetivo, e dirija
sua atenção somente ao primeiro, à perfeição científica.

§20
Resulta de tudo isso, segundo creio, que uma matemática cientificamente ordenada

possui  somente  aqueles  ramos  indicados  nos  parágrafos  §11-15.  A  seguinte  tabela
apresenta, de modo conveniente, uma visão geral. As palavras entre parênteses indicam o
objeto de cada disciplina.

A.
Mathesis geral

(coisas em geral)

B.
Disciplinas matemáticas específicas

(coisas específicas)

I.
Etiologia

(coisas não-livres)

II.
(coisas não-livres sensíveis)

RBHM, Vol. 23, no 46, pp. 296–371, 2023 317 



TIAGO TRANJAN

a.
(forma dessas coisas em abstrato)

. .
Teoria do tempo Teoria do espaço

(tempo) (espaço)
b.

(coisas sensíveis em concreto)
α. β.

  Etiologia crônica  Ciência natural pura
           (coisas sensíveis no tempo)       (coisas sensíveis no tempo e no espaço)
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4. Texto original
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