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Resumo

As Contribui¢bes a uma Exposicdo mais Bem Fundamentada da Matemdtica foram
publicadas por Bernard Bolzano (1781-1848) em 1810. Elas constituem parte importante
do esforco, manifestado desde cedo em sua obra e nunca abandonado, de atingir clareza a
respeito da ciéncia que tamanha admiracdo lhe despertava. Em aberta oposicdo as posicoes
kantianas, ele logra formular uma concepcdo da matemética como ciéncia formal geral. O
presente artigo traz a traducdo inédita da primeira metade da obra, acrescida de notas e de
um ensaio introdutorio.
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[BERNARD BOLZANO CONTRIBUTIONS (1810):
PORTUGUESE TRANSLATION, NOTES AND INTRODUCTORY ESSAY]

Abstract

The Contributions to a Better-Grounded Presentation of Mathematics were published by
Bernard Bolzano (1781-1848) in 1810. They are a relevant part of his efforts, soon
manifested in his philosophical works, and never abandoned, to reach clarity regarding the
science that commanded on him such a great admiration. In open conflict with Kantian
views, Bolzano proposes a conception of Mathematics as a general formal science. The
present article contains the first Portuguese translation of the first half of this text, alongside
notes and an introductory essay.
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1. Apresentacao

Bernard Bolzano (1781-1848) é uma daquelas raras figuras que, na ilustre companhia de
Descartes e de Leibniz, podem alegar para si, além de um pensamento filosé6fico relevante,
resultados importantes no ambito da matematica. Como seria de se esperar nesses casos,
tais resultados costumam vir na esteira de reflexdes epistemolégicas abrangentes, a respeito
da ciéncia em geral e da matematica em particular. A obra Contribui¢bes a uma Exposi¢do
mais bem Fundamentada da Matemdtica contém reflexdes desse tipo. Ela foi publicada em
Praga, no ano de 1810, e ainda pode ser considerada um escrito de juventude do autor.
Antecede em sete anos a demonstracdo pioneira dada por Bolzano para aquele que viria a
ficar conhecido como Teorema de Bolzano-Weierstrass, cuja importancia para a historia da
analise real dispensa comentarios. Ao todo, a obra possui as seguintes quatro partes:

Prefacio

I. Do conceito de matemética e suas Subdivisdes.

II. Do método matemético

Apéndice: Da teoria kantiana a respeito da constru¢do dos conceitos por meio da

intuicao.

Apresento aqui, acompanhadas de breve ensaio introdutério, as duas primeiras
partes da obra. Em outra oportunidade, espero poder trazer ao publico o restante da
traducao.

2. Ensaio introdutorio: Bolzano e a concepcao de uma ciéncia formal geral

O mérito essencial do texto de Bolzano, cuja traducdo parcial oferecemos aqui, consiste em
buscar uma definicdo de matemética que seja a0 mesmo tempo clara e abrangente. Dessa
definicdo deve seguir-se, além disso, uma subdivisdo rigorosa da disciplina, que nada deixe
de fora, nem inclua nada que ndo pertenca a ela. A meta é certamente ambiciosa, e hoje
nutrimos certa tendéncia a desconfiar de um projeto como esse. Afinal, a matemética parece
ter se revelado, ao longo da histéria, um campo tdo vasto e tdo diverso, tdo dindmico em
sua evolucdo, que melhor seria condenar como insensata qualquer tentativa de delimité-la
em seu método ou escopo — como faz qualquer definicdo —, ou de ordena-la segundo uma
concepgdo prévia. Nesse caso, a histdria e a sociologia restariam como nossa tnica régua,
constatando ad hoc as muiltiplas faces daquilo que, no decurso do tempo e das civilizagdes,
foi estudado como matematica.

Nao foi assim, porém, que boa parte da tradicdo pensou. Ao contrario: por muitos
séculos, sempre pareceu ndo apenas sensato, mas necessario, obter uma compreensao
abrangente e rigorosa da matematica, capaz de distingui-la de outras empreitadas
intelectuais humanas, particularmente de outras formas de cognicao da physis mais atadas a
empiria. Com efeito, aqui se revela um dos centros nervosos da discussdo que, desde os
gregos, emergiu com surpreendente autoconsciéncia: a distincdo que se anuncia entre, de
um lado, investigacdes empiricas da natureza, que necessitam para seu desenvolvimento
das informagdes colhidas pelos sentidos; e, de outro lado, esse estranho ramo do
conhecimento, a matematica, que foi assumindo um grau cada vez maior de autonomia
justamente por meio de uma progressiva libertacdo da empiria, mais precisamente, por
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meio da progressiva énfase em procedimentos demonstrativos, bem como na generalizacdo
e na sistematizacdo de resultados capazes de serem articulados em um discurso coerente,
dotado de regras internas de validade.

E a esse problema — profundamente enraizado, portanto, na prépria histéria da
disciplina — que Bolzano se dirige. E para esse problema que ele oferece uma solucio
radical, levando as tltimas consequéncias aquela percepcao que esta na base da constituicdo
da matemaética como disciplina: sua distin¢do em relacdo as formas empiricas de cognicdo
do mundo. E a proposta que ele formula, embora possa parecer estranha, merece nossa
atencao.

Alguns esclarecimentos sdo, desde logo, necessarios. Bolzano nasceu no mesmo
ano (1781) em que Kant publicava a Critica da Razdo Pura. Como sabemos, daquele
momento em diante nada mais poderia continuar como estava, tanto no ambito das
reflexdes filosoficas como no ambito das reflexdes cientificas. A partir dali, era possivel ser
kantiano, antikantiano, ou ainda qualquer coisa no meio do caminho. O que ndo era
possivel, para nenhum pensador sério, era continuar pré-kantiano. Para o entendimento da
obra de Bolzano, portanto, eis o primeiro ponto que devemos manter em vista: a referéncia
constante de suas investigacGes sdo as doutrinas elaboradas pelo filésofo de Konigsberg.
Nao a toa, a pequena obra que estamos parcialmente traduzindo termina com um apéndice
(ver apresentacdo acima) em que o autor discute a “teoria kantiana a respeito da construcao
dos conceitos por meio da intuicdo”, ou seja, a teoria kantiana da matemaética.

O segundo ponto que precisamos ter presente, porém, é este: a relagdo de Bolzano
com a filosofia kantiana ndo é simples. Pelo contréario. Ao longo de seu percurso intelectual,
Bolzano foi desenvolvendo uma concepgao filoséfica — em todos os seus aspectos, ai
incluida a filosofia da matematica — sempre critica, e em muitos sentidos até mesmo oposta,
a de Kant. Sua afinidade intelectual, pode-se dizer, é bem outra. Bolzano pode ser mais bem
compreendido, nesse sentido, como um elo de ligacdo entre as tradi¢cdes ldgicas de Leibniz
(ele chegou a ser chamado de “o Leibniz da Boémia™) e de Frege.

Essas simples indica¢des, suméarias como possam ser, bastam para que cheguemos
a segunda questdo central. O outro ponto que estd em jogo, para além da distingdo entre
matematica e ciéncia empirica, é a relacdo entre matematica e loégica. A ligacdo entre as
duas questdes nao é dificil de perceber. Com efeito, a 16gica é o outro grande ramo de
investigacdo que almeja subtrair-se ao dominio da empiria. Mas se é assim, entdo
deveriamos indagar: o que distingue a matematica da légica, como conhecimento nao-
empirico? Seria a matematica parte da ldgica, ou a logica parte da matematica? Ou sera
ainda que ambas coincidem? Esse tema, ja anunciado com clareza por Leibniz, viria a
ocupar lugar de grande destaque nas reflexdes filos6fico-matematicas a partir de Frege ou,
mais geralmente, a partir do momento em que comegou a assumir fei¢des claras, na
segunda metade do século XIX, algo que se convencionou chamar de “l6gica matematica”,
termo que testemunha ndo apenas a proximidade das duas investigacGes, mas anuncia
também uma possivel inversdo na relacdo entre elas.

Situados entre Leibniz e Frege, tanto Kant como Bolzano se dirigem a essas
mesmas duas perguntas. As respostas de Kant, como sabemos, sdo inequivocas: a
matemadtica é um conhecimento a priori (ndo-empirico) que, ao contrario do que desejava
Leibniz, ndo pode ser visto como meramente 16gico. Isso porque, segundo o fundador da
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filosofia critica, a matematica envolve, para além da execucdo de operagdes logicas, o uso
essencial da intuicdo. Seus resultados somente podem ser obtidos por meio da construgao
de conceitos nas formas a priori da intuicdo, que sdo o espaco e o tempo. Vale lembrar que,
no sistema kantiano, tanto intuicGes como conceitos sdo representacOes (singulares no
primeiro caso; gerais no segundo). Isso significa que a matematica é, em um sentido
relevante, um estudo da estrutura das nossas representacoes.

Segue-se dai uma primeira consequéncia importante. Como estudo da construgdo
de conceitos nas formas puras da intuicdo, a matematica ndo estd preocupada com a
existéncia dos objetos espaco-temporais, mas apenas — como € caracteristico da
investigacdo transcendental — com certas condi¢des de possiblidade desses objetos. Ela ndo
pergunta nunca quais objetos espaco-temporais efetivamente existem, vale dizer, quais
representacOes sensiveis sdo efetivamente dadas. Ela investiga, em vez disso, a estrutura da
intuicdo a priori do espaco e do tempo. Consequentemente, investiga também a
organizacao, no espaco e no tempo, de qualquer representagdo possivel.

E interessante notar como, apesar de anunciar, j4 nas secdes 5 e 6 das
Contribuigdes, sua discordancia em relacdo a teoria da matematica apresentada na Critica
da Razdo Pura, Bolzano parece estar, a0 menos quanto a esse ponto, em perfeito acordo
com Kant. A secdo 8, que contém sua definicdo de matematica e utiliza largamente o
vocabulario kantiano, traz a seguinte afirmacao:

“Se digo ainda que a matemdtica trata das leis pelas quais se regulam
essas coisas em sua existéncia, entdo quero indicar com isso que nossa
ciéncia ndo se preocupa com a demonstragdo da existéncia dessas coisas,
mas tdo-somente com as condi¢des de sua possibilidade. E ao dizer que
essas leis sdo gerais, dou a entender que nunca ligo a matemdtica a uma
tnica coisa como individuo, mas sempre a conjuntos de coisas de certo
género.” (BOLZANO, 1810, §8)

A formulacdo, como se vé, é amplamente kantiana. Nela se expressa, vale repetir,
a seguinte posicdo fundamental: a matematica ndao é uma ciéncia do real, mas sim uma
ciéncia da possibilidade do real; e como tal, ndo é uma ciéncia empirica, mas sim uma
ciéncia a priori.

O que Bolzano claramente rejeita, porém, é a teoria kantiana da matematica como
tendo sua origem na intuicdo pura do espaco e do tempo. Tal explicacdo ndo lhe parece
convincente:

“Eu, de minha parte, gostaria apenas de reconhecer, com o coragdo
aberto, que até o presente momento ndo consegui me convencer, ndo sé a
respeito da verdade de muitos outros ensinamentos da filosofia critica,
mas particularmente também a respeito da corre¢do das afirmagées
kantianas acerca da intuicdo pura e da construgdo de conceitos por meio
dela. Ndo deixo de acreditar que jd no conceito de uma intui¢do pura
(isto é, a priori) resida uma contradig¢do interna; e muito menos consigo
me convencer de que o conceito de niimero deva ser necessariamente
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construido no tempo e, nesse sentido, de que a intuicdo do tempo
pertenca realmente a aritmética.” (BOLZANO, 1810, §6)

Temos entdo a seguinte situacdo: Bolzano mantém a ideia kantiana de que a
matematica é uma ciéncia da possibilidade do real, sem atrela-la, contudo, a uma teoria a
respeito da forma como esse real pode ser dado na experiéncia, em particular na experiéncia
sensivel. O resultado é uma concepcdo que amplia imensamente o campo do que deve ser
considerado como pertencente a matematica. A matematica passa a ser, com efeito, uma
ciéncia das leis gerais de tudo:

“Penso, portanto, que se pode definir a matemdtica da melhor maneira
como uma ciéncia que trata das leis (formas) gerais pelas quais se devem
regular as coisas em sua existéncia. Por meio da palavra coisas desejo
compreender ndo somente aquelas que possuem um ser objetivo,
independente da nossa consciéncia, mas também aquelas que existem
meramente em nossa representa¢do, e essds, por sua vez, tanto na
condi¢do de individuos (ou seja, intui¢ées) como na de conceitos gerais.
Em uma palavra: tudo o que de qualquer maneira puder ser objeto de
nossa faculdade de representagdo.” (BOLZANO, 1810, §8)

Nao a toa, dessa definicdo superlativamente abrangente, resulta uma subdivisdo da
matematica que inclui, talvez para nossa surpresa, areas como a “etiologia” — estudo das
“condicGes gerais pelas quais se deve regular, em seu devir ou em sua existéncia, tudo o
que é efetuado por uma causa (esteja ela dentro ou fora do tempo)” (§13) —, a
“cronometria” — estudo que visa “desenvolver e ordenar cientificamente as propriedades
abstratas do tempo™ (§14) — e até mesmo toda a “ciéncia natural pura” (§15).

Devemos indagar, entdo: o que estd por tras de uma definicdo como essa? Como
compreendé-la adequadamente? E serd que podemos simplesmente descarta-la?

N&o julgo necessario defender, neste breve ensaio introdutério, a ideia de que a
matemadtica é a priori, ou seja, de que a validade de seus resultados é essencialmente
independente da empiria. Apesar de certas recaidas no “empirismo matematico”
encontraveis na filosofia contemporanea, largamente tributarias do uso cada vez mais
frequente de métodos computacionais na matematica atual (e de uma interpretacdo errada
de seu significado), partirei do pressuposto de que essa é uma questdo razoavelmente clara.
Meu objetivo, aqui, é simplesmente examinar o seguinte: seria possivel, nesse caso,
distinguir a matemética de outros conhecimentos a priori?

Nas Contribui¢ées, Bolzano admite somente uma distincdo no ambito do
conhecimento a priori, e ela se da entre matematica e metafisica. Eis como ele formula a
questdo:

“Em outras palavras, aquela [a matematica] lidaria com a pergunta: de
que modo as coisas precisam ser, para que sejam possiveis? Esta [a
metafisica] proporia a pergunta: quais coisas sdo reais e, ainda por cima
(pois deve fornecer uma resposta a priori), necessariamente reais? Ou de
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maneira ainda mais curta: a matemdtica trataria da necessidade
hipotética, a metafisica da necessidade absoluta.” (BOLZANO, 1810,
§89)

Deixando de lado a ideia de um suposto conhecimento metafisico, tal como
definido acima, podemos nos concentrar no verdadeiro problema que nos interessa. Ele
pode ser formulado assim: se aceitamos uma ciéncia das “leis (formas) gerais pelas quais se
devem regular as coisas em sua existéncia”, como entdo seria possivel tracar qualquer
fronteira, em seu interior, entre aquilo que é matematico e aquilo que ndo é matematico, ou
entre aquilo que vale a pena ser considerado como matematico e aquilo que ndo vale? Em
primeiro lugar, note-se que a hipétese de partida — a existéncia de uma tal ciéncia — é algo
facil de admitir. Com efeito, qualquer conhecimento a priori deve ser compreendido como
uma ciéncia exatamente desse tipo. Temos aqui, justamente, uma das grandes contribui¢des
kantianas: o conhecimento que antecede a experiéncia s6 pode ser um conhecimento a
respeito daquilo que estrutura a experiéncia; ele ndao é um conhecimento do real (dado na
experiéncia), mas sim da possibilidade do real, ou seja, das formas sob as quais
conseguimos conceber o real, e para além das quais tudo se perderia em uma bruma de
indistingdo. Trata-se, no fundo, de um conhecimento reflexivo a respeito do préprio
conhecimento, capaz de investigar suas formas.

Se indagamos agora pela possibilidade de tragar fronteiras dentro desse tipo de
investigacdo, temos trés opc¢des. Uma, ja sabemos, é aquela sugerida por Kant: identificar,
como resultado dessa investigacdo a priori, certo nimero de formas puras a que se sujeitam
quaisquer cognicoes. Nesse caso, haveria um conhecimento a priori distinto para cada uma
dessas formas (bem como, possivelmente, um conhecimento a priori de carater geral). Na
filosofia kantiana essas formas sdo o espaco e o tempo, dando origem a geometria e a
aritmética, as quais se acrescenta ainda o exame das categorias, na chamada légica
transcendental. Mais uma vez, ndo cabe no escopo deste ensaio realizar uma critica detida
do caminho trilhado por Kant. Basta dizer que Bolzano recusa a andlise kantiana,
considerando duvidosa a no¢do de uma intuicdo pura a priori e rejeitando a possibilidade
de obter resultados matematicos a partir dela. Nao é outro, alids, o significado do teorema
de Bolzano-Weierstrass, cujo grande mérito reside em exigir — e encontrar — uma
demonstracdo logica ali onde a intuicdo espacial parecia “exibir” uma obviedade. (A
consequéncia nada desprezivel dessa postura é que, a partir de agora, sera necessario
articular um discurso a respeito do espaco para além de qualquer intuicdo espacial, ou seja,
serd necessario reconstruir o espaco como tema de um discurso 1égico regrado cujos
critérios, mais publicos e menos subjetivos, possam ir além de uma suposta “intuicao
espacial”.)

A segunda opcdo é tentar circunscrever a matematica a partir de um ou mais
conceitos especificos, que lhe fossem caracteristicos e em torno dos quais ela pudesse se
organizar. Os candidatos mais 6bvios, ao menos do ponto de vista histérico, seriam os
conceitos de “niimero” e de “forma geométrica”, os quais serviram como ponto de partida
para o desenvolvimento de boa parte daquilo que, no século XIX como ainda hoje,
chamamos de matemadtica. A férmula seria: “Matematica é a ciéncia a priori que trata do
nimero e da forma geométrica”. Estd claro que, nesse caso, ainda seria necessario
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esclarecer o que sdao “niimero” e “forma geométrica”. E se buscarmos reunir esses dois
conceitos em um Unico conceito comum, avancando um pouco mais no ideal de uma
definicdo unitaria, obteriamos algo como a definicdo explicitamente criticada por Bolzano
nas secdes 1, 2 e 3 das Contribui¢cbes: “A matemdtica é a ciéncia das grandezas”.
Novamente, tudo giraria em torno da possiblidade de dar uma definicao adequada para a
nocao de “grandeza”. Mas Bolzano considera esse caminho invidvel. Toda a discussao
proposta por ele nas referidas secOes volta-se, justamente, a estabelecer o carater
insatisfatorio dessa empreitada.

Resta ainda a terceira opgdo. Trata-se daquela opcdo que sempre se oferece em
uma situacdo como essa, na qual se busca averiguar a disponibilidade de um critério de
divisdo em certo ambito de investigagdo: reconhecer que ndo ha tal critério. (O 6nus de
apresentar novos candidatos, é claro, estd com quem insistir em fazer a divisdo). Parece ser
precisamente essa a postura adotada por Bolzano, e é dela que surge sua concepgao tao
abrangente de matemaética, como ciéncia (a priori) das “leis (formas) gerais pelas quais se
devem regular as coisas”, sem qualquer restri¢ao.

Agora estamos em condicdo de ver, finalmente, que ndo se trata de proposta
absurda. Ela pode ser entendida, segundo compreendo, como a proposta de assumir como
pertencente a matematica — reconhecendo sua profunda semelhanca com aquilo que
historicamente foi estudado sob esse titulo — todo e qualquer estudo formal, vale dizer, todo
e qualquer estudo a priori relacionado a forma possivel da experiéncia. Essa identificacdo
tedrica (que é também reconhecimento e legitimacdo) de uma abordagem formal
abrangente, metodicamente vinculada a matemadtica, tem implicacdes profundas. Ela
implica, por exemplo, que a matematica possa ser vista como a ferramenta adequada para
articular uma “légica formal”, ou mesmo uma “linguagem formal” nos moldes do sonho
leibniziano. Ou ainda, em um movimento inverso, mas no fundo muito semelhante, que a
matematica possa ser inteiramente assimilada a um ambito prévio de estudos formais, vistos
como estudo geral das estruturas simbdlicas regradas (as quais, em ultima instancia,
acabardo por ser submetidas a um tratamento matematico). Implica também, de um ponto
de vista mais amplo, que a matematica possa servir como modelo e/ou como instrumento
privilegiado para uma investigacdo a respeito da propria constituicdo do significado
linguistico. Como se vé, as possibilidades de desenvolver essa ideia sdo muitas. Mais do
que isso, diversas delas tiveram uma longa e relevante histéria, ndo apenas na segunda
metade do século XIX, mas também ao longo de todo o século XX — e até hoje.
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3. Traducao

Contribui¢ées a uma Exposi¢do mais Bem Fundamentada da Matemdtica
(Bernard Bolzano, Praga, 1810)

Multum adhuc restat operis, multumque restabit,

nec ulli nato post mille saecula praecludetur occasio
aliquid adhuc adjuciendi. . . . Multum egerunt, qui ante
nos fuerunt, sed non peregerunt. Suspiciendi tamen sunt,
et ritu deorum colendi. (Séneca, Epistola 64)*

Prefacio

Que a matematica, entre todas as ciéncias, ainda é aquela que se encontra mais proxima ao
ideal de perfeigdo, eis algo que deve ser reconhecido por qualquer juiz imparcial. Na
maioria dos manuais de matematica predomina, efetivamente, maior clareza e precisdo de
conceitos, maior certeza e conviccao nas afirmacdes do que encontramos, ainda hoje, no
mais bem-acabado manual de metafisica. Embora seja isso inegavel, também o matematico
nunca deveria esquecer-se, por sua vez, de que vale, também em relacdo a sua ciéncia, o
que 14 se encontra escrito acerca de todo conhecimento humano: “que é apenas um trabalho
incompleto”. De fato, os maiores conhecedores dessa ciéncia admitiram, desde sempre, ndo
apenas que o edificio de sua ciéncia ainda ndo é um edificio completamente erguido, em si
mesmo encerrado; mas também que até mesmo as primeiras pedras fundamentais desse
edificio, de resto tdo precioso, ainda ndo estdo assentadas de maneira firme e regular; ou,
para falar sem metaforas, que até mesmo nas primeiras nogoes elementares de todas as
disciplinas matematicas encontram-se ainda diversos buracos e imperfeicoes.

Para comprovar essa afirmagdo apenas com alguns exemplos: Ndo reconheceram
0s maiores matematicos dos novos tempos que, na aritmética, a teoria das grandezas
opostas,” juntamente com tudo aquilo que dela depende, ainda ndo foi passada a limpo?
Nédo se encontra, em quase todo manual de aritmética, uma exposicdo diferente dessa
teoria? Ainda mais vacilante, e neste momento cheia de contradi¢Ges por todos os lados, é o
capitulo das grandezas irracionais e imaginarias. Das deficiéncias de que padece a algebra
superior, o calculo diferencial e integral, ndo desejo aqui nem falar; é bem conhecido que,
até agora, ainda ndo se entrou em acordo nem mesmo a respeito do conceito de um
diferencial; e somente no final do ano passado a Sociedade Principesca Jablonovskiana de
Ciéncias,® em Leipzig, ofereceu um prémio para a questdo de confrontar as diferentes
teorias do célculo infinitesimal e determinar qual delas merece preeminéncia.

! Resta ainda muito trabalho, e muito sempre restard,

e mesmo a quem nascer dentro de mil séculos ndo faltard ocasido

de algo acrescentar. ... Muito progrediram os que vieram

antes de nés, embora ndo até o fim. Merecem, porém, admiragdo,

e devem ser adorados com rito de deuses.
? No alemdo, “entgegengesezten Grossen”. A expressdo refere-se ao tipo de grandeza que admite um oposto,
normalmente indicadas pelos sinais + e -. O caso mais simples é o dos nlimeros positivos e negativos.
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Nem por isso a aritmética deixa de ser, em minha opinido, ainda e de longe a mais
bem-acabada das disciplinas mateméticas; pois a geometria possui deficiéncias muito mais
importantes e dificeis de solucionar. Aqui ainda falta, atualmente, uma definicdo mais
precisa dos principais conceitos: linha, superficie, corpos. Nem mesmo a respeito da
definicdo de linha reta (que talvez pudesse ser dada antes do conceito de linha em geral)
conseguiu-se atingir um consenso. Alguns anos atrds, o Sr. Grashof* presenteou-nos
(Theses sphaereologicae, quae ex sphaerae notione veram rectae lineae sistunt
definitionem, omnisque geometricae firmum jaciunt firmamentum,® Berlim, 1806) com uma
explicacdo completamente nova, mas que dificilmente poderia nos satisfazer. A lacuna mais
evidente, no entanto, para cuja melhoria se tem trabalhado, até onde sabemos, ja desde os
tempos de Proclus, e muito provavelmente ja bem antes de Euclides, diz respeito a teoria
das paralelas. Contudo, por maior que tenha sido o numero de tentativas até agora
empreendidas, nenhuma ainda conseguiu gozar de aprovacdo geral.

Na mecanica, o conceito de velocidade e o conceito de forgca constituem quase a
mesma pedra no sapato que o conceito de linha reta na geometria. H4 muito tempo também
ja se compreendeu que os dois principais teoremas dessa ciéncia — o do paralelogramo de
forcas e o da alavanca — ainda ndo foram demonstrados com rigor. Por esse motivo, a
Sociedade Real de Ciéncia, em Copenhague, ofereceu ainda em 1807 um prémio para a
elaboracdo de uma teoria mais bem fundamentada para o paralelogramo de forcas. Como
ainda ndo consegui ter diante dos olhos o trabalho do prof. de Mello, ganhador do prémio,
ndo posso avaliar se a tentativa, que em tais folhas espero encontrar, constitui algo novo.
No que tange a teoria da alavanca, a opinido geral é de que a demonstragdo de Késtner®
resolveria todas as dificuldades; contudo, pretendo mostrar o contrario ainda no presente
ensaio.

Finalmente, em todos os ramos da matematica — mas principalmente na geometria
—, ja se reclama, desde os tempos de Ramus,’” da falta de ordem. E de fato, no livro de
Euclides, os teoremas individuais ndo tratam dos objetos mais dispares? Primeiramente de
tridngulos, e ja entdo de circunferéncias que se cortam em certos pontos; logo depois de
angulos complementares e opostos pelo vértice; entdo da igualdade de tridngulos; somente
muito depois da semelhanca desses mesmos tridngulos, e mesmo assim por um desvio
inaudito, em que o tema é derivado de consideragcdes acerca das linhas paralelas e até
mesmo da area dos triangulos, entre outras coisas! — Consideremos, porém, tavf’ émw¢

3 A Fiirstlich Jablonowskische Gesellschaft der Wissenschaften, ou Societas Jablonoviana, havia sido fundada em
1769, com sede na universidade de Leipzig, pelo magnata e principe polonés Josef Alexander Jablonowski (1711—
1777), com o objetivo de promover o intercimbio cultural e cientifico entre Alemanha e Pol6nia.

4 Franz Grashof (1826-1893): engenheiro e professor, distinguiu-se amplamente por seu trabalho em mecanica
aplicada. Foi um dos fundadores e o primeiro diretor da Associacdo dos Engenheiros Alemdes, dando nome, a
partir de 1894, a maior distingdo por ela conferida: a medalha de Grashof.

% Teses esferolégicas que, a partir da nogdo de esfera, estabelecem a definigdo verdadeira de linha reta e péem as
bases firmes de toda a geometria.

6 Abraham Gotthelf Kistner (1719-1800): matematico alemdo, escreveu Anfangsgriinde der angewandten
Mathematik (“Principios fundamentais de matematica aplicada”, Gottingen, 1780). A primeira se¢do dessa obra é
dedicada a problemas de estatica, a comecar pelo problema da alavanca.

7 Petrus Ramus (1515-1572): pensador humanista francés, escreveu manuais de l6gica que tiveram grande
divulgacdo nos séculos XVI e XVII.
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Yéypamtan TQi¢ Kap@dig kai téig axpifeiang;® e se levarmos em conta como cada sucessiva
proposicdo, na demonstracdo que Euclides lhes oferece, requer necessariamente aquelas
que a antecedem, entdo chegamos bem a pensar que a razdo para tal desordem deve ser
mais profunda, e que todo o método de demonstracdo utilizado por Euclides ndo deve estar
correto.

As presentes paginas tém por objetivo, assim, oferecer uma contribuicdo para
eliminar da matematica, ndo apenas as deficiéncias contra as quais atualmente se costuma
reclamar, mas também algumas outras, cuja presenca s6 podera ser demonstrada no que
segue. Seria natural que alguém me perguntasse: como cheguei a esse ponto? Muito
honestamente, gostaria de acrescentar aqui aquilo que, nesse sentido, sei dizer a meu favor
e contra mim.

Ja faz cerca de quinze anos — pois ndo é ha mais tempo que eu sei matematica —
que essa ciéncia é um de meus estudos mais queridos; sobretudo em vista de seu aspecto
especulativo, como ramo da filosofia e como meio de exercitar o correto pensamento. Ja
desde os primeiros contatos com a mesma, propiciados pelo excelente manual de Késtner,®
chamaram-me a aten¢do uma ou outra falha, cuja superagdo ocupou minhas horas ociosas,
sinceramente ndo por vaidade, mas pelo interesse intrinseco que encontrava em tais
especulacdes. Quanto mais eu meditava, mais crescia o nimero de deficiéncias que
acreditava descobrir. E embora aos poucos conseguisse superar algumas, ndo confiava
imediatamente na solucdo encontrada, por medo de incorrer eu mesmo em erros, e porque
amava mais a verdade do que o prazer de uma pretensa descoberta. Somente quando
checava minha opinido por todos os lados, e por todos os lados a via confirmada, adquiria
mais confianca nela. Ao mesmo tempo, tanto quanto permitiam meus outros estudos e, ha
cinco anos, minha atividade docente e demais circunstincias, eu também consultava
aqueles livros escritos com o proposito de aperfeicoar o sistema cientifico da matematica.
Al encontrei apresentado algo daquilo a que havia sido conduzido por minha prépria
reflexdo; muitas outras coisas, ao contrario, ndo achei em lugar nenhum. No entanto, como
ndo podia obter um conhecimento completo da literatura matematica, era sempre possivel
que alguma coisa que eu tomava por nova ja houvesse sido dita em algum lugar: isso,
porém, certamente ndo sera o caso a respeito de tudo.

Além disso, eu ndo desconheco, absolutamente, o fato de que é uma empreitada
ousada querer alterar ou melhorar alguma coisa nos fundamentos primeiros da matematica.
“Todos aqueles que desejaram superar Euclides”, diz Ké&stner em algum lugar, com
acuidade histérica, “trouxeram sobre si mesmo, até hoje, apenas vergonha”. Sera que
também a mim ndo aguardard destino semelhante, ainda mais porque bem ali, onde deveria
ter a verdade a meu lado, preconceitos e teimosia serdo arrojados contra mim? Contudo, do
fracasso de muitas tentativas ndo se segue, esta claro, que todas as demais devam fracassar;
e o caminho que eu escolhi, além do mais, é diferente de todos os caminhos tentados até
hoje. Considero, portanto, como minha obrigacdo oferecé-lo ao julgamento dos
especialistas.

® Sentenca final de uma carta escrita por Isocrates a Filipe da Macedo6nia: “(...) qudo bem foi composto este
discurso no que diz respeito a adequagao e a precisdo”.
° Ver nota 6 acima.
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Embora eu ja tenha publicado, no ano de 1804, sob o titulo de Consideragoes
acerca de Alguns Objetos da Geometria Elementar, uma pequena amostra das mudancas
que proponho, a verdade é que o escopo limitado daquele escrito, seu titulo pouco
informativo, o estilo excessivamente laconico, a falta de renome do autor, bem como
diversas outras circunstancias, nada era propicio a atrair atencdo sobre ele. Nao houve
assim nenhuma reacdo, a ndo ser pela referéncia ao escrito em alguns jornais eruditos (por
exemplo, no jornal de Leipzig, ano 1805, julho, pag. 95; no jornal de Jena, 1806, fevereiro,
n. 29), sem que ninguém tenha apontado erros evidentes na teoria das paralelas ali
apresentada. Por outro lado, é imediatamente compreensivel que desde aquela época eu
tenha revisto algo dos meus conceitos, e que acredite agora expor muitas coisas de modo
melhor e mais correto do que antes havia feito. Nestas Contribuigdes, portanto — que
deverdo aparecer em fasciculos tdo pequenos quanto o presente, a intervalos
indeterminados, e cujo nimero total eu tampouco posso estabelecer de antemdo —, pretendo
percorrer uma por uma as disciplinas a priori da matematica, segundo a ordem em que sdo
apresentadas na presente parte I, §20. As mudancas mais numerosas e significativas dizem
respeito a geometria, para cuja exposicdo desejo apressar-me tanto quanto possivel, de
modo que o juizo dos especialistas possa reforcar-me em meus pontos de vista ou
esclarecer meus equivocos, e evitar que eu perca mais tempo em tais descaminhos.

— @AM’ €l Tig por avip G’ émorto kai GAAog
udAAov BoAntwpn) kai Bapoaiedtepov Eotal.
— podvog § i mép 1€ vonon
OAAG T€ ol Bpdoowy Te voog, Aemtr) 8¢ Te piTic.
(Lliada, X, 222) '

I. Do Conceito de Matematica e suas Subdivisoes

81

O mais antigo e certamente ainda ndo superado manual de matemaética, os
Elementos de Euclides, ndo contém, como se sabe, nenhuma defini¢do a respeito da ciéncia
de que trata. Se seu imortal autor fez isso por uma espécie de idiossincrasia, ou por nao
considerar o tema digno de esforco, ou por ndo saber fornecer-nos uma defini¢ao realmente
valida: a esse respeito ndo ouso decidir. Ao contrario, todos os modernos manuais de

matematica apresentam a seguinte defini¢do: “A matemédtica é a ciéncia das grandezas”."

19 Abaixo indicamos a passagem completa, em traducdo de Frederico Lourengo, com os versos omitidos entre
colchetes:

“(...). Porém se outro homem comigo viesse,

maior seria o apoio e também a auddcia.

[Quando dois se péem a caminho, um discerne antes do outro
0 que € mais proveitoso]; ao passo que quando é s6 um

a discernir, curto é o pensamento e ténue a astticia.”

" Em aleméo, Wissenschaft der Grofien. A dificuldade, como serd comentado pelo préprio Bolzano logo a frente,
estd no entendimento do termo “Grofe”. Sdo de grande valia, aqui, algumas breves consideragdes histéricas.
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Tal definicdo ja foi criticada por Kant em sua Critica da Razdo Pura (cf. segunda edicao,
pag. 742), pois por meio dela, segundo Kant, “ndo é dada nenhuma caracteristica essencial
da matematica, além de ser tomado o efeito pela causa”.

82

Tudo depende aqui, como se percebe, do que cada um entende pela palavra
grandeza. Assim, o autor do livro Versuch das Studium der Mathematik durch Erlduterung
einiger Grundbegriffe und durch zweckmdssigere Methoden zu erleichtern (“Tentativa de
facilitar o estudo da matematica por meio da explicacdo de alguns conceitos fundamentais e
por meio de métodos mais adequados”)'? — Bamberg e Wiirzburg, 1805 (pag. 4) — oferece a
seguinte definicdo de grandeza: “Uma grandeza é algo que existe e que pode ser percebido
por meio de algum sentido”. Essa definicdo serd necessariamente, ou muito ampla, ou
muito restrita. Isso depende de se o autor toma as expressdes “existe” e “pode ser
percebido” ** no seu sentido amplo, em que elas significam uma existéncia meramente ideal
e uma possibilidade de ser pensado, ou no sentido mais restrito, no qual valem somente de
um objeto sensivel, realmente existente. No primeiro caso, grandeza seria qualquer coisa
pensavel, sem excecdo; e ao definir a matematica como ciéncia das grandezas, estariamos
de fato colocando todas as ciéncias dentro dessa unica. No segundo caso, ao contrario,
somente objetos sensiveis seriam grandezas, e o dominio da matematica ficaria, é claro,
excessivamente restringido, na medida em que também as coisas suprassensiveis, como por
exemplo os espiritos e as forgcas espirituais, podem ser objetos da matematica,
particularmente da aritmética.

83

Essa definicdo de grandeza (82), com efeito, é completamente contraria ao uso
linguistico, quer seja interpretada de uma ou de outra maneira. Eu sé a mencionei para
mostrar, no que segue, que ja esse autor vislumbra, ainda que apenas obscuramente, certa

O termo “Grofe” é aquele termo mais abrangente que, a partir da idade moderna, passou a designar o “assunto”
comum aos dois principais ramos da matematica: geometria e aritmética. A esse respeito, diz H. Mehrtens:

“(...) A matemadtica era, segundo a definicdo mais comum, ‘ciéncia das grandezas’. Esse é o
conceito indeterminado; pode se tratar de um niimero, o qual se pode associar a uma
extensdo; de uma extensdo, cuja medida pode ser dada por um niimero; ou de qualquer
outra coisa passivel de medigdo. (...) O conceito de grandeza marca o entrelagamento de
operagées simbdlicas logico-algébricas com o esquema de algo representdvel na intuigdo,
com o qual se opera.” (Mehrtens, 1990: pags. 42-3).

Adotamos aqui a traducdo mais usual para “Grofe”, como “grandeza”. Em portugués, ele é mais facilmente
associado a entidades geométricas (“algo representdvel na intuigdo”). No entanto, na lingua alema transita-se com
maior facilidade para o significado aritmético, como “quantidade” (vale dizer, “quantidade de coisas contaveis”,
“quantidade ou conjunto de unidades”). E justamente essa tensio que estara presente na discussio proposta por
Bolzano, que privilegia, na tentativa de explicar o que se deve entender por “Grofe”, essa interpretagdo aritmética,
em detrimento da inten¢do mais ampla das defini¢des entdo usuais.

120 autor da obra em questdo é Franz von Spaun (1753-1826), matemdtico e polimata austriaco. Além de diversos
tratados matematicos, escreveu também obras acerca de temas juridicos, politicos e filoséficos.

3 No original, as duas palavras ndo vém entre aspas, recurso que ainda ndo era comum. (Para ajudar o leitor,
Bolzano usa dois pontos antes da primeira expressdo.) Para facilidade de leitura, adotamos o modo de escrever
mais familiar ao leitor atual.
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idéia que me parece correta. Se ndo desejamos nos afastar muito do uso lingiiistico (coisa
que, mesmo na ciéncia, ndo deveriamos fazer sem necessidade), entdo precisamos entender
por grandeza um todo, na medida em que esse todo consiste de muitas partes iguais, ou de
maneira ainda mais geral, algo que pode ser determinado por meio de contagem.'* Contudo,
caso seja pressuposto esse significado para a palavra grandeza, a definicdo usual da
matematica como ciéncia das grandezas revela-se francamente deficiente, vale dizer,
demasiado restrita. Pois a grandeza é considerada isoladamente e em abstrato apenas na
Mathesis® pura geral, ou seja, na logistica'® ou na aritmética, mas ndo esgota nem mesmo o
contetido dessas ciéncias. Nesse sentido, em diversos problemas da teoria das combinacdes
(essa parte tdo importante da Mathesis geral), o conceito de grandeza ou de niimero ndo
aparece nenhuma vez, por exemplo, quando alguém propde a pergunta: quais — (ndo
quantas) — recombinagdes permitem os objetos a, b, c..? Nos ramos especificos da
matematica, cronometria, geometria e outros, aparecem por toda parte, como ja indicam
seus nomes, ao lado do conceito de grandeza, algum outro objeto ainda (por exemplo: o
tempo, 0 espaco, e assim por diante), sobre o qual o primeiro €, frequentemente, meramente
aplicado; de modo que em todas essas disciplinas existem muitos postulados e teoremas nos
quais o conceito de grandeza ndo estd nem sequer contido. Assim, na cronometria e na
geometria, respectivamente, a proposicdo segundo a qual todos os instantes sdo iguais uns
aos outros, e todos 0s pontos sdo iguais uns aos outros, precisam ser ambas admitidas —
proposicdes nas quais o conceito de grandeza ou de nimero ndo estd de modo algum
contido. Segue dai que tais proposicdes ndo deveriam tomar parte na matematica, se esta
fosse meramente uma ciéncia das grandezas.

84

No entanto, facil como foi criticar e descartar as defini¢des usuais, ndo devera ser
colocar uma melhor em seu lugar. Ja observamos antes que aqueles objetos especificos que,
nos ramos individuais da matematica, aparecem ao lado do conceito de grandeza possuem
caracteristicas tais que esse tltimo pode ser facilmente aplicado a eles. Isso talvez nos
conduzisse a idéia de definir a matematica como a ciéncia daqueles objetos sobre os quais o
conceito de grandeza é particularmente aplicavel. De fato, parece que mesmo as pessoas
que aceitam a explicacdo introduzida em §1, na verdade, ndo desejariam compreendé-la de
outra maneira. Somente um exame mais rigoroso mostra que também essa defini¢do é
inadequada. O conceito de grandeza é aplicavel, com efeito, a absolutamente todos os
objetos, até mesmo as coisas do pensamento. Quem quiser, portanto, considerar a simples
aplicabilidade do conceito de grandeza a um objeto como razdo suficiente para incluir a
teoria desse objeto entre as disciplinas matematicas, devera contar todas as ciéncias como
pertencentes a matematica. Por exemplo, também aquela ciéncia na qual se demonstra a
proposicdo: existem apenas quatro (ou, como ensina corretamente Platner,'” apenas duas)

" Ver nota 11 acima.

1> Bolzano usa frequentemente o termo latino “Mathesis” para “Matematica”.

160 termo é aqui utilizado, ndo no sentido que veio a ganhar no século XX, associado ao projeto de redu¢do da
matematica a l6gica formal, mas no sentido grego (Aoyiotikn}), em que indica o estudo das operagdes feitas com
numeros (&pBpog).

7 Ernst Platner (1744-1818): médico, antrop6logo e filésofo alemdo.
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figuras silogisticas; igualmente aquela ciéncia que ensina: ndo existem nem mais nem
menos do que quatro vezes trés conceitos simples puros do entendimento (categorias);'® e
assim por diante. Seria necessario entdo, para salvar essa defini¢do, tracar uma distingdo
entre aplicabilidade mais ou menos frequente, ou seja, contar como pertencente a
matematica somente aqueles objetos sobre os quais o conceito de grandeza se deixasse
aplicar de maneira frequente e reiterada. Mas quem ndo vé que isso resultaria em uma
delimitacdo altamente capenga e nada cientifica do campo da matemaética? Devemos,
portanto, buscar uma definicdo melhor.

85

A filosofia critica parece prometer tal definicdo. Ela acredita ter descoberto, entre
as duas classes principais de conhecimento humano a priori, o filoséfico e o matematico,
certa diferenca especifica e caracteristica no fato de que o conhecimento matematico
representa — ou antes constroéi — adequadamente todos os seus conceitos em uma intuicao
pura, e justamente por isso é também capaz de demonstrar seus teoremas. O conhecimento
filoséfico, ao contrario, carente de toda intuicdo, necessita contentar-se com conceitos
meramente discursivos. Desse modo, a esséncia da matematica ficaria expressa, no que tem
de mais tipico, pela seguinte definicdo: trata-se de uma ciéncia racional a partir da
construcdo de conceitos (I. Kant, Critica da Razdo Pura, pag.712). Essa definigdo, de fato,
foi aceita por muitos matematicos adeptos da filosofia critica, entre outros por Schulz'® —
tdo renomado no tema da fundamentacdo da matematica pura — em seu Anfangsgriinden der
reinen Mathesis (“Principios primeiros da Matematica pura”) — Konigsberg, 1791.

86

Eu, de minha parte, gostaria apenas de reconhecer, com o coracdo aberto, que até o
presente momento ndo consegui me convencer, ndo sO a respeito da verdade de muitos
outros ensinamentos da filosofia critica, mas particularmente também a respeito da corre¢do
das afirmagdes kantianas acerca da intuicdo pura e da construcdo de conceitos por meio
dela. Ndo deixo de acreditar que ja no conceito de uma intuigdo pura (isto é, a priori) resida
uma contradicdo interna; e muito menos consigo me convencer de que o conceito de
nimero deva ser necessariamente construido no tempo e, nesse sentido, de que a intuigdo
do tempo pertenca realmente a aritmética. Considerando que no apéndice a este ensaio direi
mais acerca do assunto, contento-me em acrescentar, aqui, que existem na Alemanha
algumas e até mesmo muitas cabegas pensantes que, em relacdo a essas afirmacdes de Kant,
discordam tanto quanto eu. Incluindo algumas que, de inicio, inclinaram-se a definicdo
kantiana, mas que depois sentiram-se forcadas a abandona-la. A esse grupo pertence, por

'8 Referéncia a teoria kantiana das categorias, tal como exposta na Critica da Razdo Pura. Nessa obra, as
categorias sdo tema de demonstragdo e aparecem em nimero de 12, agrupadas da seguinte maneira: categorias de
quantidade (unidade, pluralidade e totalidade); categorias de qualidade (realidade, negacdo e limitagdo); categorias
de relacdo (substancia, causalidade e acdo reciproca); categorias de modalidade (possibilidade, existéncia e
necessidade).

19 Johann Friedrich Schulz (1739-1805): lecionou matemética em Kénigsberg e foi um dos primeiros divulgadores
da filosofia critica. Era amigo pessoal de Kant, que considerava o seu Erlduterungen tiber des Herr Immanuel
Kants Critik der reinen Vernunft (Esclarecimentos acerca da Critica da Razdo Pura, do senhor Immanuel Kant),
publicado em 1784, a melhor exposicdo até entdo escrita da Critica da Razdo Pura.

RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 296-371, 2023 309



TIAGO TRANJAN

exemplo, o senhor Michelsen,” em seu Beitrdgen zur Beférderung des Studiums der
Mathematik (“Contribuicdes a promogao do estudo da matematica”) — Berlim, 1790.

87

Para mim, no entanto, mais instrutivo do que aquilo que o senhor Michelsen diz
nesse ensaio, foi o que encontrei no Leipziger Literaturzeitung (“Jornal de literatura de
Leipzig”) — julho de 1808, pag. 81. O erudito resenhista critica a definicdo usual da
matematica como ciéncia das grandezas, e acrescenta: “A grandeza somente é objeto da
matematica porque é a forma mais geral de se ser finito. A matematica, porém, segundo sua
natureza, é uma teoria geral das formas: é aritmética, na medida em que considera a
grandeza como forma geral das coisas finitas; geometria, na medida em que considera o
espaco como forma geral da natureza; teoria do tempo, na medida em que considera a
forma geral da forca; teoria do movimento, na medida em que considera a forma geral das
forcas que agem no espaco”. — Nao sei se compreendo essas explicacOes exatamente no
sentido desejado por seu autor. Este tanto, contudo, devo reconhecer: elas me ajudaram a
estruturar e a desenvolver a definicdo e as subdivisdes da matematica pura que apresentarei
a seguir, e que eu ja havia elaborado antes em suas linhas principais.

88

Penso, portanto, que se pode definir a matematica da melhor maneira como uma
ciéncia que trata das leis (formas) gerais pelas quais se devem regular as coisas em sua
existéncia. Por meio da palavra coisas desejo compreender ndo somente aquelas que
possuem um ser objetivo, independente da nossa consciéncia, mas também aquelas que
existem meramente em nossa representacao, e essas, por sua vez, tanto na condicdo de
individuos (ou seja, intui¢des) como na de conceitos gerais. Em uma palavra: tudo o que de
qualquer maneira puder ser objeto de nossa faculdade de representacdo. Se digo ainda que a
matematica trata das leis pelas quais se regulam essas coisas em sua existéncia, entdao quero
indicar com isso que nossa ciéncia ndo se preocupa com a demonstracao da existéncia
dessas coisas, mas tdao-somente com as condi¢Oes de sua possibilidade. E ao dizer que essas
leis sdo gerais, dou a entender que nunca ligo a matemadtica a uma Unica coisa como
individuo, mas sempre a conjuntos de coisas de certo género. Tais géneros podem ser mais
elevados ou mais baixos; e é nisso justamente que ira se basear a subdivisdo da matematica
em disciplinas individuais.

89

Ninguém achard a definicdo aqui fornecida excessivamente restrita, pois ela
abrange claramente tudo o que até hoje sempre se computou como pertencente ao dominio
da matemadtica. Antes, temo que ela seja considerada um tanto ampla demais, e que a
acusem de deixar muito pouco a filosofia (metafisica). De fato, essa ficara limitada,
segundo minha definicdo, a tinica e exclusiva tarefa de demonstrar a existéncia real de
certos objetos a partir de conceitos a priori. Matematica e metafisica, os dois ramos
principais de nosso conhecimento a priori, estariam postas uma em relacdo a outra, de

% Johann Andreas Christian Michelsen (1749-1797): matematico e pedagogo alemdo.
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acordo com essa definicdo, de tal forma que a primeira examinasse as condic¢des gerais sob
as quais se torna possivel a existéncia das coisas; e a segunda, ao contrario, tentasse
demonstrar a priori a realidade de certos objetos (como, por exemplo, a liberdade, Deus e a
imortalidade da alma). Em outras palavras, aquela lidaria com a pergunta: de que modo as
coisas precisam ser, para que sejam possiveis? Esta proporia a pergunta: quais coisas sao
reais e, ainda por cima (pois deve fornecer uma resposta a priori), necessariamente reais?
Ou de maneira ainda mais curta: a matematica trataria da necessidade hipotética,” a
metafisica da necessidade absoluta.

8§10

Quando deparo com qualquer pensamento até entdo novo para mim, sempre
costumo colocar-me a questdo, “ninguém antes de mim teve a mesma idéia?”. Se descubro
que sim, é claro que minha convic¢do aumenta. No que diz respeito a defini¢do acima, nao
preciso nem observar o quanto se aproxima de minha exposicdo aquilo que disse o agudo
resenhista (§7), ainda que ambas as opinides nao venham a ser completamente a mesma.
Mas também o autor do livro (§2) parece ter vislumbrado essa ideia, embora apenas de
maneira obscura. Pois quando define a grandeza, ou o objeto da matematica, como aquilo
que existe, ele bem parece ter sentido que a matematica trata de todas as formas das coisas,
e ndo meramente da sua possibilidade de serem compostas de partes iguais (sua
possibilidade de serem contadas). Kant define a ciéncia natural pura (a qual, sob o nome de
mecanica, sempre foi considerada como parte da matematica) como uma ciéncia das leis a
que se submete a existéncia das coisas (dos fendmenos). Por meio dessa definicdo pode-se
facilmente chegar aquela que demos acima. De fato, tempo e espago sdo, ambos, duas
condicGes a que se submete a existéncia das coisas sensiveis. Assim, a cronometria e a
geometria, que consideram em abstrato as propriedades dessas duas formas, tratam
igualmente, ainda que de modo indireto, das leis a que se submete a existéncia das coisas
(especificamente, das coisas sensiveis). A aritmética, finalmente, que trata das leis daquilo
que é contavel, elabora por isso mesmo as leis absolutamente mais gerais pelas quais se
devem regular as coisas em sua existéncia, até mesmo em sua existéncia ideal.

811

Tentemos agora derivar, dessa defini¢do para a matematica, uma subdivisdo logica
dessa ciéncia em diversas disciplinas individuais. Caso a subdivisdo resulte bem-sucedida e
absolutamente natural, deveriamos ver ai mais uma confirmacdo da validade da nossa
definicdo. De acordo com ela, a matematica seria uma ciéncia das leis pelas quais se devem
regular as coisas em sua existéncia. Essas leis, por sua vez, ou sdo tdo gerais que se aplicam
a todas as coisas sem excecdo, ou ndo. As primeiras, portanto, postas em conjunto e
cientificamente ordenadas, formardo, entre as partes principais da matematica, o ramo
inaugural, a que se pode chamar de Mathesis geral; todo o resto, entdo, sera Mathesis
especial.

“ Nota do autor: Muito embora nem todas as proposi¢des da matemdtica possuam essa forma hipotética, pois as
condigdes, principalmente na cronometria e na geometria, quando permanecem as mesmas para todas as
proposigdes, sdo assumidas de modo implicito.
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OBSERVACAO: A Mathesis geral pertencem, como veremos abaixo, a
aritmética, a teoria das combinacOes, entre muitas outras. Ndo se deve,
portanto, considerar esse ramo da matemadtica como coordenado aos demais
(cronometria, geometria etc.); estas ultimas sdo antes subordinadas ao
conjunto da Mathesis geral, como as espécies ao género. E justamente
porque o conceito de niimero é um dos conceitos da Mathesis geral, ele nao
é capaz de gerar o conteiido dos ramos especiais da matematica, embora
apareca freqiientemente em todos eles.

8§12

Para obter, agora, os ramos especiais da matemadtica, precisamos repartir as
proprias coisas, de cuja forma geral a matematica se ocupa, em certas classes. Mas antes
ainda que fagcamos isso, vale a pena chamar a aten¢do para determinado conceito do nosso
entendimento, que embora ndo seja (até onde vejo) completamente aplicavel a todas as
coisas, e por isso ndo devesse ser tomado como pertencente a Mathesis geral no sentido
mais estrito, por outro lado deixa-se aplicar a coisas de tipos tdo distintos que dificilmente
se adequaria a uma subdivisdo da matematica em disciplinas individuais. Esse é o conceito
da oposicao. Ndo creio que haja, para cada coisa, uma que lhe seja oposta; mas o estar antes
e depois no tempo, o situar-se deste e daquele lado no espaco, as forcas da mecanica que
atuam em dire¢Oes opostas, as entradas e saidas no livro de contabilidade, o agradavel e o
desagradavel das sensagdes, o bom e o mau nas decisdes do livre-arbitrio, e assim por
diante — sdo perfeitos exemplos de oposicdo, os quais nos demonstram a satisfacdo a ampla
aplicabilidade desse notavel conceito. Ao mesmo tempo, e a partir desses mesmos
exemplos, percebemos quio pouco adequado esse conceito seria para fundamentar uma
divisdo das disciplinas matematicas entre aquelas em que ele é ou ndo aplicavel. Em sentido
contrario, as divisdes de fato existentes (que nés também ndo devemos descartar
completamente) sdo feitas segundo um principio divisério bastante distinto, embora apenas
obscuramente pensado; e incluiu-se em cada uma das disciplinas individuais aquilo que
resulta da aplicagdo do conceito de oposicdo a seus objetos especificos. Contudo, o mais
geral que se pode dizer de todas as coisas passiveis de oposicdo, sem excecdo, merece
certamente uma consideracdo a parte. O tema pode ser apresentado (como, em certa
medida, ja foi feito) em um apéndice especial a Mathesis geral.

§13

Tudo o que podemos pensar como existindo, sempre, devemos pensar em uma de
duas opgdes: ou como necessario, ou como livre (isto é, ndo necessério) em sua existéncia.”
Aquilo que, de algum modo, pensamos como livre, ndo subjaz, justamente por esse motivo,
nenhuma condi¢do ou lei em seu devir (ou existéncia ), e ndo é, portanto, objeto da
matematica.”" Aquilo que pensamos como necessario em sua existéncia, ou simplesmente é
(ou seja, por si mesmo), ou é condicionado (ou seja, pressupde alguma outra coisa). Aquilo

* . . . e . .
Nota do autor: Um exemplo do primeiro tipo é a velocidade de um corpo em movimento; um exemplo do
segundo, cada uma das decisdes da vontade humana.

*k ~ . . . . ~ .
Nota do autor: Caso ndo esteja em devir, mas somente seja, como por exemplo a livre acéo da deidade, na
medida em que ndo a pensemos no tempo.
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que é por si mesmo necessario chama-se — Deus, e é considerado na metafisica como um
objeto ndo meramente possivel, mas real. Resta-nos, assim, apenas o necessario hipotético,
o qual pensamos como efeito de uma causa. Existem agora certas condi¢des gerais pelas
quais se deve regular, em seu devir ou em sua existéncia, tudo o que é efetuado por uma
causa (esteja ela dentro ou fora do tempo). Essas condi¢Ges, tomadas em conjunto e
cientificamente ordenadas, formardo assim a primeira subdivisdo da Mathesis especial, e
que eu chamo, por falta de um nome melhor, de teoria dos fundamentos ou etiologia.

OBSERVAGAO: Essa parte da matematica contém os teoremas acerca de causa e
efeito, alguns dos quais costumavam ser incluidos na ontologia. Por
exemplo, que causas semelhantes tém efeitos semelhantes. O mesmo vale
para as proposi¢cdes normalmente acolhidas sob o nome de céalculo das
probabilidades, que eu aqui recordo somente para que ndo se pense que esse
importante ramo da matemadtica tenha sido por nés completamente
ignorado. Além disso, em exposicOes cientificas, a etiologia deve vir a
frente da cronometria e da geometria, pois essas duas tltimas utilizam
certos teoremas da primeira, como veremos mais precisamente no momento
adequado.

8§14

Tudo aquilo que nés pensamos ndo apenas como real, mas que, como real, temos
de perceber por meio da experiéncia sensivel, é necessario que percebamos no tempo, e
também — se, além disso, temos de conhecé-la como coisa exterior a nés — no espaco. Em
outras palavras: tempo e espago sdo as duas condi¢des as quais precisam se submeter todas
as coisas sensiveis, ou seja, todas as coisas que nos devem aparecer como reais. Portanto, se
desenvolvermos e ordenarmos cientificamente as propriedades abstratas do tempo e do
espaco, a ciéncia que dai resulta devera ser contada como pertencente a matematica, pois
que também ela trata, ainda que de maneira indireta, das condigcdes pelas quais se devem
regular as coisas em sua existéncia. Temos assim o segundo e o terceiro ramo da Mathesis
especial, a teoria do tempo (cronometria) e a teoria do espaco (geometria).

OBSERVAGAO: E por si absolutamente indiferente qual dessas duas ciéncias
colocamos a frente da outra em nosso sistema, na medida em que as
propriedades do tempo e do espaco sdo completamente independentes umas
das outras. Nao obstante, considerando que o conceito de tempo é aplicavel
a mais objetos do que o conceito de espaco, parece adequado colocar a
cronometria a frente da geometria.
8§15
Finalmente, se o tempo e o espago forem considerados ndo em abstrato, mas como
preenchidos por coisas reais e, mais ainda, por coisas que ndo sejam livres em sua
existéncia, e sim submetidas as leis de causalidade, entdo duas novas ciéncias vém a luz,

ko . . . . ~ . e .
Nota do autor: Mas sim objeto da moral, que investiga a questdo: como aquilo que acontece (ou é) livremente,
deve acontecer (ou ser).
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surgidas da composicdo entre a ciéncia mencionada no §14 e aquela do §13. Mais
especificamente:

a) As leis gerais a que se submetem, em sua existéncia, as coisas nao-livres
que se encontram no tempo compdem o contetido de uma ciéncia prépria, a
qual chamarei, na auséncia de terminologia mais segura, de teoria das
causas, ou etiologia cronica.”

b) As leis gerais a que se submetem as coisas ndo-livres que se encontram
tanto no tempo como no espaco compdem o conteudo daquela disciplina
matematica chamada de ciéncia natural pura, ou ainda teoria do
movimento, ou mecanica.

OBSERVAGAO: Ao campo na etiologia cronica pertencem, por exemplo, as
proposicdes: “Todo efeito é simultdneo a sua causa”; “a medida do efeito,
produzido por uma causa constante, comporta-se como o produto da
intensidade da causa pelo tempo de sua acao”; e outras assim. Tdo gerais
sdo essas proposicOes, como se vé, que valem ndo somente para coisas
materiais no espaco, mas também para as forcas da alma, para nossas
representacOes, e em geral para todas as coisas que aparecem no tempo e
que estdo submetidas a lei de causalidade. — A ciéncia natural pura é ja bem
conhecida.

8§16

Fala-se também, freqiientemente, em uma ciéncia na qual deveriam figurar as leis
gerais do movimento possivel, sem levar em consideracdo as forcas que produzem o
movimento — ou seja, uma ciéncia em que figurassem os conceitos de tempo, espaco e
matéria, mas ndo o de causa. Hermann, Lambert?® e Kant chamaram essa ciéncia de
foronomia, e o tltimo considerava-a como parte da ciéncia natural pura, a qual, contudo,
segundo nossa definigdo, ela ndo pertenceria. O Sr. E. G. Fischer,” em seu Untersuchung
liber den eigentlichen Sinn der héheren Analysis, nebst einer idealistischen Ubersicht der
Mathematik und Naturkunde nach ihrem ganzen Umfang (“Investigacdo acerca do
verdadeiro sentido da andlise superior, incluindo uma visdo idealista da matematica e das
ciéncias naturais em todo o seu escopo”) — Berlim, 1808 —, também introduz essa
disciplina, fazendo-a vir, sob o nome de forometria, logo depois da geometria, como
segundo grande ramo da matemdatica do espaco. No entanto, se ndo estiverem
completamente equivocados meus pontos de vista, que pretendo expor a seguir, uma
ciéncia assim nao pode de modo nenhum existir; pois todas as proposicdes que nela até hoje
foram estabelecidas podem na verdade ser demonstradas recorrendo-se exclusivamente ao
conceito de causa.

* Nota do autor: Com efeito, eu diferencio as palavras fundamento [ Grund] e causa [Ursache]. A tltima significa,
para mim, um fundamento que atua do tempo.

2 E dificil identificar a quem Bolzano esté se referindo aqui.

*? Johann Heinrich Lambert (1728-1777): matematico, fisico e astrdnomo suico, foi correspondente de Kant e tem
importantes contribui¢des a filosofia da matematica.

# Ernst Gottfried Fischer (1754-1831): quimico, fisico e matematico alemao.
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8§17

Costuma-se ainda dividir cada uma das disciplinas matematicas em elementares e
superiores. Nao conheco, porém, até hoje, nenhum fundamento verdadeiramente cientifico
para essa divisdo. Em que medida um fundamento desse tipo pode se aplicar a uma
disciplina especifica (por exemplo, a geometria), isso examinaremos de modo mais
oportuno ao discutir tal disciplina. Aqui devemos tratar somente de fundamentos para uma
divisdo que possa estender-se a todo o campo da matemética. E o caso de todos aqueles
sugeridos para a Mathesis geral. Pois, de fato, divisdes feitas segundo tais fundamentos tém
também de percorrer, por isso mesmo, todos os ramos especiais da matematica. Em seu
Gedanken iiber den gegenwdrtingen Zustand der Mathematik (“Reflexdes acerca do estado
atual da matemadtica”) — Berlim, 1789 —, o sr. Michelsen® separa a Mathesis elementar da
Mathesis superior tendo em vista que a primeira teria por objeto grandezas (ou coisas em
geral) constantes, ao passo que a segunda teria por objeto grandezas variaveis. Creio nao
poder aceitar essa divisdo ja pelo simples motivo de que ela parte, implicitamente, de uma
pressuposicdo, incorporada por muitos até mesmo na definicdo de matematica, de que o
unico propdsito da matemética seria encontrar certas grandezas, que ndo foram dadas, a
partir de outras grandezas dadas. Se isso fosse correto, entdo todas as proposicdes da
matematica deveriam possuir a forma de exercicios; postulados, teoremas etc. nao
poderiam, a rigor, nela aparecer. Contudo, antes que alguém possa perguntar o que se segue
de determinadas coisas dadas, precisa primeiramente ter demonstrado, ou assumido como
exigéncia, que essas coisas podem ser dadas, ou seja, que sdo possiveis. — Divisdo
completamente diferente nos sugere o Sr. M. em suas ja mencionadas Contribui¢bes (se¢ao
1, pag. 2, Ueber der Begriff der Mathematik und ihre Theile: “Acerca do conceito de
matematica e suas divisdes”). Aqui ele aceita trés areas principais da Mathesis geral: 1) a
inferior, que considera as grandezas como formadas por componentes iguais; 2) a superior,
em que as grandezas sdo pensadas como compostas em parte de componentes iguais, em
parte de componentes desiguais (teoria da subtracdo e da adi¢do); 3) a transcendental, na
qual os componentes da grandeza sdo propriamente elementos, ou unidades da grandeza em
sentido estrito (calculo diferencial e integral). — Nao sei se compreendo corretamente essa
divisdo. Parece-me que, no mesmo sentido em que se pode dizer da subtragdo e da adigdo
que elas consideram suas grandezas como compostas em parte de componentes iguais e em
parte de componentes desiguais, pode-se dizer que a aritmética elementar ja faz a mesma
coisa, por exemplo, quando trata 2 + %5 como um todo. Menos ainda consigo perceber como
os diferenciais poderiam ser considerados como unidades da grandeza no sentido estrito da
palavra, pois que também a eles é atribuida uma grandeza, ao menos intensiva.

Melhor seria, certamente, contar como pertencentes a Mathesis superior somente
aqueles procedimentos nos quais aparece o conceito de um infinito (tanto o infinitamente
pequeno como o infinitamente grande) ou de um diferencial. Acontece, porém, que esse
conceito ainda nado estd, no presente momento, suficientemente esclarecido. Caso venha a
ser decidido que o infinito, ou o diferencial, ndo é nada mais do que uma expressdo
simbolica, do mesmo modo que V-1 e outras semelhantes; e caso se revele, a0 mesmo
tempo, que o método de demonstrar o verdadeiro por meio de simples abreviacGes

* Ver nota 18.
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simbdlicas, embora absolutamente singular, ¢ um método demonstrativo perfeitamente
correto e logicamente permissivel; entdo, creio, o mais adequado seria colocar no campo da
matematica superior, juntamente com o conceito de infinito, todos aqueles que, como ele,
sejam simbolicos. A Mathesis elementar seria entdo aquela que utilizasse, em suas
exposicOes, somente conceitos e expressdes absolutamente reais; e a Mathesis superior,
aquela que utilizasse também conceitos e expressdes simbdlicas.

8§18

Também acerca da divisdo da matematica em pura e aplicada temos algo a
recordar. A saber: caso se entenda por matematica aplicada, como em geral acontece, o
mesmo que empirica, entdo ndo podemos reconhecer, para ndo cair em contradi¢cdo, nem
mesmo a existéncia de tal ciéncia, pois toda a matematica, em nossa defini¢do, pertence as
ciéncias puras a priori. Mas nem por isso é necessario temer que nés, assim fazendo,
venhamos a perder uma parte consideravel das disciplinas matemaéticas. A histéria da
matematica mostra que quanto mais o tempo passa, mais aquilo que, no comego, tomava-se
meramente da experiéncia, depois passou a ser derivado de conceitos, de modo que se
aprendeu a trata-lo como parte da Mathesis pura a priori. Somente isso ja deveria constituir
razdo suficiente para ndo permitir nenhuma distingdo, do ponto de vista cientifico, entre
matematica pura e empirica. Pois sera que, do fato de ndo sabermos derivar a priori, por
exemplo, a existéncia de uma forca de atragcdo, bem como a lei segundo a qual ela atua na
razdo inversa do quadrado da distancia, segue-se ja que as futuras geracdes nunca saberdo
fazé-lo, e que tal forca simplesmente ndo é derivavel a priori? Mas ha mais: aquilo que, nos
assim chamados ramos aplicados da matematica, é tomado da experiéncia, na realidade ndo
torna essas disciplinas empiricas. Isso porque a matematica absolutamente ndo lida com
aquilo que de fato acontece, mas sim com as condic¢des ou formas que algo precisa ter, caso
venha a acontecer. Assim, basta apresentar de modo meramente hipotético aquelas
proposicdes que relatam a experiéncia, e entdo derivar, por meio de raciocinios a priori, por
um lado a possibilidade dessas hipéteses, por outro lado as consequéncias que dela seguem.
Desse modo ndo aparece, na exposicdo como um todo, nenhum juizo empirico; a ciéncia,
portanto, é a priori. Na exposicdao da Otica, por exemplo, ndo é minimamente necessario
tomar emprestada da experiéncia a lei segundo a qual a luz, ao passar do ar para o vidro,
refrata na proporc¢ao de 3:2; e outras semelhantes. Ao contrério, basta tornar compreensivel
a mera possibilidade de uma matéria como a luz* e de sua refracdo ao passar por diferentes
meios, para entdo construir a exposi¢do na forma hipotética: “se houver uma matéria, a qual
etc.; entdo devem seguir-se dai tais e tais consequéncias”. Essa possibilidade, no entanto,
ndo pode nunca ser dificil de provar, pois tudo aquilo que, na experiéncia, deva ser
perceptivel como real, ja de antemao precisa ser reconhecido como possivel.

8§19

Na medida em que se deseje entender, por matematica aplicada, uma matematica
que se baseie, essencialmente, em proposicoes extraidas da experiéncia, entdo eu ndo creio
que estaria disposto a admitir sua existéncia. Mas pode-se também entender sob o nome de

* Bolzano move-se no quadro da tica newtoniana, que assumia o carater corpuscular da luz (ou seja, tratava a luz
como composta de particulas).
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matematica aplicada algo bem diferente, algo a que eu preferiria chamar de matematica
pratica ou, de modo ainda mais especifico, com uma terminologia emprestada da filosofia
critica, de matematica técnica. Essa consiste em uma exposicdo das disciplinas matematicas
especialmente voltada para a utilizagcdo proveitosa na vida burguesa. Uma exposicao desse
tipo diferencia-se da exposicao cientifica pura de modo bem claro, devido a diferenca de
objetivos: na ultima, o objetivo é a maior perfeicdo possivel da forma cientifica, e por meio
desta o melhor treino possivel para o correto pensar — o objetivo da primeira, ao contrario, é
a aplicabilidade imediata as necessidades da vida. Segue-se dai, além disso, que na
exposicdo pratica todos os pontos de vista excessivamente gerais, que ndo sejam
diretamente necessdrios a aplicagdo, sdo deixados de fora, ao passo que os mais diversos
exemplos e relagdes com casos concretos sdao compilados. Os autores ndo se ddo ao
trabalho de introduzir esses casos concretos como simples possibilidades (como deveria
acontecer em uma exposi¢do cientifica pura), mas os oferecem como fatos reais provados
diretamente por meio da experiéncia. Finalmente, eu nem precisaria dizer que a maioria dos
manuais de matematica disponiveis baseiam-se em certo método misto, que propde unir os
dois objetivos, o cientifico puro e o pratico; e acrescento que ndo desejaria considerar tais
manuais, no geral, como equivocados. Um manual realmente adequado, elaborado segundo
o método misto, seria uma obra ainda mais valiosa, com efeito, do que uma simples
exposicdo cientifica. S6 que eu penso que algo assim ndo pode vir a luz antes que se tenha
completado o sistema puramente cientifico. A quem trabalha no aperfeicoamento desse
sistema pode-se permitir, entdo, que deixe totalmente de lado o segundo objetivo, e dirija
sua aten¢do somente ao primeiro, a perfeicao cientifica.

820

Resulta de tudo isso, segundo creio, que uma matematica cientificamente ordenada
possui somente aqueles ramos indicados nos paragrafos §11-15. A seguinte tabela
apresenta, de modo conveniente, uma visdo geral. As palavras entre parénteses indicam o
objeto de cada disciplina.

A.
Mathesis geral
(coisas em geral)

B.
Disciplinas matematicas especificas
(coisas especificas)

L
Etiologia
(coisas nao-livres)

II.
(coisas nao-livres sensiveis)
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a.
(forma dessas coisas em abstrato)
A~ [o]

Teoria do tempo Teoria do espago
(tempo) (espago)
b

(coisas sensiveis em concreto)

Q. B.
Etiologia cronica Ciéncia natural pura
(coisas sensiveis no tempo) (coisas sensiveis no tempo e no espago)
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4. Texto original

HBeptrdge

in einer

begrivndeteren Dariellnng

bee

Matbhematikb

BVon

Bernarh Bolganoe

WFeltpeingye . Decror ber VRAFophie, wek B L ovkents
fidyen Preleffor ter Heligiondmtfen[fult mm Fer
Eael» Feebinanbipden Waiveefisse

Erjie Eieferuma.

Prag, 1510,
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Diultem adhue restal aperis, muliamgie Fe-
stabit 3 mee wlli mafo post mille seceola proe
clidetur secatio aliguid adhue adjicisadi, —
Multum egerand, gud ente mor fuernet, sed
man peregerint ;s suspiclendi famen sunty
et rifn Deorwmealendl, Serneo, Eplatba.
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BWorreode

@aﬁ unter ollen Wifjenfhaften die
Mathematif dem Ideale der Volfome
menpeit noch am nachffen . [Febe, muf
jeder unbefangene Beurtheiler geflehen.
Sn dem gemeinften Lebrbuche der Mae
thematif Perrfecht wirklich mehr Beflimmes
beit und Klarheit der Begriffe , mehr
Gidherheit und Uiberseugung in den lrs
thetlen, al$ nody sur Gtunde in bem
vollendeteften - Lehrbuche der Metaphyfif
| o g

Py
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v

angetroffen witd,  Aber fo unlaugbae
pas ift, fo follte anbrerfeits Doch aud
ver Mathemarifer nie vergeffen, oS gelte
andh pon feiver Wiffenfchafe, was dort
gefchricben ftebt von allem wmenfdlichen
Wiflen, ,,00F ¢S nur Stidwerd
fen ' Jeboch die gubften Kenner dies
feo  Wiflenfdhaft baben in  der That
von jeher cingeflanden, nicht nur, dof
vas Grebdude ihrer Wiffenfchaft nodh Fein
gang auégebauted und n fich felbff bes
fehloffenes Gebande fep; fondern audy,
vof {elbft bie erflen Grundmauern diefed
im Uibrigen fo prachtvollen Gebaudes
noth nicht gang feft und regelmafis fepen ;
ober , wn ofne Bild ju reden, dof fith
felbft in den erften. Elementarlehren aller
mathematifched Dideiplinen nod) mandye
Licen und Unvolfommenbeiten finden,

Wm diefed Urtheil bier nur mif eis
nigen Beweifen ju belegen; Haben of

nicht
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v

nidht die grifiten Mathematifer neuerer
Qeit erfannt, daf in der Arithmes
tif die Bebre von den entgegene
gefesten Orofen, fommt allem
dem, twad von ibr abhangt, noch) nichs
im -SReinen fep? findet man nicht bepnas
be injedem Rehrbuche der Arithmetif eine
vetanderte Darfielliing diefer Lehre? —
Mody fdhrwanfender , und gum Theile mit
wechfelfeitigen Widerfprachen erfullt, ift
pas Capitel von den irrationalen
und imagindren Grofen. BVon den
Mangeln , weldhe die hohere Alges
bra, die Differentials und Intes
gralrechnung bat, will idh bie
nichts erwabnen; es ift befannt, daf
man nicht einmabl tber den Begriff el
nes Differentials bis jego einverfianden
ift; und erft am Sbluffe des vorigen
Sahres Dat die Fhrftlich: Jablos
novétifhe Gefellfchaft der Wifs
fenfdhaften zu Leipsig die Uuss
eins
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Vi

einanderfesung der verfdiiedes
nen Theovieen Ded Infinitefis
malcalenls, und die Ent{deis
dung, welde Dderfelben den
Borzug verdiene, gur Preisfrage
aufgegeben.

Ridht3 defto tweniger ift die Arithrmes
£if, meinem Bediinfen nach, nody der bep
weitem volfommunere Theil der mathemas
tijdhen Disciplinen; otel wichtigere und
fchwerer u bebebende Wiangel aber bat
die Geometrie, Hier mangelt ef jur
Gtunde noch an einer beffimmten Erflls
vung ber widhtigen Begriffe: Linie,
Flide, Kdrper. it einmabl
uber die Grflarung der gevaden 2is
nie (mrIcﬁe vieleicht voe bem LBegriff
einer ¥inie iberbaupt gegeben wers
ben Fonnte) Pat non fich noch verrinie
gen Ednnen.  Bor einigen Fabren bat
un$ Hr, Grashof (Theses sphaereo-

. lo-

324 RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 296-371, 2023



As CONTRIBUIGOES DE BERNARD BOLZANO: TRADUGAO, NOTAS E...

VII

logicae, quae ex sphaeraenotione ve.-
ram rectae lineae sistunt definitionem,
omnisque geometriae firmum jaciunt
firmamentum. Berol. 1806.) mit einer
gang neuen Crflarung befchenft, die jes
doch {chwerlich befriedigen biirfte. Der
auffallendfte PTangel aber, mit deffen Bers
befferung man fidy, fo’ viel wir nabs
mentlidh) wiffen, feit Proflus Beis
ten {chon, Hocht wabrfcheinlicher Weife
aber fchon lange vor Guflid befdhaf
tiget bat, betrifft die Theorie Der
Parallelen, Alein fo viele Berfus
the man auch bisher gemacht hat, fo ift
voch Eriner fo gelungen, dafi er fich eincd
allgemeinen Bepfalles su erfremen hatte,
Sn der Medbanif find die Be:
griffe von SGefdwindigleit und
Kraft bepnabe ein eben folcher Stein
ves Unfiofies, wie der Vegriff der geras
ven Einie in der Geometrie.  Auch hat
man 3 fidy langft eingeftanden , Daf die
5wep
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VILI

swep widtiglten Lehrfape dicfer Wiffens
jthaft, napmlich der von dem Krafs
tens:Parallelogramme, und jener
vom Hebel noch nidht mit Scharfe e
wiefen fepen. Aus diefem Grunde machs
te die foniglidhe Oefellfchaft
der Wiffenfhaften su Koppene
Dagen nody im J. 1807 eine bes
griindetere Theorie Des Kraftens
Parallelogramms$ ju einer Preids
aufgabe. Da ich die Abhandlung des.
Herrn Prof. de Mello, welde den
" Preis exhalten pat, noch nicht su Geficht
Defommen habe, fo fann ich nicht vers
fihern, ob der Verfudy, welchen ich in
diefen Blattern su geben gedenfe, efs
was Neues fepn werde, Was die Lebre
vom Hebel betrifft, fo meinet man freps
lih, der Kafinerifd) e Beweis hebe
bier alle Schwierigfeiten; aber ich glaus
be nodh in der gegentwairtigen Yohandlung
vas Gegentheil gu geigen,
Un
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IX

Un allen Kheilen der Dathematif
endich, vorndbmlich aber ander Geomes
frie, hat man den Mangel dDerOrds
nung feit X amus Jeiten {chon gerugt,
Und in der That, von twas fitr ungleichs
attigen Gegenfidnden Dandeln nicht die
einjelnen Leprfigeim Cuflides? Eufls
lih von Dregeden, dodyfo, daf
hier fhon Kreife, bdie in. gewiffen
Puncten fidh fhneiden, mitgenommen
terden; davauf yon Winfeln, von
Reben < und Scheitelwinfeln ; dann von
ver Oleichheit der Dregece 5 wiel
fpater erft von ihrer Aehnulichfeit,
welche jedoch durch einen ungeheuern Ums
toeg exft aus Betrachtung der Parallels
linien, fogar des8 Fladeninbals
tes der Drepecfe, u. f. w, Derge-
leitet witd! — Bedenfet man aber,
Tavl Gmwe grEfpenTTar TOK Regdis
xel Taié wxgiPelnic ; erwaget man, wie
jeder folgende Sats bey dem Betweife,

' 1002
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X

omit Cuflides ihn verfieht, der ihm
vorber gebenden gang nothrwendig bedarf:
fo follte man toobl auf den Gedanten geras
then , der Grund jener Unordnung miffe
tiefer liegen , die gange Bewetdart, die
Cuflides braudyt , miffe nidht richs
tig fepn.

. Die gegentoartigen Blatter haben nun
ven Bwed , einige Veptrage sur Bebes
bung nicht nur der jest gerfigten, fondernt
aud) einiger anderer PMangel der Mathe-
matif su lefern, deven LVorhandenfeyn
erft in der Folge betviefen werden fann,
WBillig wird man mich fragen, wie idh
Piesu berufen fen? Jdb will gang
aufrichtig, was ich in Ddiefer Ricfiche
fite oder. wider mid) su fagen weif, bier
anfithren. ‘

Geit eftog fx‘mfgebnv Jabren — bdenn

Yanger ift e nicht, dap i die Pathes -
has
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X1

matif Feune — iff diefe Wiffenfdhaft ime
mer eine$ pon ‘meinen  Lieblingsftudien
gewvefen ; doch vornabmlich nur nach ifs
rem fpeculativen Theile, ol$ SBweig der
'Spbi[ofopbieéanb Uibungsmittel tm richs
‘tigen Denfen,  Gleich bey der erften Bes
Fanntwerdung mit derfelben, welche nach
Kaftners vortrefflichem Lehrbuche ges
fchab , flicfen mir etn und der andere
Dtangel auf, mit deffen - Behebung idh
mich , wabrlich aus Leiner CitelFeit , fons
dern aus einem inneven Jntereffe, dds
idh an:folchen Speculationen fand, in
. meinen Nebenflunden befdhaftigte. Bey
langerm Stachdenfen vermebrte fich noch
vie Anzabl der Mangel, die ich entdeckt
su Daben glaubte. Bwar gelang e$ mir
allmablig, einen und den andern Dderfel-
" Pen su.pebeny allein ich traute der Auf:
Ifung ous Furcht, midy felbft su tdus
fchen, nicht gleich, teil ich die Wabes
~Deit wiehr, als das Vergniigen einer eitte
ges
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XII

gebildetet Crfindung liebte,  Crff twenn
ich eine Meinung von allen Seiten ges
priift, und immer beftatigt gefunden atte,
fofite iy mebr Sutrauen gu ihr, Mittlers
teile, fo piel e$ mir meine ubrigen Stu-
dien, und feit finf Jabren mein Lehre
amt, nebff andern Umftanden erlaubten,
fob b aueh jene Bildyer nach, die
in der Abficht, vad wiffenjchaftliche Sy-
ftem der PMathematif ju vervolfomms
nen, gefdricben worden find. Hier fand
ich einige3 ovon dem, mworauf id) fie
mich durch eignes INachdenfen geleitet
torden war, fchon wirflich vorgetragen ;
manches dagegen hab’ ich noch nirgend$ gns
getroffen.  Allein, da i) mir feine volls
flandige Kenntnif der mathematifchen.
RBitteratur verfdhaffen fonnte; fo ware 3
immer moglich, daf aud) nodh einiges
~ von dem, was ich fitr neu halte, irgendrwo
fchon gefagt worden ift: von allem wird
Vicf doch juverlaffig niche der Fall fepn.
| Sm
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XI1I

Sm Uibrigen i e5 mir gar niche
unbefannt, daf o5 eid allerdings
gerwagtes Unternebmer fep, an den
erften. Griinden der Mathemauif einiges
andern und beffern  su wollen. ,, AL
le, die den Cuflided meiffern
wollten,” fagt Kafiner irgendiwo
mit pifforifcher Wabrbeit, ,, f{ind bHiss
her felbft su Sdhanden gewors
vent Stebt nicht auch mir ein abnli-
hes Gefchict bevor, sumabl da BVoruys
theil und Cigenfinn felbft dort, wo ich
die Wabrheit auf meiner Seite habert -
jollte, fich mir entgegen flemmen werden 2
Ullein aus dem Pliflingen mebhrerer
Berfucdhe folgt ja doch immer nidyt, daff
alle 56 vigen mifilingen miffen; audy
ift der Weg, den ih bier etnfhlage, von
ven bisher verfuchten LWegen fehr vers
fcbieden, Sch bielt 3 Ddaber fiir meine
Pllicht, ihn der Beurtheilung der” Kens
ner yorjulegen, : '

3ar
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X1V

Bwar gab idh {dhonim . 1804 eine
Fleine Probe meiner Beranderungen uns
ter dem Sitel: Betradhtungen itber
einige Gegenfiande der Elee
mentargeometrie, beraud. HAllein
ver geringe Umfang des Sebriftchens, fein
nichts fagender itel, der allju lafonifche
Gryl, die Nabmenlofigleit des Verfaf
fers, und mandhe andre Umftande waren
wobl nidht geeignet, demfelben Hufmerf>
famEeit su verfchaffen, €3 iff dader audh
tociter nid)t$ erfolgt, al$ daf e in einis
gen gelebrten Beitungen (3. B. in der
Leipsiger, Jabrg. 1805. Jul. 95. 8¢5 in
der Jen., 1506, Febr. Rr.29.) angeseige
soutde, ohne daf man die Darin vorgetras

" gene Theorie der Parallelen cines o ffen-
baren Feblers gesichen Datte.  NRun
verfteDt s fich aber von {elbff , Daf ich
feit Diefer Jeit in meinen Begriffen forts
gerlicft bin, und daber mandyes jept befs
fer und vichtiger Davzuftellen glaube, al$

€9
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XV
3 toobl Damabls gefcheben iff. JIn diee
fen Beptragen alfo, die in o leis
nen Licferungen, wie dicfe gegentodrtige,
in unbeflimmten  eitraumen  erfeheinen
follen, und deren Anzabl ich eben fo wes
nig vorer beflimmen Eann, gedenfe ich
die eingelnen apriorifchen Disciplinen der
Mathematit nach jener Ordnung, wie
fte in der gegenwartigen I, AUbth. §. 2o.
aufgeftelt find, theilweife durchzugehen.
Die meiften und widptigfien BVeranderune
gen twerden die Geometrie betreffen,
su deren Darflellung i aud) {hon dare
um fo fcbnell als8 moglich eilen werde,
um durch die Beurtheilung der Kenner
in meinen Anfidten entroeder beflarfs,
ober iiber meine YWerivrung aufgeflart,
nicht noch mehr 3eit auf einem Ubwege
zu verlieven.

= &1 Yo TIC 01 dyvg O ETOITO
%ot A0S,

MaA-
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XV1

MaAAoy Sadrwgys wu Jugradewre-
ooy Esal.

— uyos O &wep T voyry,
"AANx Ta O Boarcwy TE v0os s Asw
TY 08 TE UYTHS.

Lliad, X, 222,
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I Ueber den Vegriff der Dtathes
matif und ihre Eintbheilung. -

§. 1.

@aé Altefte und gewiffer Magen nody tuts
mer unitbertroffene Lehrbud der Mathemas
tif, die Clemente des Cuilides,
entbalten befanntlid gar feine Crflds
rung der Wiffenfchaft, von der fie hans
veln. Ob ibr unfterblidher Berfafjer diefes
au$g einer Art von Cigenfinn. gethan, oder
weil er e nidht der Mube werth gehalten,
oder weil. er nod feine vollgitltige Crilde
rung 3u geben gerouft bat: das wage i
nidt 3u entfdeiden, — Dagegen in allen
neuern Lehrbitchern der Mathematif wird
die Crfldrung aufgeftellt: ,,Die Mathes
matif fep die Wiffenfdafe, der
OGrogent Diefe Crfldrung bat {hon
Kant in feiner Kvitif dev reinen
N Vers
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— O e

Bernunft (f. die swepte Auflage &S.
742.) getadelt, weil durd) diefelbe, wie
er fagt, ,fein wefentlides KSenn-
seiden der Mathematif angegeben , wie
audh die Wirfung fite Die Urfas
de genommen swerde,”

§. 2.

Begreiflich Fomme Hiebep alled darauf
ant, was jemand unter dem Worte Grdge
perftebe.  Da (tellt nun der ungenannte
QBerfaffer des Budes: Verfud dad
GStudivm der Mathematif durd
Criduterung ceiniger Grundbe-
griffe unddurd jwedmdfigere
Methoden ju erleidtern,  Bams
berg u. Wirzburg 1805 (6. 4.)
folgende E:rfldrung der Grife auf: ,,Cis
e Grdfe it etwag, dadgif, und
durd ivrgend cinen Sinn wabrs
genommen werden Fann  Diefe
Crfldrung ift immer Cine$ von bepden,
entveder ju weit, oder ju enge; je nady:
dem der Berfaffer die Worte: it und
wabrgenommen werden Faun ents
weder in ibrem weitefien ﬂ?crﬁanbe,f o

(14
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— G

fie eine Blof idealifdhe Criffens und
cine Moglidhbeit gedadit ju weve
D eu bedeuten, oder in ihrem engern wid
eigentlidhen Berftande nimmt, in-weldent
fie nur von einem wivflid eriftirens
pen, finnliden Gegenftande gels
ten.  m erfien Falle rodre Grife; jedes
gedenfbare Ding ohne Ausdnabs
me; und wenn wir dann die Mathematif
o3 die Wiffenfhaft der Grdfen erfldrten,
fo witrden wir im Grunde alle Wifjens
fdhaften in dad Gebiet diefer Cinen ichen.
Qmt jwepten Falle dagegen wdren nue
finulidhe Gegenfidnde Srdfen, und
Dag Gebiet der Mathematif witrde dann
offenbar gu febr Deengt, weil dod aud
uberfinnlidhe Dinge, 3. B. Geiffer und geie
ftige Kedfte ein Segenfiand der Mathes
matif, und ingbefoudere der Redenfunft
werden fonnen,

§. 3

Dod in der That ift diefe Crfldrung
ver Ordfe (. 2.), manmag fie nun fo oder
anders ausdlegen, demt Sprathgebraudhe
gang guwider. Auch Habe idh ibrer biee

% 2 nup
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nur erwdhnt, um in der Folge daraus ju
geigen, o audd {dhon diefem Berfaffer
cine gewiffe miv wahr {heinende Jdee, 0bs
gleid) nur dunfel, vorgefhwebs habe. Wol=
Ken wiv und von dem Spradigebraude
nidt allu weit entfernen (was wir aller-
vingd aud) in den Wiffenfdhaften nidht obue
Noth thun follten) ; fo milffen wir unter
Grige ¢cin Ganged, in wie fern e3
aug mebreven gleidhen Theilen
beeht, oder nodh allgemeiner, etwas,
welded dDurd Bablen beffimme
werden Tann, verfiehen. Diefe Bedeu-
tung ded Worted Grife porausdgefest, ift
vie gewdbnlidhe Crfldrung der Mathemas
tiE, al$ eciner Wifjenfdaft der Grifen,
freplid mangelbaft, und zwar juenge,
Denn allein und in abstracto
wird die Grdfe nur in der reinen allges
meinen Mathefid, d. b, in der Los
giftif oder Der Yrithmesif, betrad)-
set, er{ddpft aber den Jubalt nidhe ein-
~mabl diefer Wiffenfdhaft. So Fdmme
in viclen Aufgaben der Combinatie
ondlehre (diefes fo widtigen Theiles
der allgemeinen Mathefis) der Begriff der
‘Srofe oder einer abl nidht einmabl vor;
B ’ 60%v
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3. B. wenn man die Frage anfiirft: wels
e — (nidf wie piele) — Beys
fesungen die gegebenen Dinge
a, b, cy . . gulaffen? Sun den bes
fondern Zbeilen Der Mathematif, der
Chronometrie, Geometrie, u. a.
Fommt allentbalben, wie {dhon die Nah=
nen evinnern, nebff den Begriffe der
Groge, nod irgend cin anderer Ges
genftand (3. B. dig Jeit, der Raum,
u. f.w.) vor, auf welden der crftere blog
baufig angewendet wirds {ojwar,
Daf ¢S in allen dieferr Disciplinen mebrere
Grund«» und Lehr{dge gibt, in weldhen
ver Begriff der Grofe gar nidht enthalten
if. So muf 3 B.in der Chronometric
der Sap: daf alle Augenblide —
in der Gceomefrie jener: Daf alle
Puncte einander dhnlid find,
oufgeftellt werden; in welden Sdsen der
DBegriff ciner SGrdfe oder! Jabl gang und
gav nidht enthalten ift, welde daber in
der Mathematif nidht einmabhl aufgetellt
werden ditrften, wenn fie blog eine Wi fe
fenfdaft der Ordfen ware,

‘SQ 4..
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§' 40

Aber nidht fo leidt, al8 ed uns ward,
die bisher gewbbnliche Crflgrung su tas
Vel und ju verwerfen, dirfte ¢$ uns wers
Den, eine Deffere an ihre Srelle ju fepen.
Wir haben vorbin bewmerft, daf jene beo
fondern Gegenftdnde, die in den
eingeluen Zheilen der Mathematif nod) nes
ben dem Begriffe der Grdfe vorfommen,
von einer folden Befdhaffenheit {ind, daf
piefer legtere leidt auf fie angewendet
werden fann,  Diefed founte vielicicht auf
den Gcdanten fishren, die Mathematif ald
eine Wiffenfdaftvon folden Ses
genfidnden gucrfldven, aufwels
deder Begriff ber Groge befons
Ders anwendbar tff. Und wirflidh
fdeint e$,  daf felbft diejenigen, weldye
die (5. 1.) angefibrte Crfldrung annabs
men, .im Grunde nidhtd anderd alg diefed
perftanden haben wollten,  Allein bey einer
genauern Betradtung geigt ¢3 fidy, daf
audy felbt diefe Crfldrung verwerflidy fep.
Anwendbar ift einmabl der Begriff der
Grdge. durdaus auf alle Gegenfrdnde,
feloft ouf Sedanfendinge. Wollte

’ nan
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-—7——0

man alfo die Blofe Anwendbarfeit
Ded Grogenbegriffs auf cinen Ges
genftand ol$ einen Dinreichenden Grund
Detradptent, die Lebre von demfelben den
mathematifhen Didciplinen bepjuzdbhlen s
fo wittde man in der That alle Wiffen=
fdaften jur Mathematif sdhlen mitffen, 3. B.
aud) jene, worin der Sap erwiefen wird:
Daf esnur pier (oder wiePlatner rid:-
siger lehrs, nur §wep) fpllogiftifhe Figus
ven gebe; ingleiden jene, die lebre: daf
esnidht mehr, nod weniger al$s
piermabl drey reine cinfadhe BVerftans
desbegriffe. (Kategorien ) gebe; u. f. w.
an mitgte alfo, um diefe Erlarung den-.
nod ju retten, wur nod den Untere
fhied dev ofteven oder feltenern
AnwendbarFeit beritckfichtigen, d. h.
- nur jene Gegenfidnde- jur Mathematif 3dh-
Ten, auf welde fish der Begriff der Grodfe
oft und -vielfad anwenden [4Et.
SUber wer fieht nidt, daf diefes eine hody(E
{dwanfende ,- und gar nidt wiffenfdafts
lide Grengenbefiimmung des -mathematis
fdhenr - Gebietes gdbe? Wir mirffen ung
alfo nadp ciner beffern Crfldrung um-
febet, T
’ C ' , § 5
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§. 5.

Die tritifdhe: Philofophie
fiheine ung eine foldre ju verfpreden. Sie
glaubt swifden den bepden Hauptclaffen
aller menfdblichen Crfenntnifie a priori, der
vhilofopbifden und mathematifhen, einen
beftimntten und dharafteriftifhen Unterfdied
ddrin. entdeft ju baben, dap die mathes
wafifdhe Crienntnif alle ibre Be-
griffe tn einer reinen Anfdavung
addquat darjuftellen, d. b. ju confiruis
vren und eben defhald audh ihre Lehrs
fdpe 3ubemonﬁrtren vermoge; das
gegen die philofophifdhe Criennts
nif, ermangelnd aller anfdauung, mt;
Blogen discurfioen Begriffen fidh
Begniigen miiffe. Sonad) werde das Wes
fen der SRatbematif am eigentbumlidften
durdy die Crfldrung cudgedriickt: dag
fie eine Vernuuftwiffenfdaft
aug Confiruction der Begriffe
fey. (S. Kantd Krititd. r. B. S.712,)
—  Diefe Crfldrung baben denn aud
wirflid mebrere Mathematifer, welde der
fritifden ~Philofopbie anbdngen, unter
andern aucb Der um die %cgmnbnng der

reis
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reinen  Mathematif o wdhl overdiente
Sdulsg in feinen Anfangdgritns
den bder reinen Mathefis, KOs
nigsberg. 1791. aufgenommen.

§ 6.

Sc{) meines .E\&ex[é will nur gleid
offcnbersig befennen, dag idh midy big ur
Stunde — wie von der Wabrbeit fo mans
dher anderen Lebrén der Fritifhen Philofo:
pbie — fo ingbefondere auch von der
Ridtigheit der Kantifden Behauptungen
uber die vreinen Anfdavungen und
iiber dag Confiruiren der Begtriffe
dburd fie, nidt habe tberjengen fé_mteit.
S glaube nody immer, dag fhon in dem
Begriffe einer véinen (b b. a prive
tifden) Anfdavung cin dinerer Wia
deefprudy - liege; und nody weit weniger
fann iy midy fiberveden, daf det Begriff
ver Sabh [ nothwendig in der" B eit con-
ftruict werden mitffe, und daf fonadh die
Anfdanung der Jeit jur Arithmetif wefents
lidy gebdre, Da id im Anpange ju diefer
Abhandlung ein Mebreres bieriiber fage s
fo r"ﬂm'ﬂc i mich, bier nur bingusufin -

Smt
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gen, Dof e8 Der felbidenfenden Ropfe in
Detfdland vod mande uvnd wobl gar
viele gibs, welde mit diefen Bebauptungen
Kant$ eben {0 wenig einverffanden find,
ald ih, Selbft Einige, die jener Kantie
fhen ErEldrung anfangé geneige gewelen,
fanden fid in der Folge gendthige, fie wies
ber i vertaffen,  Hieher gebdrt 3. B,
H. Mibelfen infeinen Beptrdgen
jur Befdrderuug ded Srudiums
der Mathbematil, Berlin., 1790,
S LB 5 Stird.

5. 7.

Yiber Belebrender, alé wad H. M. in
dlefer Abbandlung fagt rwar wir, wad id
in ber allgemeinenr Leipg. Litteratnrs Jeix
tung. (1808 Jul, &1, 81) anfraf.. Der gee
fehrie H. Nec. tadelt- die fo gewdhalide
€rildrung der Mathematif, ald ciner Wi«
fenfdaft der Grégen, und fegt
bierauf : ,Die Srége ifF nur darum Ge-
genfiand hgr Mathematif, weil fie die alls
gemeinfie Forvrm i, cudlid ju
fepn, die Mathen atifl aber, ihrer Na-
tur nady, eine allgemeine Formens
Tebre if; und ywar Aritbmetif, in

. fp
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fo fern fie bie Grdge, ol bie allgemeine
Sornt endlicdber Dinge, Geones
trie, in fo fero fie den Raum  als die
allgemeine Form der Natur; Jeits
Lebre, in fo fern fie die aligemeine Form
ber Krdfte; Bewegnungsdlebre,
in fo fern fie die allgemeine Form der im
Hanm wivbenden Krdfee betrad=
fet — S weaf nidt, ob id diefe Era
{ldrungen gang nady dem Sinne ihres Ere
finders verfiebe; aber fo viel mug idh bes
Fennen, fie Halfen mir folgende Eréldrung
und Eintheilung der reinen Marhematif,
vie i nady ibrem Hauptgrindriffe fhon
vorber entworfen baite, nod) mebr ausbilden
und entwidel, '

5 8.

Sdy benfe alfo, ddaf man die Mathes
matif am befien al8 eine Wiffenfdafe
erfldren fonnte, biec von ben aliges
meinen Gefepen (Formen) dbans
delf, nad welden fiddie Dinge
inibremDafepn rideen mitffen,
Hnger dem Worte Dinge begreife idhy hier
nidyt blof (ol de, welde cin o bjectis
ped, vou unferem Bewnftfepn unabhdos

giges
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giges D afepn Defisen, fondernt audy fol-
die, die Dlof in unfrer VorfEellung
eriftiven, und diefed jwar wieder entweder
alg Sudividuen (0. i. Anfdanuns
gen), oder al3 Dblofe allgemeine
Begriffe; mit einem Worte alfo =
alfe$, was ftberhaupt ein Ges
genfiand unferd Vorgellungss
vpermdigens merden fannf i Sage
i ferner, die Mathematif bandle von den
Gefegen, nad welden fidh diefe
Dinge inibrem Dafepn ridten;
fo seiget dieg an, daf unfre Wiffenfdhaft
fich nidt mic dem Beweife des Dafepnd
diefer Dinge, fondern nur gang allein mit
den Bedingungen ihrer Moglida
Eeit Defddftige. Und indem id Oiefe
Gefese allgemeine nenne, {o gebe idh
3u verfiehen, dag fidh dic Mathematif nice
wmabhld mit einem eingelnen Dinge ald I n=
dividuo, fondern allejeit mit gangen
Gattungen befaffe. Diefe Gattungen
Ponnen indeffent freplich bald hohere, bald
aiedege fepn; und darauf wird fid eben
bie Gintheilung dber Mathematif in eins
3elne Didgciplinen granden,

§. 9
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§. 9«

S o enge wird man die hier gegebene
ErHarung wobl nidht finden; denn fie
umfafit offeubor alled, twad mon in das
Gebiet der Mathematil bisher nur immer
gegdblt Hat.  Defto medr Defirdpte idh
aber , baf man fic efroa gu weit fius
deu, und ibr den Borwurf madien diicfre,
bag fie ber Philofophie (Der Metae
phofif) su wenig Obrig laffe.  Diefe wird
nabmlid durd meine Crfldrung nur nod
auf dad eingige Oefdhdft cingefdednlt, das
wirflige Dafepn gewifier Segens
fidnbe aus opriorifhen Begriffen gu bee
weifen.( Mathomarit wnd WMetapbp(if, die
beypden éauptbeﬂanbtbei[e unferer aprios
rifdhen Criendniffe , wdren einanbder nad
diefer Erfldrung bergeftalt entgegen gefest,
daff crtere dic allgemeinen Bebingungen
abbandelte, nnter welden das Dafeyn der
Diige md g [i b wird 5 die legtere dages
gen perfudte, die WirllidPeit gee

- wiffer Gegenfidnde (ol5 etma der Fre:
beit, @ofted und der Unflesblichfeis der
Seele) a peiori ju beweifens ober mit
auder Worten , jene Dehdftige fich

mit
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mit der Frage: wie mitffen Dinge
Befdaffen fepu, die¢ wmiglid
fepn follen? Diefe winfe die Froge
anf: welde Dinge findwicklidh —
und gwar  (well fie dtef o priori beant:
worten foll). — mit Nothwenbdige
Feit wivflid? Ober uod flirger, die
Matbemati? wiebe von der Byypo-
thetifden, *) die Metavhpfif von
der abfoluten Rotbweabigleis
handeln.

§l‘ : 100

MWenn id auf irgend einen mir Lisher
neuen Sedanfen verfalle . pfl.ge ih wmir
allegeit Bie Frage vorgulegen, 00 demn
nodr niemand vor mir. diefelbe Anfidt ge=
habt Babe?” Finde idh bie, fo gewinne
natielidy audh meine Ueberjeugung,
gBas nun die obige Erfidrung anlangs,

fo

*) Dbgleid nicht alle ifte Sige dlefe Gypos
thetifhe Form brfigen, weil bie Bea
bingung, befonders in der Ehronvmetrie
nnd @eometrie, wo fie bep dllen Sdger
diefetbe ift, . flilfbweigend #bergangen
witd,
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— 14 -

fo braude idh es nidt erft ju fagen, twie
fo ganj nabe dad, wad der fdharfiinnige
Hr. Ree. (§. 7.) gefagt baf, mit meiner
Darfellung jufammentrifft , wofern ¢3
nidgt pollends auf Cines binausldufe, Aber
ouch dem Berfaffer des Budes (§. 2.)
fdeint diefe Jdee, obfdon nur dunfel,
vorgefchwebt 3u baben.  Denn indemt er
die Grife, oder Den Gegenffand der Ma=
thematif, ol dasg, was iff, erfldfe;
fo fdeint er wobl gefihle zu Haben, daf
fih die Mathematif mic allen Formen
ver Dinge, nidhe blof mit ibrer Jufams
menfegbarfeit aug gleidhen Thei:
Len (der 3dhlbarfeit) befdhdfiige. —
Kauns¢ erflaret die reine Naturwif=
fenfdaft, (welde nan dodh von jeher
unfer dem Nabmen der Medanif alg
eiven Fheil Dder Mathematif angefehen
bat), alg cineWiffenfdhaft von den
Gefesen, unterwelden dasd Dga
feyn der Dinge (der Phdnomena)
fiebet. Durd diefe Crildrung Fann sian
febr leidht auf unfre oben angegebene ge-
leitet werden. Jeit und Raum find
nabmlih gleidhfalls 3wep Bedin gt
gen, uuter welden dag Dafepn der Cr=

fcpeis
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fdeinungsdinge (tehet; dieChrono- und
Geometrie alfo, welde die Cigenfdaf:
ten diefer beyden Formen in abstracto
betrachten, bandeln ebenfalls, obgleidh
nur mittelbarer Weife, von den
Gefesen, unter welden das Dafepn der
Dinge (ndhmlidh der finnlidhen) fiehet..
Die ArithmetiE endlidh, welde von
ven Gefegen der SadhIbarvEeit handelt,
entwicelt eben darum die allgemeins
ften Sefege, nad welden ich die Dinge
in ibrem Dafepn, felbf in ibrem ideas
fen Dafeyn, ridhten mitffen.

RS B

Berfudpen wir nun, aus diefer Crfld.
rung der Mathematif eine [ogifdeCin-
theilung diefer Wiffen{daft in mehrere
cingelne Digciplinen herjuleiten.  Gelingt 3
ung jiemlih natirlih mit diefer Cintheis
Tung; fo diirfte aud) Ddiefes wieder cin
neuer Beftditigungdgrund . firr die Gultigs
feit jener Crfldrung fepn.  Ibr ju Folge
{oll die Mathematif ecine. Wiffen{dhafs
von den Gefepen fegn nad wel:
cben fihdie Dinge in t)tem D a=

. fepn
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—-17-—.

fepn tidfen miffen. Diefe Gefese
find nun entweder fo allgemein, dag fie
auf alle Dinge gangobune Yuss
rabme anwendbar find, oder nidht. Die
er(feren sufammen geftellt und mtﬁenfdmft.
Tidh georduet, werden deimnad den erfien
Haupttheil der Mathematif ausdmadyen, den
man die allgemeine Mathefis nens
nen fanun; alle$ Uebrige ift daun bcfo fte
dere Mathefis.

%!nm. 8u diefer allgemeinen Ma=
thefis gebdre, twie wir unfen fehen wers
den, die Hrithmetif, Combinas
tionslebre, u.m a, Diefe Theile
der Mathematif muf man alfo den
itbrigen (der CbHronomefrie, Geow
mefrie, u. f.w.) nidt alg coordie
uirt betradten; viel mebr find legtere
ber aligemeinen Matbefis indgefammt,
woie Urten der Sattung, fubordinire,
Und. weil Dev Begriff der 3 a bl ciner

©oon jenen ver allgemetnen Mas
thefts ift, fo wird er aud in-allen dies
fen Dbefondern Zheilen jwar Haufig

. vorfommen, aber dodh tbrcu Snbalt mcbt

_ evfdydpfen, s

B §. 12,
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LB ¥ B
§. 12,

Utit nun die befondern, oder fpes
ciellen Theile der Mathematif ju erbals
ten, miffen wir die Dinge felbE, mit
deren allgemeinen Formen fid) die Mathes
matif befddftige, in gewiffe Claffen
bringen, ~Aber bevor wir diefes nod) thun,
Yagt un$ auf einen gewiffen Begriff un-
fers Berftandes aufmerffam maden, Dder
gwar (fo viel iy einfehe) nidt pollig
gufalle Dinge anwendbar iff, in die
allgemeine Mathefid alfo nad
aller Srrenge jwar nidht aufgenommen
werden follte 3 - aber der pon der anbdern
Geite fih dodh auf Dinge von fo per=
fdhiedener Uret anwenden [dfE daf er

- gu einer Cintheilung der Mathematif in
cingelne Disciplinen wobl faum tauglich
ware. Diefesd ift der Begriff derCunt-
gegenfesung. b glaube nidt, dag
¢$ ju jedem Dinge ¢in ibm entgegens
gefepted gebe; aber dag Bor: und
Nadbherfepn in der Seit, dag Dieg-
feits, und Jenfeitdliegen imRaus
me, Krdfte, die nad entgegen gefess
ten Ridtungen wirfen, inder Medanif,

‘ ' LBers
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Bermbgen und Sdhulden in der
DBereduung ded Caffaffandesd, dasd
Angenebmeund Unangenebme in
den Empfindungen, dad Gute und
Bofe in den frepen Willendents
fdlieungen u. drgl. — find lauter
DBepfpiele der Entgegenfesung, wels
e ung jur Genitge beweifen, wie audgebreis
tet die Anwendbarfeit diefes merfwitrdigen
DBegriffes fey. Sugleid erfehen wir aus
eben diefen Bepfvielen, wie wenig diefer
Begriff dagu geeignet fey, um cine Haupfe
abeheilung der mathematifdhen Disciplinen
in folde, auf mwelde er anwendbar oder
niht anwendbar wdre, ju begrinden. Sm
Gegentheile die wirklih beftehenden Cine
theilungen (die wir dodh aud) nide gang
umftofien diirfen) find nady einem gang ane
dern obgleid) nur dunfel gedadten Cintheie
lungsdgrunve: gemadt; und man DHat bey
jeder eingelnen Didciplin ba§ mitgenommen,
was fid durd) die Anwendung jenes Bes
griff$ auf ihren Gegenfiand befondered er=
ibt.  Dad Ullgemeine aber, was fidh von
allen der Cntgegenfepung fabhigen Dingen
obne usnahme fagen ldFt, verdient allers
vings eine. abgefouderte Vetratung, €9
Ba Faun
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fann (wie man €3 gewiffer Magen audh
{don gethan bat ) in einem befondern A ns
Dange ju der allgemeinen Ma-
thefis vovgetragen werden. |

S; 13.

ANed, was wir ung immer ald exi-
fgivend denfen follen, das miffen wiv
und olé Cine$ von bepden, eutweder al$
uothwendig, oder alg frey (d. b,
nidht nothoendig ) in feinem Dafepn dens
Ten *). Da¢, wad wir ung ald etwas
Sreped denfen, unterlicgt eben darum
aud) feinen Bedingungen und Gefesen in
feinem Werden (oder Dafepn **)
ift alfo Fein ®egenftand Der Marhematif.xxr)

" Dag: .
-

*) €in Bepfpiel der ecffern Art iff die® ¢,
fdwinbdigieiteines bewegten Kdrpers;
ein Bepfpiel der jwepten igbe‘, men{dlige
Wilensent{dliefung. ‘

#*) Salls e3 ndhmlich nidyt wicd, fondern
ane ift, wie. B.dasg feepe Wirfey
dev Gottheit, wie fern wiv e$ ypg
aidyt in dev Seit gedenfen,

#¥%) Wohl aber dev Gegenfland der Moval

" wilde die Frage unterfudt: wie Va3,
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— Dasjenige, was wir als nothrwens
dig in feinem Dafepn denfen, iRt ed ents
weder fhlechthin (D i. an fid), odber
nur blof Dedingt (. i unter Boraude
fesuug von etroas Andern). Dasau i dh
Nothmwendige beift — Gott, und
wird al8 ein nidt blof moglider, fon=
dern wirElider Gegenftand in der Mes
taphpyit betracbtet, ') €3 bleibs uns alfo
nur nod da8 hypothetifd Noths
wendige ubrig, welded wir alg ge=
wirfet durd cinen Grund gedens
Fen. €3 gibt nun gewiffe allgemeine
Bedingungen, nad denen fih alles,
wad durd) einen Grund (ed fep in oder
auferhalb der Seit) gewirfet i, in
feinem Werden oder Dafepn ridten
mug, Diefe Vedingungen jufammen ge=
nommen und wiffenfdaftlid geordnet, wer-
den alfo den erften Haupttheil der befons
dern Mathefis audmaden, welden i -
in Crmanglung eines Dbefjeren Stabmens
Grundlehreoder Actiologie nenne,
| Stnm.

o
wag feey gefdhieht {odec ift), se-

fdheben (oder feyn) (o1,
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Anm, Diefer Theil der Mathematif ents
bdlt die Lebrfipe von Grund und Folge,
Deren einige man fouft aud in der O ns
tologievporsutragen pflegte; 3.B.da §
dbhnliche® ritnde dbnlide Folgen
baben ; ingleidyen die Lebren, welde man
unter dem Namen der WahHrfdheins
lidteitgrednung begreift, weldes
legtere i) Dier nur aud dem Grunde
erinnere, damit man nidt glaube, ¢
werde diefer widytige Theil der Mathes
matif pon ung vielleidt gang libergans
gen.  Uebrigens muf die Yetiologie im
wiffenfdaftlichen Bortrage vor der Chro=
no= und Geometrie vorangehen, weil

. legtere fidh auf gewiffe Lebrfdge der er-
fteven berufen, wie wir ju feiner Jeif
beutlidher fehen merden,

§. 14.

~ UMes, wad wir und nidf nur qold
witflid“denfen, fondern ald wirklih
wabrnebmen follen, dag milffen wir
in der eit, und — wenn wir e iiber=
vieg al8 ein Ding auffer ungd erfennen
follen, aud) nodh im maumevwabme@;} wh
' ‘ mer. g"“‘“;
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. L A— 23......'

e, Mit andern Worten, Jeif und
KRaum {ind die beyden Bedingungen,
unter welden alle finnliden Dinge, d.
b, alle Dinge, die uns ald wirtlich ev=
fdeinen follen, ftehen miffen. Cnta
wideln wir alfo die Cigenfdaften der
Beit und des Raumes in abstracto,
und ordnen fie wiffenfdaftlidh; fo werden
aud) diefe Wiffenfhaften zur Mathematif
gesdblet werden miffen, indem aud fie,
obgleidh nur mittelbarer Weife, wvon den
Bedvingungen bandeln, nadh wel=
den fid diedinge in ihrem Das
feyn rvidten muffen. So haben
soir alfo den jwepten und dritten
DBefandeheil der befoundern Mathefis, die
Beitlehre (Chronometrie), und die
Saumlebre (Geometric).

Anm. €3 it an fid siemlich gleidgiitig,
welde von diefen bepden Wiffenfdraften
wir im Spfteme der andern vorfesen,

~indemt die Cigenfhaften der Jeit und
Ped Raumed von cinander gany unab-
Bangig find. Dennod, tweil der Ve
griff der Jeit auf mebrerve Gegens
ftande anwendbar iff, ol jener des Raus
. mes,
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mes, {deint ed swekmdfiger, die Chros
nometrie der Geometrie vovan gehen ju-
Taffen. :

§. 15
Werden gulest die Jeit und der Raum
nidht in abstracto blog, fondern al$ auss
gefullt mit wirélidhen Dingen, und
gwar mit folden betradytet, welde nidt
frep in ibrem Dafepn, fondern den Ges

fegen der Cauffalitde unterworfen find; o

Fomumen zwep neue Wiffenfdaften

gum Borfdein, welde aus den §. 14. ges

nannten , mit jener im §. 13. gleidfam

Jufammengefept find. Ndbmlidh:

a) Die allgemeinen Gefege, nad) welden.
fid unfrepe Dinge, die in der
Seit find, inibrem Dafepn (und in ihs
ren Berdnderungen) viditen miiffen, mao
den den Jnbalt einer eigenen Wifjens
fdaft aug, welde id in Crmanglung
einer fdiclideren Benennung Wefas
denlebre, oder dronifde Yes
tiologie nenne,. ™)

b)

#) & -untecfdeide nabmlih die Worte
Grund und Hefade, Legteres bedeus

)
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b) Die allgemeinen Gefese, unter wels
den unfrepe Dinge, diein der
Beitund im Raume jugleid
find, fteben, maden den Jnbalt jener
mathematifhen Didciplin ausd, die man
die reine Naturwiffenidaft,
fouft aud) Bewegungglehre oder
Medanif nennt.

Anm. Sn dad Gebiet der hronifden
- YUetiologie gebSren 3 B. die
Lebrfdge: ,, Jede Wirkung iff mit ib=
s ter Urfade gleidygeitig; die Oroge
, er Wirfung , welde aus ciner con=
., ftanten Urfadbe entfpringt , verhdlt
- 5, fih wie dad Product. ans dem Srade
»» Ver Urfadbe in die Jeitibres WirFend 3~
u. drgl.  Diefe Lehrfdpe find ndhmlidh
{0 allgemein, bof fie nidt Blof von
rdumliden, mateviellen Dingen, fons
dern aud von den Krdften der Seele,
von unfern Borfiellungen, und itbers
baupt von allen Dingen gelten, die in
Yer Jeit erfdheinen, und dem Gefese der
' Couf=

- tet mie einen Geund, der in der Jeit
wirfe,
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Caufjalitdt unterliegen. — Die veine
RNaturwiffenfdaft fennt man bes
reits,

§. 106,

Man Hat audy Hlufig von einer Wifs
fenfhaft gefproden, in welder die allges
meinen Gefege der MoglidhFeit ei=
ner Vewegung obne Rudfidé
auf eine bewegende Kraft — als
fo die Begriffe vou Jeit, Raunt und
Materie obne jenen von einer Urfas
d e vorfommen follten, Hermaun, Lams
bert und Kant haben diefe Wiffen{dhaft
Phorononie genannt, und legterer
fie al$ eimen Theil der reinen Naturmwiffens
fibaft. betraditet, in welde fie aber nad
unferer obigen Crfldrung nidt geboren
winede, Here €. G, Fifder in feiner
Unterfudung iber den eigents
liden Sinn der hoheren Una-
Ipfig, nebf einer idealen Ue-=
berfidht der Matbematif und
Naturfunde nadh ibrem ganjen
Umfange Berlin, 1808, fellt die-
fe Wiffenfdaft gleidfalls auf, und Idge
fie upter dem. Nadpmen PHorometrie

e
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junddift anf die eometrie, als gwey-
ten Haupteheil der rdumlidhen Pa=
thematif folgen. lein wenn anderd
die Anfidhten, welde idh in der Folge mits
gutheilen gedenfe, nidht gany unvidtig
find, fo Eann eine folde Wiffen{daft gar
nidt eriftiven; denn alle Sdage, die Mman
in ipr bigher aufgeficllt bat, find in der
Zbhat nur mittel Sugichung des SBegnﬁ'é
der Urfacbe erweislid,

§. 17,

o pflegt man die eingelnen Diseis
plinen der Matbematif in gemeine und
hohere abjutbetlen.. €8 iff mir aber
fiiv dicefe Gintbeilung big jego nodp Fein
et wiffenfdaftlider Cintheiz
Iungsgrund befannt, Jn wie fern
¢in folder Cintheilungdgrund fidh Dblog
auf eine eingelne Disciplin (5. B. die Ges
ometrie) erfirecen follte, werden wir von
ibm {dickliher bep der Abhandlung dies
fer Digciplin ingbefondere fpreden. Hier
alfo nur pon folden Cintheilung$gritnden,
die fih durdg gange Gebict der Mathemas
Ge hindurd) erfivefen follen. Dief ift der

Sall
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Fall bey allen denjenigen, welde man fir
Die allgemeine Nathefid vorge(dla-
gen Bat; indemt Eintbeilungen, welde bey
Dicfer gemadt find, eben darum aud durd
dlle befondern Theile der Mathematif Pin-
durdy aeben miffen. In deg Herrn Mis
delfen Gedanfen iber den ge-
genwdrtigen Buftand der Mas
thematif, u.f. 1w, Berlin 17809,
wird die gemeine und Hohere Wathefis das
durdy abgetheilt, daf dic cine beftdus
Dige die andere nerduderlidhe Gr b
gen (oder wohl ftberhaupt Dinge) ju
ifrem Objecte DHabe. Diefe Cintheilung
glaube i {Gon darum unidht annehmen ju
founen, weil ihr fillfhweigend die Bors
~qusfegung sum Grunde liegt, welde
pon DBielen fogar in die Erfldrung der
Mathematif anfgenontmen worden, daf ed
vas cingige Gefdaft der Mathematif fep,
Grofen, die nidht gegeben find,
aug andern, dic gegeben find,
3u finden, Wenn diefed ridtig wdre,
fo follten alle Sdge der Mathematif die
Gorm vonAufgaben Defisen; Grunde
fage, Sebrfdpe, u f w, foanten in
ihr cigentlich gar nidht vorfommen, Ul
- Lein,
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lein, Bevor man fragen fann, mwas aug
geacbenen Dingen folge, muf man erft
bargethan, oder ald Forderung
angenommien Daben, dap diefe Dinge gee
geben fepn Ednnen, O.H. moglid find.
— Gine gauy andere Cintheilung (Hldgt
ung H. M. in feinen {Hon oben crrodhus
fen Beptrdgen im 1. B, 2.5t (Ueo
Der ven Begriff der Mathemas
tif und ihre Theile) vor. Hier
nimmt e drey Hauptheile der allgemeis
nen Mathefis an: 1) die niedere, wels
de dic Grigen aus gleiden Befiands
theilen befteben Iafe; 2) die hobere,
worin die Grofen jum ITheil aud gleis
den, jum Zheil aud ungleid en Bee
ftandtbeilen gufammengefest gedadt were
den ( Differenge = und Summentehre ) ; 3)
die trandcendentale, in welder die
Bejtandtheile der Grogen eigentlidhe Cles
mente, oder Grofeneinbeiten im
firengfien Sinue {iud ( Diffevengial = und
Jntegvalvednung). — b weif nidht, ob
idh) diefe Cintbeilung redt verfiehe; deun
mid) ddude, in eben dem Siune, in wels
dem man von der Differen= und Sume
menreduung fagen fann, Dag fie die Grde.
’ fen
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fen aus— gum Zheil gleidhen, jum Theil
ungleichen Beftandthetlen jufamntengefest
betradten, thut 8 fhon die gemeine Re-
denfunft, wenn fie 3. B. 2 4 L ald ein
Ganzes anficht, Nod) weniger febe idh
ein, wie die Differengialien als Grofen:
einbeiten imfirengfien Sinne des Worts
betradptet werden fénnen, da man dod
aud ibnen cine Grife, wenigftens eine in=
tenfive  beplege.

Am beften diteften wohl unodh diejents
gen verfabren, welde gur hobeven Mas
thefis beftimme nur dasg 3dblen, worin
der Begriff eined Unendliden (gleids
piel ob eitied unendlid) Grofen oder Kleis
nen) oder der eines BDifferenzials
porfommt,  Nur i diefer Begriff jur
Stunde nodd nicdht hinldnglidh aufgefldre,
Golite es aber dercinft entfhieden werden,
af dasd Unendlide, oder das Diffes
rengial, nidtd anders al$ ein fym-
bolifder Ausdrud fey, gerade wic
YV —1, vgl.; und follte c$ fidh jugleidh
ergeben, daf die Metbode, das Wabre
durd blof fpmbolifhe Erdidptungen u bes
weifenr, ecine jwar gang befondere,
gpber Do) immer vidhtige und logifdh guldfs

- fige
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fige Beweisart fep: dann, glanbe i, wive
de man am gwedmdfigfien verfabren, in
vag Gebiet der hoberen Mathematif it
vem Begriffe des Unendliden, aud
jeden andern ju perweifen, der fo wie er
fombolifh if. Gemeine Mathefis wds
re Dann jene, weldpe nur lanter veelle —
bobhere, welde aud Dlog fymbolise
fdhe Begriffe oder Ausdricfe in
ibren Bortrag aufnimme,

§. 18.

Aud fiber die Cintheilung der Mathes
matifin vreine und angewandfehaben
wir efwag ju ervinnern.  Berfebt man
ndbmlidh , wie indgemein gefdhieht, unter
der angewandten Mathematif o
piel al8 empivifde; fo Edunen wir,
und nidt 34 widerfprehen, nids einmabl
das Dafepn einer folden jugeben, weil
wir die g a u §e Mathematif in unfrer obis
gen Crflarung uden vein o priovifden Wif=
fenfdaften 3dblten, Uber Dbefirdite man
darum nur nichs, dag wir auf diefe Art einen
Petradptlihen Theil der mathematifden Diga

ciplinen ¢twa einbitfen werden, i Gea

s o {didpte
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— 02—

{didte der Mathematil geigt, daf man je
Iinger, je Mebreres von demt, wasd man
im Anfange blof aud Crfahrungen angee
uommen hatte, in der Folge aus Begrif-
fen berleiten, und alfo al8 einen Theil der
reinen apriovifden Mathefis bebandelu ge-
Ternt pabe. Lud diefes diirfte f(hon Grun=
ded genug fepn, in wiffenfdaftlider Hina
it Eeinen Unterfdied jwifdhen veiner uud
empivifher Mathematit ju gefatten; dean
sweil nur wir 3. B, dad Dafepn ciner Ans
sichbungstraft, und dad Gefeg, dag fie
im umgefchreen Verhdltniffe des Quadra-
fes der Cutfernung wirfe, niht a prio=
ri Derguleiten wiffen *): folgt daraus
fdhon,. vag ¢3 aud unfre Nadfommen nie
wiffen werden, und daf ed fdhledterdings
nidt o priori herleitbar fep 2 — Aber nody
mehr, a3, wasd mon it den fogenannten
angewandten Theilen der Mathemas
tif aus der €efabrung annimme, madt
diefe Disciplinen im Grunde nidt empis
rifd. Deun die Mathematif bandelt ja
fiberbaupt nidt von dem , was. wirflid
Statt findet, fondern von den Bee
- - Dins

5 r
t Ford .

“y Kant fot es gleihroohl verfudt.
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dingungenoderFormen,dicetwas hae
benmug,wennesStatt findenfoll,
C$ wird alfo nidhts anbers ndthig fepn,
al$ daf man jene Sdge, die die Crfahe
vung angibt, blof Dbppothetifch vortrage,
und dann von Ciner Seite die Moglid=
lidpEeit diefer Hypothefen, und von der
andern die Folgen, die fih ausd ihuen
ergeben, durd apriovifhe Sdhliffe Herleite,
Dann fommt im gangen Bortrage Fein em=
pivifhes Urtheil vor, die Wiffenfdaft iff
alfo apriotifh. So braudt man 3 B.
gum Vortrag der Optif feinedweges aus der
Crfabrung das Gefes su entlehnen, baf
fih bas Licht im Durdgange aud Luft in
S&las in dem Berbdltniffe g: 2 brede,
u. dgl.; fondern e$ iff genug, wenn man
a priovi nur-die MoglidhEeit einer Ma-
tevie, wie Das Lidt ift, und ibrer Bredung
bepm Durdhgang durdy ver{diedene Mittel
begreiflich madyf, worauf man daun in hys
pothetifher Form den BVortrag einridtet:
swenn ¢8 cine Materie gibe,
die w.f.w.; fo miffen fidh diefe
und jene Folgen darausd erge-
Den” Jene Moglidhfeit aber fann
uie {chwer su Bewvifen fepn, indent doch
¢ alles
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alles, was in der Crfahrung al8 wirklih
wabrnehmbar fepn foll, {don voraus als
adglich erfannt werden mug, '

§. 19,

Sn fo fern wan alfo unter der au-
gewandten Nathematif eine foldhe vors
fieben will, die fid auf eiuige aus
der Erfabrung entlehute Sage
wefentlid) grindet, glaubeid nidt,
Dag fid ihr Dafepn redtfertigen lafie.
Aber mtan fann unter dem Nabuten der
angewandten Mathematif aud) ctroad
gang Anudered verffeben, efwasd, weldes
id licber praftifdhe — oder, mit ei-
nemt aug der Fritifden Philofophie entlehns
ten Yusdrude, wobl nodh beffimmeer —
tedhunifdeMathematif nennen mod-
fe. Diefe ift ein jum nupliden
Gedbrauvde fur das bilivgerlide
Leben befonders cingervidteter
Vortrag der mathematifden
Disciplinen, Cin folder Bortrag
unterfdeidet fich von dem rein wiffens
fdhaftlidhen auf cine gan beflimmte
re durdy die Berfhicdenpeit des S echs

| g,
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es, ber Dbey dem [epsteren die migs
lihiE grofte Vollfommenheit der
wiffenfdaftliden Form, und
davurd) mwicder die moglidh{f Dbefte
Uebung im rvidhtigen Denfen—
Depjennem Ddagegen unnmiffelbare
Braudbarfeit fur die Beditrfa
niffe des Lebens iff. Daber fomme
¢d denn ferner, daf in dem praftifchen
Bortrage alle 3u allgemeinen Ans
fidteu, welde jur Ynwendung nidht uns=
umganglich nothig find, Dinweg gelaffen,
vagegen redht vicle Bepfpiele und fpes
tcielle Beziebungen auf wirkflid
vorbandene Falle eingeflodhien wers
den. Man thut fih duch nidht den. Swang
an, bdiefe wirfliden Falle (wie e$.Dep cis
tiem vein wiffenfdaftlihen Bortrage gefde-
ben mifte) als bloe Moglidfeifen
angufithbren, fondern man ficli¢ fie gerades.
3u of8 durdy Crfabrungen erwiefene Wirf-
lidfeiten auf. Uebrigens braude idh
e$ nidt erft ju fagen, daf in den meis
ften wirklih) vorbanbenen Lehrbirdhern dev
Mathematif eine gewiffe gemifd te Me=
thode sum Grunde liege, die jene Depder
Swede, den vein wiffenfdaftlichen  und
€z profs
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praftifhen, veveint beabfiditiget; dag. s
audy gar nidt meine Meinung fep, dic
jenen SLebrbitdern im Algemeinen efrwa
gum Febler angurednen. Cin vollig
gwedmdgiges Lebrbud), nad) der gemi(dh-
sen Methode verfaft, wdarve in der That
¢in nodh weit braudbareres Werf ald
cin blog wiffenfdaftlidhes, Nur glaube
id, das erftere faun nidht ju Stande fom=
men, bevormandag b lofwiffenfdaft:
lide Gpftem nod unidht vollendet hat.
Wer nun an der BVervolfommuung ded
Yegtern avbeitet, dem Faun man e¢$ erlou=
ben, den gwepten Swedk fur diefe Jeit
gang aufer YAugen zu fesen, untfeine Aufs
merffambeit nur auf den Cinen, bdie
wiffenfdaftlide Bollfommenbeit allein ju
Beften. .

§. <2o.

Yus allen diefem erhelles nun, wie ich
glaube, daf e$ nur die §. 11 — 15 ge:
nannten Haupteheile ciner wiffen:
fdaftlidh geordneten Mathematif gebe. Fol=
gende ZTafel ftellt fie in einer Dequemen
Ueberfidht dar. Diecingeflammerten Worte
bejeidnen den Gegenfand jeder Disciplin,

e\ S
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A
Nlgemeine Plathefis,
(Ding uberhaupt.)
B.
Befondere mathematifhe Disciplinen,
(befoudere Dinge)

I
HAetiologie
(unfreyes Ding.)

II.

(unfreyesd fiunlides Ding.)
a.

(Zorm Ddefjelben iun abfiracto.)

o | 8
Beitlehre 1 Raumlephre.
(8eit.) | (Roum.)
(finnlidhes Ding in concreto.)

| . | 3
Chronifche Aetiologie. NReine Maturtvifs
- fenfcbaft.
(finnlihes Ding in (finnlides Ding in
der Beit.) Seitund Raum,)
Ueber
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