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Resumo

O artigo apresenta uma tradução para o português do  Tratado da Circunferência escrito
pelo estudioso islâmico Jamshīd al- Kāshī em 1427. A tradução para o português teve como
base  o texto  russo  publicado  no  volume  7  da  revista IstorikoMatematitcheskie
Issledovaniya (Investigações  HistoricoMatemáticas)  de  1954,  traduzido  por  Boris
Rozenfeld a partir do manuscrito árabe de Istambul. O presente artigo está organizado em
duas grandes partes, sendo a primeira parte dedicada à apresentação do  Tratado em seus
diversos aspectos e a segunda parte consiste no texto em português do Tratado traduzidos
do russo por Bernadete Morey.

Palavras-chave: História da Matemática, Matemática islâmica medieval, al-Kāshī, Tratado
da Circunferência.

[THE AL-KASHI’S TREATISE ON THE CIRCUMFERENCE]

Abstract

The article  presents  a  translation into Portuguese  of  the  Treatise  of  the  Circumference
written by the Islamic scholar Jamshīd al-Kāshī in 1427. The translation into Portuguese
was  based  on the  Russian  text  found in the  volume 7 of  the  IstorikoMatematitcheskie
Issledovaniya magazine of 1954, translated by Boris Rozenfeld from the Istanbul Arabic
manuscript. This article is organized in two major parts, the first part being dedicated to the
presentation of the Treatise in its  various aspects  and the second part  consisting of  the
Portuguese text of the Treatise translated from Russian by Bernadette Morey.

Keywords: History of Mathematics, Medieval Islamic Mathematics, al-Kāshī, Treatise on
Circumference.
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1. Introdução

Tendo me dedicado nos últimos anos ao estudo das obras matemáticas do islã medieval,
sobretudo àquelas produzidas por estudiosos que viveram na Ásia Central, me alegro com a
iniciativa da RBHM de publicar um número especial de traduções de obras matemáticas do
passado. Na verdade, o trabalho aqui apresentado não teria sido possível sem a parceria
com minha orientanda, hoje Doutora Kaline França. Esclareço nossos papeis na sessão 3 do
presente artigo. 

O artigo tem o objetivo de apresentar ao leitor de língua portuguesa a tradução de
uma obra de al-Kāshī um estudioso que viveu e trabalhou em Samarkanda1 no século XV.
A respeito  dessa  obra,  do  Tratado da  Circunferência  de  al- Kāshī,  já  foi  dito  que  “é
admirável  não apenas pela precisão dos resultados obtidos pelo autor (o valor de  π  foi
calculado  com 17 casas  decimais  corretas)  mas também pela  sutileza  extraordinária  da
técnica de cálculos aproximados” (RÍBKIN e YUSHKIÉVITCH, 1954).

O presente artigo está organizado em duas grandes partes, sendo a primeira parte
dedicada à apresentação do Tratado em seus diversos aspectos (sobre al-Kāshī e suas obras,
sobre  o  processo  de  tradução  do  Tratado para  o  português,  sobre  a  engenhosidade  do
pensamento matemático de al-Kāshī, o que nos levou a tecer reflexões na conclusão). Por
fim, na segunda e mais volumosa parte do artigo, disponibilizamos texto em português do
Tratado traduzido do russo por Bernadete Morey.

Uma observação a mais tem de ser feita. O único exemplar ao qual tivemos acesso
do texto russo, falta a página 377. O único modo de restaurar o texto faltante foi recorrendo
à tradução  do  Tratado que  foi  feita  para  o  alemão por  Luckey  em 1953 (AL-KĀSHĪ,
JAMSHID, 1953). 

2. Al-Kāshī, um profícuo estudioso islâmico

Ghiyāth al-Dīn Jamshīd ibn Mas'ūd ibn Mahmūd al-Tabı̄b al-Kāshī, ou simplesmente al-
Kāshī, foi um profícuo estudioso islâmico que se dedicou principalmente à astronomia e à
matemática,  embora sua formação inicial tenha sido a medicina.  Ele nasceu no final do
século XIV, por volta do ano 1380 E.C. na cidade de Kashān no Irã atual. Há divergências a
respeito  da  data  da  sua  morte.  Para  Suter  (1900)  seria  1436 E.C.  e,  para  Rozenfeld  e
Yuskiévitch (1973),  seria 1429 E.C. e teria ocorrido na cidade de Samarkanda no atual
Uzbequistão, conforme anotação encontrada numa cópia de uma das obras de al- Kāshī, o
Khaqānī Zīj. Esta última, é a data mais comumente encontrada na literatura.

1
 Samarkanda, cidade da Ásia Central, hoje situada no Uzbequistão. Coordenadas 39.831078N, 66.405984E
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Figura 1 - Selo em homenagem a al- Kāshī emitido pela República do Irã em 1979.
Fonte: O’Connor; Robertson (1999).

Al-  Kāshī  foi  contemporâneo  do  império  timurida  instituído  por  Timur  ou
Tamerlão (1336-1405). Timur, o conquistador de uma vasta região que incluía os territórios
dos atuais Irã, Iraque e Turquia Oriental, escolheu como capital de seu império a cidade de
Samarkanda,  cidade estratégica da Rota da Seda. Após a morte de Timur, os territórios
sobre seu domínio foram divididos entre seus filhos e coube a Shah Rukh Mirza (1377
E.C.–1447 E.C.) (ou Shāhrukh) a maior parte. 

A  ascensão  de  Shāhrukh  à  condição  de  governante  trouxe  para  a  região
prosperidade econômica, incentivo e apoio à arte e à ciência. Shāhrukh atribui a seu filho
Muhammad Taraghāy ibn Shāhrukh ibn Tīmūr (1393–1449), conhecido como Ulugh Beg
(Grande Príncipe), a tarefa de ser seu representante na região da Transoxania.2 Ulugh Beg
tinha apenas dezesseis anos e estava sob a tutela do estudioso Qāḍīzāde al-Rūmī (1364–
1436). 

Diferentemente  do  seu  avô,  Ulugh  Beg  não  possuía  interesse  por  guerras  e
conquistas e buscava transformar Samarkanda, na Transoxania, em um centro científico e
cultural, o que de fato, conseguiu. Ulugh Beg era astrônomo e matemático, gostava de arte,
música,  literatura,  era  um  mulçumano  devoto  e  um  aplicado  estudioso  do  Alcorão,
(BERGGREN, 2003).  Ele construiu uma madraça  e um observatório em Samarkanda e
outra madraça em Bukhara, (FAZLIOGLU, 2008).

Na figura 2 temos um selo postal soviético de 1987 E.C. no qual se vê à esquerda
a efígie de Ulugh Beg e, à direita, a vista interna do seu observatório em Samarkanda, em
destaque  seu  sextante;  1437  E.C.  é  o  ano  no  qual  Ulugh  Beg  publicou  suas  tabelas
astronômicas.

2
 Transoxania, também soletrada  Transoxiana, em árabe  Mā Warāʾ al-Nahr, ("Aquilo que está além do rio"),

região histórica do  Turquestão na  Ásia Central a leste de  Amu Darya (rio Oxus) e a oeste do  Syr Darya (rio
Jaxartes),  correspondendo  aproximadamente  ao  atual  Uzbequistão e  partes  do  Turcomenistão,  Tajiquistão e
Cazaquistão. Fonte: <https://www.britannica.com/place/Transoxania>. Acesso em: 08 nov. 2022.
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Figura 2 - Selo postal da União Soviética em homenagem a Ulugh Beg.
Fonte: O'Connor e Robertson (1999).3

Para compor a equipe de estudiosos de Samarkanda, foram convidados cerca de
sessenta  sábios  que  eram pessoalmente  entrevistados  e  tinham seus  conhecimentos  por
Ulugh Beg. A preferência de Ulugh Beg eram as palestras sobre as ciências matemáticas e
debatia  os assuntos com professores  e  alunos,  ele próprio também proferindo palestras.
(FAZLIOGLU, 2008).

A  data  da  chegada  de  al-Kāshī  em Samarkanda  não  é  precisa,  mas  Berggren
(2003) diz que a obra de al- Kāshī, Equatorium, de 1416, marca o fim de seu autor como
sábio nômade, quando se tem notícias dele já é como membro da equipe de Ulugh Beg. Por
outro lado, para Yazdi e Rezvani (2015) o ano da chegada de al-Kāshī em Samarkanda
seria 1420. 

No Quadro  1 temos a lista  dos trabalhos de  al-  Kāshī.  Como se pode ver,  os
trabalhos datados constituem a maioria.

Quadro 1 – Títulos das obras de al-Kāshī.

Título da Obra Tradução do Título Ano
1 Sullam al-samāʿ fi ḥall ishkāl

waqaʿa liʾl-muqaddimī fiʾl-
abʿād waāl-ajrām 

A Escada do Céu: A resolução de 
dificuldades alcançadas por predecessores 
na determinação de distâncias e tamanhos

1407

2 Mukhtaṣar dar ʿlim-i hayʾ at Compêndio da Ciência da Astronomia  1411

3 Zij-i Khaqāni fī takmīl-i Zij-i 
Īlkhānī   ou  Khaqāni Zij 

Tabelas astronômicas 1414

4 Risāla dar sharḥ-i ālāt-i raṣd Sobre instrumentos astronômicos em geral 1416
5 Nuzha al-ḥadāiq fi kayfiyya 

ṣanʿsa al-āla al-musammā bi
A excursão do jardim: Sobre o método de 
construção do Instrumento chamado Placa 

1416

3
 O'CONNOR, J; ROBERTSON,  Ulugh Beg. School of Mathematics and Statistics, University of St Andrews,

Scotland,  1999.  Fonte:<https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Miller/stamps/#Ulugh_Beg>.  In:
<https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ulugh_Beg/ >. Acesso em: 08 nov. 2022.
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ṭabaq al-manāṭiq dos Céus (Equatorium)
6 Talkhīis al-Miftāah  Compêndio da Chave 1421
7 al-Risāla al-Muhītīyya Tratado da Circunferência 1424
8 Miftāḥ al-ḥisāb A chave para a aritmética 1427
9 Ilkaḥāt an-Nuzha Suplemento à Excursão 1427
1
0

Ta’rib al-zij Tradução da introdução do zīj de Ulugh 
Beg do persa para o árabe

-

1
1

Wujuuh al-‘amal al-darb fi’l-
takht wa’l-turab 

Formas de multiplicar por meio de 
tabuleiro e poeira

-

1
2

Natāʿij al-ḥaqāʾiq  Resultados das Verdades -

1
3

Miftah al-a sbab fi’ilm al-zij  A chave das causas na ciência das tabelas 
astronômicas

-

1
4

Risala dar sakht-i asturlab Tratado sobre a construção do astrolábio -

1
5

Risala fi ma’rifa samt al-
qibla min daira hindiyya 
ma’rufa 

Tratado sobre a determinação do azimute 
da Qibla por meio de um círculo conhecido
como indiano

-

1
6

Risāla al-watar waʾl-jaib O tratado sobre corda e seno -

Fonte: Rozenfeld e Yushkiévitch (2018).

O  Tratado  da  Circunferência (al-Risāla  al-Muhītīyya)  de  1424  sobre  o  qual
teceremos maiores comentários mais adiante, é uma das obras de maior destaque de al-
Kāshī.

3. A tradução do Tratado da Circunferência para o português

O texto que  serviu  de  base  para  tradução  para  o portugues  foi  o  texto russo,  al-Kāshī
(1954),  traduzido do árabe  por Boris Rozenfeld e publicado no número 7 do periódico
IstorikoMatematitcheskie Issledovaniya (Investigações Históricomatemáticas), em Moscou,
no ano de 1954, p. 327–379, (Figura 3).

RBHM, Vol. 23, no 46, pp. 23–142, 2023 27



BERNADETE MOREY & KALINE FRANÇA

Figura 3 - Capa e contracapa da revista Investigação Histórica e Matemática, n°7.
Fonte: al-Kāshī (1954).

O número 7 do periódico em questão tem 722 páginas. O conteúdo indicado pelo
sumário inclui Carta da Redação e mais três grandes seções: 

I. Tratados matemáticos de al-Kāshī nas páginas 11–452;
II. Leonard Euler nas páginas 453–642;

III. Tópicos de história da matemática nas páginas 643–720.

A seção dedicada aos tratados matemáticos de al-Kāshī contém as traduções do
árabe para o russo de duas obras de al-Kāshī: a Chave para a Aritmética (Miftāh al-Hisab) e
o Tratado da Circunferência (al-Risāla al-Muhītīyya), precedidas do prefácio do tradutor
(Boris  Rozenfeld).  Para  que  o  leitor  possa  melhor  compreender  o  Tratado,  foram
elaboradas por Boris Rozenfeld e Yushkiévitch 47 notas explicativas que se encontram nas
páginas 439–449.

O texto russo do  Tratado da Circunferência ocupa 53 páginas (327 a 379), está
dividido em uma parte introdutória, mais dez partes e conclusão; possui algumas figuras
geométricas e várias tabelas numéricas. Não apresenta capa, frontispício ou contracapa do
texto que serviu de base, no caso, o manuscrito de Istambul, escrito em árabe. A tradução
russa apresenta também algumas imagens de algumas páginas do manuscrito de Istambul.

O processo de tradução do russo para o português passou por várias etapas:
Como ponto de partida tínhamos o texto do Tratado da Circunferência em russo

no periódico  IstorikoMatematitcheskie Issledovaniya  de 1954. Estando o texto em versão
digitalizada,  era impossível  transformá-lo em PDF editável  ou WORD. Havia,  portanto,
muito trabalho a fazer antes que a tradução pudesse ser iniciada. 
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E foi aí que a professora Kaline França, aluna do doutorado cuja tese tinha como
tema o  Tratado da Circunferência assumiu  a  tarefa  de  digitar  o  texto  russo  em Word
mesmo  sem  saber  russo,  tendo  aprendido  apenas  o  alfabeto  cirílico  e  a  pronúncia  de
algumas palavras. Em seguida, eu (prof. Bernadete Morey) conferi o texto em WORD à
busca de erros de digitação. Esta foi a etapa de preparação do texto para a tradução.

A etapa da tradução também foi feita em duas mãos, pois a prof. Kaline França se
encarregou da tradução do russo para o português usando o tradutor automático Google
(que faz o trabalho deixando, como é sabido, muitas imperfeições). A seguir, vem a fase
demorada e trabalhosa de ler e corrigir a tradução feita pelo Google, comparando-a com
texto original russo, à busca de todo tipo de erro. Esta etapa final da tradução foi realizada
pela prof. Bernadete Morey.

Sendo assim o presente artigo é o produto do trabalho de duas autoras, com a prof.
Bernadete Morey tendo um papel mais relevante na tradução e a prof. Kaline França, um
papel mais relevante no estudo e apresentação da obra.

4. O Tratado da Circunferência de al-Kāshī

Al-Kāshī  escreveu  o  Tratado da  Circunferência com o  objetivo  de  obter  uma  melhor
aproximação  para  a  relação  entre  a  circunferência  do  círculo  e  o  seu  diâmetro,4 em
comparação  às  aproximações  obtidas  por  predecessores  Arquimedes  (287  A.E.C.  –212
A.E.C.), Abu’l-Wafā al-Būzjānī (940-998) e Abu Rayhān al-Bīrūnī (973–1048). O objetivo
da  obra  é  enunciado  ainda  na  introdução,  onde  o  autor  comenta  e  avalia  como  não
satisfatórios  os  valores  da  relação  entre  a  circunferência  e  seu  diâmetro  obtidos  pelos
estudiosos acima mencionados. Diz o próprio al-Kāshī,

“ ... queremos determinar a circunferência do círculo com a suposição de
que seu diâmetro é conhecido em termos de uma determinada medição de
tal maneira que estaríamos certos de que em um círculo que seu diâmetro
é  seiscentas  mil  vezes  maior  que  o  diâmetro  da  esfera  terrestre,  a
diferença  entre  o  resultado  de  nossos  cálculos  e  o  valor  real  não
ultrapasse a largura de um fio de cabelo, ou seja, um sexto da largura de
um grão de cevada, de modo que tal diferença para círculo menor que
este seja ainda menor. (AL-KĀSHĪ, 1954, p.329, tradução nossa)

Acreditamos que o Tratado da Circunferência foi elaborado para atender a duas
demandas: (1) estudos matemáticos e astronômicos cada vez mais profícuos na madraça e
no observatório astronômico de Samarkanda; (2) a necessidade de que o cálculo do salário
dos  artesãos  fosse  mais  preciso  de  acordo  com  a  área  trabalhada  por  eles,  (DOLD-
SAMPLONIUS, 1992).

Segundo  Hogendijk  (2009)  há  pelo  menos  oito  manuscritos  do  Tratado  da
Circunferência de  al-Kāshī  espalhados  pelo  mundo.  Verificamos  esta  informação  e

4
 Cujo valor numérico é conhecido hoje pelo número irracional π (Pi).
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encontramos registros de nove manuscritos5: um em Istambul, três em Mashhad, quatro em
Teerã e um em Toronto (Quadro 2).

Quadro 2 - Manuscritos do Tratado da Circunferência de al-Kāshī.

Manuscrito Nº de
cópias

Língua Localizaçã
o

Data

Al-Kāshī, Ghiyāth al-Dīn Jamshīd Mas'ūd. 
al-Risāla al-Muhītīyya. Museu do Exército 
de Istambul, Biblioteca do Museu militar, 
n.756.

1 Árabe Istambul,
 Turquia

Século
XVI 
ou 
XVII

Al-Kāshī, Ghiyāth al-Dīn Jamshīd Mas'ūd. 
al-Risāla al-Muhītīyya. Sha'bān 827 A.H.L.
(julho 1424); n.12145, n.12235, n.5389. 
Biblioteca Central de Āstan Quds Razawī, 
Mashhad, Irã.

3 Árabe Mashhad, 
Irã 

Al-Kāshī, Ghiyāth al-Dīn Jamshīd Mas'ūd. 
al-Risāla al-Muhītīyya. Kitābkhān-i 
Showrā-ye Mellī (Biblioteca Nacional do 
Parlamento), n.1146, n.1428, n.5499. Teerã, 
Irã.

3 Árabe Teerã,
no Irã

Al-Kāshī, Ghiyāth al-Dīn Jamshīd Mas'ūd. 
al-Risāla al-Muhītīyya. Majlis shūrā 
(Assembleia Consultiva), Teerã, Irã.

1 Árabe Teerã, Irã

Al-Kāshī, Ghiyāth al-Dīn Jamshīd Mas'ūd. 
al-Risāla al-Muhītīyya. Andrews 
Engineering Collection.

1 Árabe Toronto,
 Canadá

Fonte: Elaborado pelas autoras.

Observemos que todos os manuscritos são escritos em árabe, o que nos levou à
busca de traduções do Tratado da Circunferência para línguas mais próximas às ocidentais.
Encontramos a tradução do manuscrito árabe para o alemão e a tradução do árabe para o
russo cujas referencias estão no Quadro 3:

5
 Islamic Scientific Manuscripts Initiative –ISMI. Endereço eletrônico:  <https://ismi.mpiwg-berlin.mpg.de/search-

witnesses?identifier=&collection=&repository=&city=&title=AL-RIS%C4%80LAH%20AL-MUE1%B8%A4%C
4%AA%E1%B9%ACIYYAH&author=&items_per_page=20&page=0>. Acesso em: 08 nov. 2022.
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Quadro 3 - Traduções do Tratado em línguas ocidentais.

LÍNGU
A

AL-KASHI, JAMSHID. In: ROZENFELD, B.; YUSHKIÉVITCH, A. Al-
Kashanı. Istoriko-Matematicheskie Issledovaniya. Moscow, 7, (1954), 327-
379.

Em 
Russo

AL-KASHI, JAMSHID. In: LUCKEY P. Der Lehrbrief über den 
Kreisumfang. Adhandlungen der Deutschen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin. Jahrgang, Berlin, No. 6 (1953).

Em 
alemão

Fonte: Elaborado pelas autoras.

A estrutura do texto corresponde à lista abaixo, na qual fornecemos também os
títulos de cada divisão do Tratado:

 Introdução;
 Primeira parte - Sobre a determinação da corda de um arco, que é a soma de um 

arco de uma corda desconhecida e do arco que é a metade de seu suplementar;
 Segunda parte - Sobre a determinação do perímetro de um polígono qualquer, 

inscrito no círculo e do perímetro semelhante circunscrito ao círculo;
 Terceira parte - Em quantas partes deve ser dividida a circunferência e quantas 

casas sexagesimais devem ser calculadas para que o perímetro obtido seja distinto 
do círculo dado numa grandeza menor do que um fio de cabelo;

 Quarta parte - Sobre as operações;
 Quinta parte - Sobre a determinação de um lado do polígono de 1 2 8 16 42 48 

lados inscrito na circunferência;
 Sexta parte - Sobre a determinação dos perímetros dos polígonos inscrito e 

circunscrito em um círculo e seu número de lados que é de 805 306 368 cada um
 Sétima parte - Sobre o que permite negligenciar, nas operações anteriores, as 

frações de excesso e falta;
 Oitava parte - Sobre a conversão do valor do círculo em dígitos indianos se a 

metade do diâmetro for um;
 Nona parte - Sobre o modo de usar duas tabelas;
 Décima parte - Sobre a determinação da diferença entre o que é comumente aceito 

e de uso comum e o que obtivemos;
 Conclusão - Sobre a demonstração dos erros de Abu-l-Wafa e Abur-Raihan (al-

Biruni).

A seguir trazemos uma brevíssima descrição do conteúdo do Tratado.
Na  parte  introdutória,  al-Kāshī  inicia  com  uma  saudação  a  Alá  e  ao  profeta

Maomé  (Mohammad),  seguindo  a  tradição  da  cultura  islâmica.  Em  seguida  tece
comentários a respeito das aproximações de seus predecessores Arquimedes (287 A.E.C.–
212  A.E.C.),  Abu’l-Wafā  al-Būzjānī  (940–998)  e  Abu  Rayhān  al-Bīrūnī  (973–1048).
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Expõe seu objetivo de obter  uma aproximação para  a relação  entre o comprimento da
circunferência  e  o  seu  diâmetro  com a  precisão  da  largura  “de  um cabelo  de  cavalo”
quando medida a “circunferência do universo” e, por fim, explica como está dividida a
obra.

Na  primeira  parte  do  tratado,  o  autor  enuncia  e  demonstra  o  teorema  “sobre  a
determinação da corda de um arco, que é a soma de um arco de uma corda conhecida e do
arco que é a metade de seu suplementar” (AL-KĀSHĪ, 1954, p.329, tradução nossa), cujo
esquema se pode ver na figura 3. 

Figura 4
(Fonte: al-Kāshī, 1954, p.329)

O teorema acima mencionado se transposto para a Figura 4, equivale a dizer que:

No semicírculo ADB de raio r se ÂC  for um arco cuja corda AC  é conhecida e D for o
ponto médio do arco suplementar de ÂC , pode-se encontrar o comprimento da corda AD.

O resultado encontrado por al-Kashi foi    
                    r . (AB+AC ) =AD

2,  ou,   AD=√ r . (AB +AC )

Este resultado é interessante, pois, na terceira parte do tratado, tomando o arco
ÂC  = 60°, obtém-se uma relação recorrente de rápida convergência, conforme disposto no
Quadro 4.

Quadro 4 - Cálculo da medida do arco αn

MEDIDA DE CADA ARCO

α0=arc (AC )=60 ° (I)

α1=arc ( AD )= arc (AC )+
arc (CB )

2
=60 °+60 °=180 °− 60 °=120 °

α2=arc ( AG )=60 °+60 °+30 °=180 ° −
60 °

2
=150 °
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α3=arc (AJ )=60 °+ 60 °+30 °+ 15 °=180 ° −
60 °

4
=180 °−

60 °
22 =165 °

α4 =arc (AP )=60 °+ 60 °+30 °+ 15 °+7,5 °=180 °−
60 °

8
=180 °−

60 °
23 =172,5 °

α5=arc (AQ) =60 °+60 °+ 30 °+15 °+ 7,5 °+3,75 °=180 °−
60 °
16

=¿

180 °−
60 °
24 =176,25 °

⋮

αn=180 °−
60 °
2n− 1 =180 °−

360 °
6.2n − 1 =180 °−

360 °
3. 2n          (II)

A relação (II) obtida no Quadro 4 foi fundamental para que al-Kāshī atingisse o
seu objetivo.  Na terceira parte do  Tratado  o autor discute “em quantas partes deve ser
dividida a circunferência e quantas casas sexagesimais devem ser calculadas para que o
perímetro obtido seja distinto do círculo dado numa grandeza menor do que um fio de
cabelo” (AL-KĀSHĪ 1954, p. 332, tradução nossa) e chega à conclusão de que para atender
a precisão exigida por ele próprio, a circunferência deve ser dividida em 3 x 228 partes. 

Nas partes quatro, cinco e seis do Tratado são apresentados os cálculos numéricos
para obtenção dos valores procurados: 

 A parte cinco é dedicada ao cálculo do valor do lado do polígono inscrito uma vez
que  se  conhece  o  diâmetro  (600.000 o  diâmetro  da  Terra)  e  o  número  partes
(3x228) pelo qual deve ser dividida a circunferência. 

 A  sexta  parte  é  sobre  a  determinação  dos perímetros  dos  polígonos  inscrito  e
circunscrito no círculo e seu número de lados que é de 805 306 368 cada um. O
autor multiplica o comprimento do lado dos polígonos inscrito e circunscrito pela
quantidade de lados (3 x 228) e obtém os perímetros dos respectivos polígonos; em
seguida,  faz  a  média  aritmética  dos  perímetros  obtidos  alcançando  assim  sua
aproximação  para  a  relação  entre  o  comprimento  da  circunferência  e  o  seu
diâmetro, cujo valor em números sexagesimais é de 6, 16; 59, 28, 1, 34, 51, 46, 14,
50, com nove casas sexagesimais de precisão.
Nas partes sete, oito, nove, dez e conclusão, al-Kāshī mostra detalhadamente que o

seu método de arredondamento não afeta o resultado final da aproximação. Faz a conversão
de sua aproximação do sistema sexagesimal  para o sistema decimal. Apresenta uma tabela
com os múltiplos da sua aproximação multiplicados de 1 a 10. Em seguida, compara a sua
aproximação com o que a que era utilizada até então e mostra que a sua era mais precisa.
Por último, continua suas considerações sobre as aproximações de Abu’l-Wafā al-Būzjānī e
Abū Rayhān al-Bīrūnī, que ele havia mencionado na parte inicial do tratado, e mostra mais
uma vez que sua aproximação é mais precisa.
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5. Conclusões

Sobre o Tratado da Circunferência de al-Kāshī se pode tecer um sem-número de reflexões
e  conclusões,  o  que  pode  ser  feito  com  base  em  um  estudo  histórico-matemático
aprofundado da obra. Tal estudo ainda está em andamento e no momento, o propósito do
presente artigo é apresentar ao leitor a tradução em português dessa obra histórica. Sendo
assim, vamos nos ater a um aspecto distintivo do Tratado que salta aos nossos olhos se o
examinarmos com atenção. 

O problema central do Tratado era o cálculo do valor de uma grandeza com um
grau de precisão muito alto para a época em que foi formulado, uma época que não contava
ainda  com  os  meios  computacionais  modernos.  Sendo  assim,  o  método  de  resolução
procurado  teria  de  dar  conta  da  convergência  rápida  dos  valores  obtidos  no  processo
iterativo para uma solução que estivesse nos limites da precisão exigida. Dizendo de outra
forma,  foi  preciso encontrar  um meio de realizar  o cálculo do perímetro dos polígonos
inscrito e circunscrito com mais de oitocentos milhões de lados dentro das possibilidades
existentes no século XV.
Al-Kāshī, conhecido por ser um brilhante calculista, soube propor um caminho pelo qual o
processo iterativo exigia somente 28 passos, o que fez que encontrar a solução se tornasse
exequível.
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6.  TRADUÇÃO  DO TRATADO DA  CIRCUNFERÊNCIA  DE AL-KASHI  (1380–
1429) 

TRATADO SOBRE A CIRCUNFERÊNCIA 
p. 3276

Louvemos a Alá, possuidor do conhecimento sobre a relação do diâmetro com a
circunferência,  sabedor da grandeza  do simples  e  complexo,  criador  da terra e  do céu,
criador da luz nas trevas.  Graça e paz esteja com Muhammad Mustafá, centro do círculo
dos profetas e circunferência cujo diâmetro é indicação do caminho da verdade e da justiça,
assim como à sua descendência e seus amigos puros, desejamos o bem.

Depois  [disso]:  Jamshīd  ibn  Mas’ūd  ibn  Mahmūd  Tabīb  Kāshānī7,  médico  de
Kāshān, chamado de Ghiyāth, criação de Alá o altíssimo, [esperançoso] em seu perdão e
em que Alá melhore seu destino, diz:

Arquimedes demonstrou que a circunferência supera o diâmetro triplo em menos
que um sétimo do diâmetro e mais do que dez, setenta e um avos do diâmetro. A diferença
entre estas duas [frações] é um quatrocentos e noventa e sete avos. Por isso, no círculo de
diâmetro quatrocentos e noventa e sete cúbitos, juntas de bambu ou farsang, o comprimento
da circunferência é desconhecido e dúbio nos limites de um cúbito, uma junta de bambu ou
um farsang e no maior círculo da esfera terrestre, tal incógnita se encontra nos limites de
cinco  farsangs,  uma vez  que  seu  diâmetro  é  aproximadamente  igual  a  cinco  vezes  tal
quantidade de farsangs.  Já no cinturão do zodíaco,  a dita incógnita situa-se nos limites
consideravelmente maiores do que cem mil farsangs. Tais grandezas já são grandes para a
circunferência, maior ainda serão para a medição de áreas. Na verdade, ele [Arquimedes]
determinou o perímetro do polígono de noventa e  seis  lados inscrito  na circunferência,
menor 
que a circunferência, uma vez que cada um de seus lados é menor que o arco do qual ela é
corda e, portanto, a soma de todos os lados 

p. 328
[do polígono] é menor que a circunferência do círculo [no qual está inscrito o polígono], e
ele  [Arquimedes]  determinou  também  o  perímetro  do  polígono  circunscrito  de  modo
semelhante ao primeiro, e na primeira asserção do primeiro livro de sua composição ele
demonstrou  que  tal  perímetro  é  maior  que  a  circunferência  do  círculo,  sendo  que  a
diferença entre eles [perímetro do polígono inscrito e circunscrito] é tal como dada acima.

Abu’l-Wafā Būzjānī obteve, por meio de cálculo aproximado, a corda de metade
de uns trezentos e sessenta avos da circunferência em partes que o diâmetro é cento e vinte
e, multiplicando isto por setecentos e vinte, obteve o perímetro do polígono inscrito. Ele
determinou também o perímetro do polígono circunscrito semelhante e afirmou que se o
diâmetro for cento e vinte, então a circunferência será 376 mais uma fração maior que 0;

6
 No canto superior esquerdo de cada página, anotamos o número da página do texto russo que serviu de base para

a tradução para o português.
7
 Kāshānī indica a procedência, ou seja, aquele que veio de Kāshān (ou nasceu em Kāshān).  No entanto, o autor

do Tratado da Circunferência é mais conhecido como Jamshīd al- Kāshi e não al-Kāshānī.
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59, 10, 59 e menor que 0; 59, 23, 54, 12 onde a diferença entre essas duas quantidades
[frações] é 0; 0, 12, 55, 12. Para o maior círculo da terra isto seria mil cúbitos. Sendo que
ele se enganou ao considerar o tamanho da corda de metade de um [360°] partes, igual a 0
31 23 55 54 55. Está incorreto: o [valor] correto é 0 31 24 56 58 36, como mostraremos
mais à frente.

Abu  Rayhān  al-Bīrūnī  obteve  a  corda  de  dois  trezentos  e  sessenta  avos  da
circunferência.  Ele  obteve  o  perímetro  do  polígono  de  cento  e  oitenta  lados  inscrito
[regular]  igual  a  6;  16, 59, 10, 48, 0,  enquanto o perímetro do semelhante circunscrito
[regular] era 6; 17, 1, 58, 19, 6. Supondo a circunferência do círculo igual à metade da
soma desses dois perímetros, ele passou de frações com denominador [sexagesimal] para os
números indianos, tomando o diâmetro como a unidade. Isto faz com que para o círculo
igual ao maior círculo da terra, seja aproximadamente igual a um farsang. Neste cálculo ele
enganosamente tomou a corda de dois [trezentos e sessenta avos] partes como sendo 0; 2, 5,
39, 43, 36, enquanto o correto seria 0; 2, 5, 39, 26, 22. No entanto, na tabela de senos
[incluída] no Cânone Mas’ud, ele tomou o seno de um [trezentos e sessenta avos], ou seja,
metade da corda de duas partes, como sendo 0; 1, 2, 49, 43, o que é correto, enquanto no
dobro se tem um erro.

p. 329
Uma vez que tais operações levam a erros, queremos determinar a circunferência

do  círculo  com  a  suposição  de  que  seu  diâmetro  é  conhecido  em  termos  de  uma
determinada medição de tal maneira que estaríamos certos de que em um círculo que seu
diâmetro é seiscentas mil vezes maior que o diâmetro da esfera terrestre , a diferença entre
o resultado de nossos cálculos e o valor real não ultrapasse a largura de um fio de cabelo,
ou seja, um sexto da largura de um grão de cevada, de modo que tal diferença para círculo
menor que este seja ainda menor.

Compus o presente tratado contendo tal determinação, dei-lhe o título de Tratado
sobre a Circunferência e o dividi em dez partes e conclusão. Rogo ao amado e generoso
Alá que nos conduza pelo caminho da verdade.

PRIMEIRA PARTE
SOBRE A DETERMINAÇÃO DA CORDA DE UM ARCO, QUE É A SOMA DE UM

ARCO DE UMA CORDA DESCONHECIDA E DO ARCO QUE É A METADE DE SEU
SUPLEMENTAR

Digo que: uma superfície [retangular] [construída] na soma do diâmetro e da corda
de cada arco menor que o semicírculo e na metade do diâmetro é igual ao quadrado da
corda  do arco  que é igual  à  soma do primeiro arco  e  a  metade  de seu  suplemento  ao
semicírculo. A fim de demonstrar, construamos o semicírculo ACB de centro E na linha
AB; traçamos uma corda arbitrária AC; [o arco] BC que é o suplemento de AC dividimos
ao meio encontrando o ponto D; ligamos A e D. Então a asserção [diz]: a superfície na
metade do diâmetro e a soma AB e AC é igual ao quadrado AD.
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Demonstração: Traçamos BD. Então o ângulo ADB é reto pela proposição trinta do terceiro
[livro] d’Os Elementos.

p. 330
A seguir baixamos do ponto D a perpendicular DG à linha AB. Obtém-se os triângulos
DBG e DAG, semelhantes ao triângulo ADB pela oitava proposição do [livro] seis d’Os
Elementos. Por isso, o diâmetro AB está para AD assim como AD está para AG e pela
proposição dezenove do [livro] sete dos Elementos, a superfície  no diâmetro é igual ao
quadrado de AD. 

A seguir, pelo ponto H traçamos a perpendicular HE ao segmento AC. Então H
será ponto médio de AC pela proposição três do terceiro livro de Os Elementos. Ligamos os
pontos ED. Uma vez que a medida do ângulo BAC é metade do arco CB, a mesma do
ângulo BED, estes dois ângulos [BAC e DEG] são iguais. Por isto o triângulo AHE e EGD
são iguais, uma vez que eles têm os ângulos retos H e G, ângulos iguais em E, A e lados
iguais AE e ED. Portanto, o lado EG é igual ao lado AH, que é metade de AC e a superfície
sobre AG, ou seja, a soma da metade do diâmetro e EG é igual à metade de AC e sobre o
diâmetro é igual ao quadrado de AD. Uma vez que a superfície sobre uma linha e sobre a
metade de outra é igual superfície sobre a metade da primeira e sobre a outra inteira, então
a superfície sobre a soma do diâmetro e o dobre de EG, i.e., sobre a soma do diâmetro e AC
e sobre a metade do diâmetro é igual ao quadrado de AD. Isto é o queríamos [demonstrar].

Se AC é expresso nas partes em que a metade do diâmetro é sessenta, some o
diâmetro a ele e adicione um novo dígito [sessenta]. Então o resultado será o quadrado de
AD.

SEGUNDA PARTE
SOBRE A DETERMINAÇÃO DO PERÍMETRO DE UM POLÍGONO QUALQUER,

INSCRITO NO CÍRCULO E DO PERÍMETRO SEMELHANTE CIRCUNSCRITO AO
CÍRCULO

 Construamos no segmento AB o semicírculo ACB de centro E suponhamos que [o arco]
AC seja um sexto da circunferência.  Então a corda AC será a metade do diâmetro pela
proposição quinze do quarto [livro] d’Os Elementos. Em seguida dividamos ao meio [o
arco] CB, que é o suplemento [do arco] AC obtendo assim o ponto D. Dividamos [o arco]
DB ao meio, obtendo o ponto G. Depois, dividamos [o arco] GB ao meio obtendo H, e
assim  por  diante  o  quanto  se  queira.  Como  já  dissemos  na  seção  anterior,  como
conhecemos a corda AC,

RBHM, Vol. 23, no 46, pp. 23–142, 2023 38



O TRATADO DA CIRCUNFERÊNCIA DE AL-KASHI

p. 331
também conheceremos a corda AD, de onde também será conhecida a corda AG, AH, e 
assim por diante.

 Agora, se temos a corda AH e queremos determinar a corda BH subtraímos o
quadrado de AH do quadrado do diâmetro e o que resta é o quadrado da corda BH, pois, o
ângulo  AHB  é  reto  pela  proposição  trinta  do  terceiro  [livro]  d’Os  Elementos e,
consequentemente,  o quadro de AB é igual  aos quadrados AH e AB pelo “teorema da
noiva”. A seguir dividimos ao meio o arco BH no ponto F e ligamos EF. Esta linha divide
ao meio a corda BH em I. Traçamos a tangente FLK ao círculo no ponto F, levantando por
ambos os lados [do ponto F] duas perpendiculares FK e FL, ligamos EH e continuamos até
L, assim como [continuamos] EB até K. Então KL será paralela a BH, uma vez que BEH é
um polígono inscrito no círculo, KEL será o seu semelhante circunscrito. Sendo assim, os
triângulos EKF e ELF são iguais entre si, e os triângulos EBI e EHI, por sua vez, são iguais
entre si. Por isto, EI está para EF (que é metade do diâmetro) do mesmo modo que BH está
para KL. Portanto,  EI está para IF, que à sobra do último membro desta proporção em
relação ao anterior, assim como, a corda BH está para a sobra de KL sobre BH, sendo esta
relação a mesma relação da soma de todos os lados do polígono inscrito no círculo, cujo
lado é BH, com todas as sobras dos lados do polígono circunscrito, cujo lado é KL sobre os
primeiros lados. Logo, EI é a metade da linha AH, 

p. 332
uma vez que os triângulos AHB e EIB são semelhantes em virtude de que, os ângulos H e I
são retos e o ângulo Â, na circunferência que acompanha o arco BH, é igual ao ângulo
central Ê, que acompanha o arco BF, que é metade do arco BH, e EB que é metade de AB.
Desse modo EI é metade de AH. Por isso, uma vez que EI e BH ficarão conhecidos, as
relações apontadas também serão conhecidas e, do mesmo modo, o polígono inscrito no
círculo  e  o  polígono  circunscrito  no  círculo,  também  serão  conhecidos.  Era  aí  que
queríamos chegar.
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TERCEIRA PARTE
EM QUANTAS PARTES DEVE SER DIVIDIDA A CIRCUNFERENCIA E ATE

QUANTAS CASAS SEXAGESIMAIS É NECESSÁRIA PARA EFETUAR AS
OPERAÇÕES PARA QUE O PERÍMETRO OBTIDO SEJA DISTINTO DO

CÍRCULO DADO NUMA GRANDEZA MENOR DO QUE UM FIO DE CABELO

Saiba que no círculo de diâmetro 600 000 vezes maior que o diâmetro da Terra, a
circunferência também é 600 000 vezes também é maior que a circunferência da Terra.
Neste círculo se verifica: 

GRAU Mil, seiscentos e sessenta e seis e dois terços da circunferência da terra
MINUTO Aproximadamente vinte e sete e três quartos dessa mesma circunferência
SEGUNDO Aproximadamente três mil setecentos e quatro farsangs, se a 

circunferência da Terra for tomada como oito mil farsangs      
TERÇA8 Aproximadamente sessenta e dois farsangs
QUARTA Aproximadamente um farsang e um terço de um décimo    
QUINTA Aproximadamente duzentos e seis cúbitos      
SEXTA Aproximadamente três cúbitos e um terço 
SÉTIMA Um dedo e um terço, ou seja, quarenta e oito fios de cabelo
OITAVA Quatro quintos da grossura de um cabelo de cavalo, ou, ainda menos. 

8
 As divisões minuto e segundo, mantivemos segundo o costume falado. A partir da terceira divisão, (terça, quarta,

quinta, sexta, sétima e oitava) colocamos no feminino para evitar confundir com o número ordinal.
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Este é o caso se o círculo for trezentos e sessenta partes. Se ele tem trezentas e setenta e
sete partes e mais fração, então sua oitava é muito menor que quatro quintos da grossura de
um cabelo.

Portanto, se definirmos os perímetros de dois polígonos de forma que a diferença
entre eles não atinja uma oitava, então a diferença entre eles não atingirá a largura de um
cabelo, além disso, essa é a diferença entre cada um deles e a circunferência real do círculo.

Como sabemos, o perímetro do polígono interno está para o perímetro do polígono
externo,  assim  como a  distância  do  centro  do  círculo  até  o  ponto  médio  do  lado  [do
polígono interno] está para o seu complemento até a metade do diâmetro, isto é, para a
distância do ponto médio do arco, cuja corda é o lado. Tal complemento é a flecha deste
arco.

Sabe-se também que a relação da metade do diâmetro para com a circunferência é
menor do que um sexto em menos que um terço de um sétimo de um sexto. Portanto,
precisamos  tomar  no  círculo  um polígono com um número  tão grande  de  lados que  a
relação da flecha do arco de cada lado para com o complemento da flecha até metade do
diâmetro seja menor do que a relação de um sexto de oitavo para com a unidade em um
terço de um sétimo deste sexto ou [ainda] maior, ou seja, para que tal relação seja igual a
oito nonas ou menos. Então a corda do complemento do arco de cada lado será menor que o
diâmetro por dezesseis  nonas uma vez  que dita  corda  é igual  a  duas vezes  a  distância
especificada.

Portanto,  a  diferença  do  quadrado  do  diâmetro  e  seu  quadrado  é  inferior  a
aproximadamente quádruplo de dezesseis nonas elevado a uma casa, isto é, menos de um
sétimo e quatro oitavas. Portanto, a raiz deste, isto é, a corda, ou seja, cada um dos lados,
não excede oito quartas.

Se dividirmos o terço do círculo vinte e oito  vezes, obtém-se um arco de cinco
quartas, quarenta e sete quintas, com fração naquelas partes onde todo o círculo é igual a
trezentos e sessenta, como fica claro na tabela:

RBHM, Vol. 23, no 46, pp. 23–142, 2023 41



BERNADETE MOREY & KALINE FRANÇA

p. 334
Duplicações sucessivas do número de lados,

começando com o triângulo

N
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Divisões sucessivas de um terço da circunferência
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Sem dúvida, a corda deste arco é menor que sete quartas uma vez que a cada corda

de qualquer arco, dado que a circunferência é trezentos e sessenta e o diâmetro é cento e
vinte, não excede o arco em um terço de um sétimo dele. Por isso, nós inscreveremos no
círculo  um tal  polígono  cujo  número  de  lados  é  igual  a  oitocentos  e  cinco  milhões  e
trezentos e sessenta e oito, e seu expoente [i.e., sua representação na base 60] é 1 2 8 16 12
48.

Uma vez  que a primeira  ordem deste número  é de potência  cinco,  precisamos
encontrar o tamanho de um lado de forma que a parte desprezada da fração não saia dos
limites [da unidade] da ordem das décimas terceiras; porque se nós multiplicarmos (o lado)
por esse número, a parte desprezada da fração no perímetro não ultrapassa o limite de uma
oitava, porque a multiplicação da ordem de expoente cinco9 com a ordem décima terceira
dá oitavas.

Uma vez que a primeira ordem do número que representa um lado é menor que
sete  quartas,  a  sua  extremidade  prolonga-se  até  o  tredécimo,  então  multiplicando  algo
menor que sete quartos por um tredécimo, obtém-se menos que sete na posição dezessete e
assim a diferença (isto é, o erro) para o quadrado do lado não deve atingir essa quantidade (
7 x 60− 17) do mesmo modo que para o seu suplemento correspondente, e a fim de que se
obtenha uma diminuição correspondente a uma ordem (do número), e assim por diante até
onde se inicia os cálculos. Portanto, obtém-se o que se procura se definirmos a corda pelo
método indicado  por  nós  nos  dois  parágrafos  precedentes,  até  que  o  perímetro  de  um
polígono cujo número de lados 1 2 8 16 12 48, e vamos realizar as operações até a ordem
18.

QUARTA PARTE
SOBRE AS OPERAÇÕES

Nós somamos o diâmetro 2 0 ao lado 1 0 do hexágono, obtendo 3 0, aumentamos
este valor em uma ordem, obtendo 3 0 0. Extraímos a raiz, adicionamos a ela (a raiz) 2 0 e
escrevemos [o resultado] na ordem e depois tomamos a raiz deste mesmo valor; vamos
fazer isso vinte e oito vezes.

9
 Ordem de expoente cinco = 605; ordem décima terceira = 

1

6013  ; a multiplicação delas dá 
1

608  ou seja, oitavas.
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Passamos de um cálculo para o seguinte depois de o refazermos duas ou três vezes.

Além disso, nós nos asseguramos pela [verificação da conta], multiplicando a raiz por si
mesma,  repetindo  duas  ou  três  vezes  e  acrescentando  o  resto  da  operação  à  segunda
multiplicação. [Então] se o cálculo estiver correto, a soma torna-se igual ao número.

Nós verificamos e nos asseguramos da correção [dos cálculos] porque,  caso se
cometa um erro, ele iria aumentar mais e mais.

Como  existe  uma  grande  quantidade  de  cifras,  nós  não  usamos  cifras
desnecessárias. O método de extração de raízes e elevação da raiz ao quadrado – de nossa
própria invenção- é o método mais fácil neste assunto. Nesta seção, incluímos as tabelas
dos cálculos para que sirva de modelo para os calculistas e um caminho indicativo para
aqueles que querem verificar a sua exatidão de cálculos. Estas são as tabelas  [ver. pp. 338-
345]:
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Continuação da tabela da pág. 340
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Continuação da tabela pág.342
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QUINTA PARTE

SOBRE A DETERMINAÇÃO DE UM LADO DO POLÍGONO DE 1 2 8 16 12 48
LADOS INSCRITO NA CIRCUNFERÊNCIA

O quadrado obtido no vigésimo oitavo cálculo:
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(1
)

1 2 2 2 2 3 2 2

SEXTA PARTE
SOBRE A DETERMINAÇÃO DOS PERÍMETROS DOS POLÍGONOS INSCRITO

NO CÍRCULO E CIRCUNSCRITO AO REDOR DELE, QUE SÃO
SEMELHANTES E CADA UM TEM 805 306 368 LADOS

Multiplicamos a raiz obtida na quinta seção, que é o tamanho de um lado, pelo número de
lados do polígono indicado, que  é o número  1 2 8 16 12 48.10 Obtemos o perímetro do
polígono inscrito no círculo em partes nas quais o diâmetro é cento e vinte.

10
 O número na base sexagesimal 1x605+2x604+8x603+16x602+12x601+48x600  = 805.306.368.
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Multiplicando 6 4 1 14 59 36 14 33 36 19 25
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Este [perímetro]  é menor do que a circunferência do círculo,  e como demonstramos na
segunda parte, a razão entre esse perímetro e o excesso da soma dos lados do polígono
circunscrito semelhante é igual à relação entre a da raiz do que se obteve na operação vinte
e oito que é:
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Com o excesso, metade do diâmetro
que é:
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São quatro  números  que  estão  em proporção,  sendo o  segundo deles  desconhecido.  A
primeira ordem do primeiro número – é elevado a um, a primeira ordem do quarto é nona
(elevado a nove) e por isto a primeira ordem de seu produto é oitava e [a primeira ordem do
quociente da divisão deste pelo terceiro [número] é nona]. O que vem depois das nonas nós
não utilizamos; portanto, omitimos a maioria das cifras e dizemos que a razão de 6 17 está
para  o  valor  desconhecido  assim  como  sessenta  está  para  4  36  décimas.  Então
multiplicamos o primeiro [número] pelo quarto e diminuímos uma ordem, obtendo-se vinte
e nove nonas. Se adicionarmos isto ao perímetro do polígono inscrito, obtém-se o perímetro
do polígono circunscrito:
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6 16 59 28 1 34 51 46 14 50 15

Isto é maior que a circunferência do círculo e o valor da soma do excesso e o defeito é vinte
e nove nonas na suposição de que o diâmetro é cento e vinte. Assim, aonde a circunferência
for trezentos e sessenta partes, este valor será certamente menor que vinte e nove nonas.
Como já provamos na Terceira Parte, o tamanho de uma oitava da circunferência de um
círculo cujo diâmetro é seiscentas mil vezes o diâmetro da Terra é menor do que quatro
quintos da largura de um cabelo da crina de um cavalo, um sexto da largura de um grão
médio de cevada. Então, algo menor que vinte e nove nonas é menor que dois quintos da
largura de um fio de cabelo. Portanto, a diferença entre os dois perímetros mencionados,
um dos quais 
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é menor que a circunferência e o outro é maior que esta, não perfaz dois quintos da largura
de um fio de cabelo. Portanto, se somarmos metade da diferença entre os perímetros dos
dois polígonos ao menor e subtraí-lo do maior, ou ainda melhor, se arredondarmos o que
estiver na ordem nona no menor [perímetro], ou seja, [adicionarmos] 14 nonas, e retirarmos
nesta mesma ordem do maior, a saber, 15 nonas, então obtém-se:

Tamanho da circunferência, quando o diâmetro é cento e vinte
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Portanto, a diferença entre este e o valor real [da circunferência] não supera um quinto da
largura de um fio de cabelo da crina de cavalo de trabalho, ou seja, um sexto da largura de
um grão médio de cevada, e era isso o que queríamos provar.

Eu exprimi isto em versos em estrofe dística (dois versos) abaixo:
wa yau naṭ kaḥ a lad nā mū fayadnu

muḥīṭun haiṯu niṣful-quṭri sīnu
6 16 59 28 1 34 51 46 14 50

-  é  a  circunferência,  contanto  que  metade  do  diâmetro  seja  60.  Assumindo metade  do
diâmetro igual a um, a circunferência será expressa por este mesmo número, mas rebaixado
em uma ordem, ou seja,  o que é elevado a um se torna partes,  o que é parte  se torna
minutos, e assim por diante, até as oitavas que serão nonas. Nesse caso, a diferença do
verdadeiro  [valor]  não ultrapassa uma nona, ou mais precisamente,  será  menor que um
quarto de nona. Nas  operações  anteriores  nós  tomamos a  metade  do diâmetro  valendo
sessenta apenas para que as cordas não se diferenciem do que é usual e consta nas tabelas.
Se, no entanto, adotarmos a metade do diâmetro valendo um, então as cifras (os valores
para as cordas) não sofrerão alterações, mas mudarão apenas as suas ordens. Colocamos as
multiplicações deste [número] em todas as cifras de base sessenta na tabela, para facilitar
determinações da circunferência pelo diâmetro e vice-versa. (Ver tabela pág.352 e 353):
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Página 18 do manuscrito (verso): número 2 π  com 10 casas sexagesimais em versos dístico
para fins de memorização
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Tabela dos múltiplos da relação da circunferência com a metade do diâmetro, supondo que
este seja um
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Tabela dos múltiplos da relação da circunferência com a metade do diâmetro,
supondo que este seja um
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SÉTIMA PARTE
SOBRE O QUE PERMITE NEGLIGENCIAR, NAS OPERAÇÕES ANTERIORES, AS

FRAÇÕES DE EXCESSO E FALTA NA ÚLTIMA ORDEM

Saiba que na última ordem desses cálculos a diferença [isto é, o erro], não alcança
uma unidade completa daquela ordem e não a supera até a última ordem do último cálculo.

Na  verdade,  na  última  ordem  do  primeiro  cálculo  ficou  cinquenta  e  sete,  e
faltavam  vinte  [unidades]  na  ordem seguinte,  isto  é,  na  ordem dezenove,  pois  o  resto
segundo os cálculos foi 3 16 27 e se dividirmos o resto pela diferença dos dois quadrados,
que foi de 3 27 50 45, obteremos 56 40. Um valor que aceitamos arredondando a fração
para 57. O quadrado da segunda operação é deficiente nesta mesma quantidade, ou seja,
faltam vinte,  mas na décima oitava  ordem. Se subtrairmos isso do restante  da segunda
operação i. e., 2 56 5, resta 2 55 45. Dividimos isso pela diferença entre os dois quadrados,
que era de 3 51 49 e então teremos 45 28. Mas ali consideramos que dividindo 2 56 5 pela
diferença dos dois quadrados e obtivemos 46, que é deficiente em trinta e dois na décima
nona ordem. Por esta  mesma regra  vemos que a última ordem do terceiro  cálculo tem
deficiência seis
na ordem seguinte, o quarto tem excesso de quinze, 
o quinto tem deficiência de vinte e oito, 
o sexto tem deficiência de quinze, 
o sétimo tem um excesso de vinte e dois, 
o oitavo é deficiente em seis, 
o nono tem deficiência em vinte e quatro, 
o décimo tem excesso em dezoito, 
o décimo primeiro é deficiente em quatro, 
o décimo segundo tem excesso de doze, 
o décimo terceiro é deficiente em cinco, 
o décimo quarto é deficiente em dezesseis, 
o décimo quinto é deficiente em dezessete, 
o décimo sexto tem excesso em nove, 
o décimo sétimo tem excesso de dezesseis, 
o décimo oitavo tem excesso de oito, 
o décimo nono tem deficiência em três, 
o vigésimo tem deficiência em dezessete, 
o vigésimo primeiro tem deficiência em quatorze, 
o vigésimo segundo tem excesso em vinte e sete, 
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o vigésimo terceiro em três, 
o vigésimo quarto em uma unidade, 
o vigésimo quinto em dezoito, 

P. 355

o vigésimo sexto, quinze, o vigésimo sétimo, dez, o vigésimo oitavo, vinte e seis, todos eles
na ordem dezenove para a raiz e na ordem dezoito para o quadrado da operação seguinte; os
últimos sete destes valores são excessos. 

Portanto, o quadrado da operação vinte e oito tem excesso de dez, mas na décima
oitava ordem. Por isso, a última ordem do excesso sobre ele do quadrado do diâmetro, isto
é,  dezessete na décima sétima ordem, é deficiente  em dez [unidades]  na décima oitava
ordem.
E a última ordem da raiz que nós consideramos vinte e cinco, é deficiente em cinquenta e
dois  na  décima  ordem,  e  a  última  ordem do  produto,  ou  seja,  do  perímetro,  que  nós
consideramos quarenta e seis na nona ordem é deficiente em cinquenta e quatro na décima
ordem e por isso é melhor que definamos a última ordem do lado do polígono como vinte e
quatro  e  para  o  perímetro  do  polígono  a  última  ordem  quarenta  e  cinco.  Aqui  o
arredondamos em quinze nonas e a desprezamos catorze nonas. 
Expliquei isso amplamente, de modo a saber que negligenciar os excessos e deficiências na
última ordem não chega a atingir um nono inteiro no valor da circunferência. Reunimos
esses valores em uma tabela para que os copistas cometam menos erros. A tabela segue
abaixo:

TABELA DO QUE SE DESPREZA NA ÚLTIMA
ORDEM DA OPERAÇÃO

Cálculos 
(operações)

O que se 
despreza

Falta ou excesso

1
                     2

20
                   32

Falta

3
                     4

6
                   15

Falta

5
                     6

28                    
                   15

Falta
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P. 356

Continuação

7
                     8

22
                     6

Falta

9
                   10

24
                   18

Falta

11
                   12

4                    
                   12

Falta

13
                   14

5
                   16 

Falta

15
                   16

17
                     9

Falta

17
                   18

16
                     8 

Excesso

19
                   20

3
                   17

Falta

21
                   22

14
                   27

Falta

23
                   24

3
                     1

Excesso

25
                   26

18
                   15

Excesso

27
                   28

10
                   26

Excesso

10
                   52

Falta

54 Falta

OITAVA PARTE
SOBRE A CONVERSÃO DO VALOR CIRCUNFERÊNCIA EM CIFRAS INDIANAS

SE METADE DO DIÂMETRO FOR UMA UNIDADE

Uma vez que a circunferência é igual a seis metades do diâmetro e mais fração que nós
calculamos até a nona (ordem), converteremos essa fração para o denominador dez cinco
vezes milhares repetidos, uma vez que uma fração deste denominador excede uma nona em
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não mais do que meia décima.11 [Para facilitar a operação], fornecemos o produto disso para
todos os nove números da tabela. Esta tabela é (Ver pág. 358 e 359):

11
 Al-Kāshī diz que uma vez que a fração foi calculada em nonas, isto é, em fração de denominador 609

podemos

convertê-la em fração de denominador  10 × 10005.
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p. 357
Página 20 do manuscrito (verso): número 2 π  com 17 casas decimais em

 estrofe dística para fins de memorização
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p. 358

Tabela de múltiplos da relação entre a circunferência e o diâmetro

p. 359
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p. 360

Saiba que o dois que está na última ordem (à direita) das frações ocupa a ordem
dos minutos em relação aos seis inteiros, supondo que dez de tais minutos formam um todo.
Se quisermos, podemos chamar essa ordem de décimos. O oito à direita estão no lugar de
segundos, e nós os chamamos de segundos decimais. O três a (à direita do oito) ocupa a
ordem das terças e nós os chamamos de terças decimais, e assim por diante, de acordo com
as regras de cálculo dos astrônomos. Neste caso, partimos do denominador mais simples,
ou seja, da unidade (com zeros). Esse método de cálculo com cifras indianas foi por nós
descoberto, assim como sua disposição na tabela.

 
Expressamos esses números a seguir da esquerda para a direita em estrofe dística:

wa-bakhdja khakhdjhi saz a za takh khavakhu
muhitun li-kutrin khuva´ snani minkhu

6 2 8 3 1 8 5 3 0 7 1 7 9 5 8 6 5

Se o diâmetro for dois e [falado] em persa:
shash wa do khasht wa se iek khasht

wa pandje wa se sefra bahaft wa iekra [haft]
wa nokh pandje wa hasht va khasht wa khsht

wa shash pandj ast
[O número é, N.T.] seis e dois, oito e três, um, oito e cinco e três, zero e sete e um, [sete] e
nove, cinco e oito e seis, cinco.

NONA PARTE
SOBRE O MODO DE OPERAR COM ESTAS DUAS TABELAS

Se o valor da metade do diâmetro for conhecido em cúbitos, farsangs ou outra
medida, escrevamos tal valor em algarismos jumal ou indianos, consoante nossa escolha e o
multipliquemos pela relação da circunferência 
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p. 361

para com o diâmetro. Para isto, tomamos a tabela e começamos pela maior ordem. O que
encontramos, anotamos em algum lugar. Em seguida, passamos para a ordem seguinte e
anotamos o que encontramos abaixo dela, da ordem. Então [vá] para a próxima [ordem] e
anote o que encontrar abaixo dela; o mesmo para a ordem seguinte, e assim por diante, até
terminar.  Então somamos tudo e descartamos ao mesmo tempo o que está em frente  a
última  ordem tomada  inicialmente,  ou  mesmo em frente  várias  últimas,  se  uma maior
precisão não for necessária ou se o círculo for pequeno.

O que se obtém é o tamanho do círculo em partes em que a metade do diâmetro é
conhecida, sendo que a sua ordem mais alta é aumentada em um em relação à ordem mais
alta da metade do diâmetro, não importa se é zero ou um número. Por exemplo, se a ordem
mais alta da metade do diâmetro for quatro vezes elevada, a ordem mais alta do produto
será cinco vezes  elevada,  e se for  quartas,  a ordem mais alta  do produto será terça,  se
dezenas de milhares, [a ordem mais alta do produto] será centenas de milhares, se terços
decimais, [a ordem mais alta do produto] será segundos decimais. A diminuição das cifras
Jumal ocorre da direita para a esquerda e a diminuição das cifras indianas da esquerda para
a direita.

Exemplo. Queremos saber o tamanho da circunferência de um círculo, cuja metade
do diâmetro é seiscentos e cinquenta mil oitocentos e quarenta e quatro e um oitavo de
cúbito ou farsang. Nós escrevemos assim:

Em cifras Jumal
Inteiros Frações
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3 0 47 24 7 30

p. 362
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Operações com cifras Jumal
Elevado 3
vezes

3 0 18 50 5
8

24 4 44 35 18 44 30

Elevado 2
vezes

0 0 0

Elevado 1
vez

4
7

4 5
5

18 34 57 14 18 33 13 37

Cúbitos 
ou 
Farsangs

2
4

2 30 47 47 12 37 56 42 30

Minutos 7 0 43 5810

)
56 16 11 4 2

Segundos 3
0

3 8 29 44 0 47 26

Produto, i.e., a 
circunferência

0 18 55 5
6

14 14 36 28 15 26 17 35
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Em numerais indianos
Inteiros Frações
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6 5 0 8 4 4 1 2 5
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p. 363
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Outro tipo com numerais indianos, onde começamos a operar da direita e
aumentamos ordem por ordem à esquerda, [colocando cada ordem] debaixo de

ordem
Terças decimais 5

Segundos decimais 2
Décimas 1 0
Unidade 4 2 5
Dezena 4 2 5 1
Centena 8 5 0 2 6
Milhares 0 0 0 0

Dezenas de milhares 5 3 1 4 1 5 9
Centenas de milhares 6 3 7 6 9 9 1 1
Produto, i.e., circunferência 4 0 8 9 3 7 4

Nomes das casas

M
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RBHM, Vol. 23, no 46, pp. 23–142, 2023 73



BERNADETE MOREY & KALINE FRANÇA

p. 365

RBHM, Vol. 23, no 46, pp. 23–142, 2023 74



O TRATADO DA CIRCUNFERÊNCIA DE AL-KASHI

p. 366

É  mais  fácil  desprezar  algumas  das  últimas  ordens  e  deixar  somente  o  que
influencia  na  grandeza  que  não  queremos  negligenciar.  Por  exemplo,  se  a  unidade  de
medida de farsang e não queremos negligenciar os dedos no produto, então, uma vez que o
dedo é três quartos de uma terça de farsang, i. e., aproximadamente um terço de uma quinta
decimal,  o resultado que estamos procurando obtém-se se levamos em conta os quartos
sexagesimais ou sextas decimais e omitimos o que vier depois deles. 

Se o círculo é pequeno, por exemplo, se a metade de seu diâmetro for cento e vinte
sete cúbitos [e meio], então será suficiente se calcularmos da seguinte maneira (veja tabela
19b acima)

In
te

ir
os

1 0 6 2 8 3 2

2 1 2 5 6 6

7 4 3 9 8

F
ra

çõ
es

5 3 1 4

0 8 0 1 1 0

Inteiros Frações

Obtém-se  então  oitocentos  e  um  cúbitos  e  um décimo  de  cúbito  e  esse  é  o
tamanho da circunferência.

No  caso  em  que  o  tamanho  da  circunferência  é  conhecido  e  nós  queremos
determinar o diâmetro, nós tomamos o tamanho da circunferência e o dividimos pela razão
da circunferência (para com o diâmetro). Procuramos na tabela o maior número que por
suas cifras seja menor do a circunferência. Ao ser encontrado este número, 
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se a ordem mais alta nesta linha for zero, então também escrevemos zero na ordem mais
alta da circunferência anotada, ou seja, à direita de todas as suas cifras Jumal ou à esquerda
de todas as suas cifras indianas, e escrevemos o que encontramos sob isso de forma que os
zeros  fiquem opostos  um ao outro e  o restante  dos números os  siga em ordem.  Então
subtraímos um do outro e escrevemos o restante abaixo deles, e também escrevemos o que
está nas margens da tabela na linha do número contra esse número em um lugar chamado
linha do quociente. 

Esta [cifra]  se  escreve  na ordem seguinte  à  ordem mais  alta  da circunferência
mesmo que ela seja zero. Em seguida, procuramos [na tabela] o maior número que seja
menor que o resto em termos de suas cifras, subtraímos um do outro e anotamos o que
encontramos nos campos [da tabela] em oposição a esse número, após o primeiro, na linha
do quociente, ou seja, à esquerda do primeiro no caso de cifras indianas.

Assim [agimos] se o número na ordem mais alta do resto for inferior  em uma
ordem do que a ordem mais alta que está abaixo dele, não importando se é zero ou um
número.  Se  o  rebaixamento  for  em mais  do  que  uma  ordem,  escrevemos  nos  lugares
seguintes ao que está escrito na linha do quociente, zero ou zeros em um número de uma a
menos que o número de rebaixamento da maior ordem do resto em relação ao que está
acima dele.

Sob o resto, escrevemos uma linha de zeros ou linhas no [em número igual a]
número especificado de zeros,  de modo que a ordem mais alta  da primeira linha fique
exatamente oposta à ordem mais alta do resto, mesmo que seja zero, a segunda [linha] fique
abaixo dela em uma ordem, a terceira em duas ordens, e assim por diante, até terminar, para
evitar  erro  e  facilitar  a  escrita,  [embora  isso]  não  seja  necessário.  Escrevemos  o  resto
novamente sob os zeros e, além disso, exatamente sob os primeiros.

Em seguida, procuramos o maior número da maneira especificada e o subtraímos
do restante de acordo com a regra especificada e o fazemos pelo tempo que quisermos.

O que se obtiver na linha do quociente é aquilo que você procura.
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Se desejarmos, podemos anotar as cifras da linha do quociente nas margens do
esquema da operação em posição oposta aos números que procurávamos.

Exemplo:  Queremos  saber  o diâmetro  de  um círculo  cuja  circunferência  é  em
cúbitos igual  ao número que antes foi tomado como diâmetro. Agimos assim:

Linha do 
quociente

Operando com os cálculos Jumal

duas vezes 
elevado      
28                 

Circunferência 
que procuramos

3
2

0
55

47
55

24
45

7
4

30
44

uma vez 
elevado        
46

Resto que 
procuramos

4
4

51
49

39
1

2
35

46
29

cúbitos         
25

Resto que 
procuramos

2
2

37
37

27
4

17
47

Minutos       
3

Resto que 
procuramos

0
0

22
18

30
51

Segundo       
35

Resto que 
procuramos

3 39
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Linha do
quociente

Em números indianos

Cem mil  
                      1 

Circunferência que
procuramos

0
0

6
6

5
2

0
8

8
3

4
1

4
8

1
5

2
3

5
1

Dez mil            
                      0 

Resto que 
procuramos

2
0

2
0

5
0

2
0

5
0

5
0

9
0

4
0

Milhares        
                      3

Resto que 
procuramos

2
1

2
8

5
8

2
4

5
9

5
5

9
5

4
6

Centenas       
                      5

Resto que 
procuramos

3
3

6
1

7
4

6
1

0
5

3
9

8
3

Dezenas       
                      8

Resto que 
procuramos

5
5

3
0

4
2

4
6

4
5

5
5

Unidades      
                      5

Resto que 
procuramos

3
3

1
1

7
4

9
1

0
6

Décimos       
                       0

Resto que 
procuramos

3
0

7
0

4
0

Segundos 
decimais    
                     6  

Resto que 
procuramos

3
3

7 4
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DÉCIMA PARTE
SOBRE A DETERMINAÇÃO DA DIFERENÇA ENTRE O QUE É COMUMENTE

ACEITO E DE USO COMUM E O QUE OBTIVEMOS

Sabei que os que dominam esta ciência consideram que a circunferência é igual a
três vezes e mais um sétimo do diâmetro, e, portanto, seis vezes e dois sétimos da metade
do diâmetro. Se representarmos isso em números jumal e formarmos a diferença entre o
resultado e o resultado, os seguintes resultados:

Relação entre a circunferência e a 
metade do diâmetro pelo cálculo 
geralmente aceito

6 17 8 34 12 8 34
1
7

8 34

De acordo com o que obtivemos 6 16
5
9

28 1
3
4

51
4
6

14 50

Diferença entre eles 0 0 9 6 10
3
3

42
3
0

53 44

Pode-se ver que, para um círculo no qual a metade do diâmetro é de três mil e
seiscentos cúbitos, a diferença é de aproximadamente nove cúbitos e um décimo.

O autor de Presente para o imperador diz que metade do diâmetro da abóbada das
estrelas  fixas  é  setenta mil  e  setenta  e  três  e  metade  do diâmetro da Terra  e  calcula  a
circunferência considerando-a três vezes e um sétimo do diâmetro, igual a quatrocentos e
quarenta  mil,  quatrocentos  e sessenta e dois diâmetros da terra.  Se calcularmos isso de
acordo com o valor que obtivemos, então a diferença entre eles será igual a cento e setenta
[sete]  diâmetros  da  terra,  e  fração,  menos  de  um  quarto.  Assim,  para  um  grau  de
convexidade das estrelas fixas, tem-se aproximadamente metade do diâmetro da terra,  e
Allah sabe disso melhor do que ninguém.
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Dados numéricos 7
7
3

439822
439
18

97
82
85

Número da fração 5 3 14
Produto 440284 78
Consta no Presente para o imperador 440462
A diferença entre eles 177

A partir disso, fica claro que se multiplicar metade do diâmetro por seis inteiros e
dezessete minutos, então a circunferência ficará mais próxima [da verdadeira] do que se
você multiplicar o diâmetro por três e um sétimo, isso também é mais fácil.

CONCLUSÃO
SOBRE A DEMONSTRAÇÃO DOS ERROS DE ABU-L-WAFA E ABUR-RAIHAN

(AL-BIRUNI)

Aqui  está  a  primeira  frase  do  primeiro  livro  do  Almagesto.  Seja  ABC  um
semicírculo no diâmetro ADC, centro D e linha BD perpendicular ao diâmetro. Divida o
CD

pela metade em E e junte-se a BE. Construa EG igual a BE e conecte BG. Então DG é um
lado de um decágono e BG é um lado de um pentágono.
Como CD é dividido pela metade em E e DG é adicionado em sua direção, a superfície
[construída por] CG
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e DG junto com o quadrado de DE é igual ao quadrado de EG de acordo com a sexta
sentença da segunda [do livro] Os Elementos. Portanto, é igual ao quadrado de EB, ou seja,
aos  quadrados ED, DB tomados juntos.  Descartamos o quadrado comum ED, e fica:  a
superfície em CG e DG é igual ao quadrado de DB, ou seja, ao quadrado CD. Portanto, a
linha CG é dividida no ponto D em duas partes na razão média e extrema, uma vez que o
produto de toda a linha por sua parte menor é igual ao quadrado da parte maior. Segue-se
que DG se refere a CD como CD para CG de acordo com a proposição dezessete do livro
seis Os Elementos. Neste caso, a parte mais longa de CD é a corda de um sexto do círculo
de acordo com a proposição quinze do quarto [livro] de  Os Elementos. Portanto, DG é a
corda  de  um  décimo  de  um  círculo  de  acordo  com  a  explicação  da  décima  segunda
proposição do décimo terceiro [livro] de Os Elementos, e BG, é a corda de um quinto do
círculo, pela décima terceira proposição do décimo terceiro [livro] de Os Elementos.

Digo que CG é igual à corda do complemento da lateral do pentágono, ou seja, a
corda de três décimos da circunferência. Como já se sabe do anterior, a soma dos quadrados
da corda do arco e a corda do seu complemento é igual ao quadrado do diâmetro. 

A  soma  dos  quadrados  BG,  CG  é  igual  ao  quadrado  do  diâmetro,  já  que  o
quadrado do diâmetro é igual a quatro quadrados da metade do diâmetro, o quadrado CG é
a  soma do  quadrado  da  metade  do  diâmetro  CD,  do  quadrado  de  DG e  do  dobro  da
superfície de CD e DG, e o quadrado de BG é a soma dos quadrados da metade do diâmetro
BD e DG. 

Portanto, a soma dos quadrados CG, BG é igual à soma de duas vezes o quadrado
da metade do diâmetro, duas vezes o quadrado de DG e duas vezes a superfície em CD e
DG, mas, como se sabe do anterior, o quadrado da metade do diâmetro é igual à superfície
em CG e DG e, portanto, é igual à soma da superfície em CD e DG e do quadrado DG.
Portanto, a soma dupla da superfície em CD e DG e o quadrado duplo de DG é igual a duas
vezes o quadrado da metade do diâmetro, e a soma dos quadrados DG, CG é igual a quatro
quadrados da metade do diâmetro e, portanto, o quadrado do diâmetro.

Assim, se BG é um lado de um pentágono, então CG é um acorde de três décimos
[da circunferência], e isto era o que procurávamos.
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Ptolomeu, na terceira proposição do primeiro livro Almagesto, provou que a diferença entre
a superfície construída sobre corda de um dos dois arcos e sobre a corda do complemento
do outro e a superfície na corda do complemento do primeiro arco e na corda do segundo é
igual à superfície no diâmetro e na corda da diferença entre os dois arcos.  Ele também
demonstrou na quarta proposição do mesmo livro que a soma da superfície na corda de um
dos dois arcos e na corda do outro [arco] e a superfície na corda [do complemento ] da
soma dos arcos e no diâmetro é igual à superfície na corda do complemento de um dos dois
arcos e na corda do complemento do outro. Portanto, a soma do quadrado da corda do arco
e da superfície na corda [complemento] do resultado de sua duplicação e do diâmetro é
igual ao quadrado da corda do complemento deste arco.

Se essas regras estiverem claras, vamos prosseguir para a determinação da corda
de uma parte e meia, verificar o que, na opinião de Abu-l-Wafa, é a corda de meia parte, e
esclarecer o erro em seus cálculos, encontrar o arco de meia parte e verificar sua exatidão.
Este cálculo é o seguinte:

Explicação
 da 
operação

   
E

le
va

do
 d

ua
sv

ez
es

E
le

va
do

 u
m

a 
ve

z

P
ar

te
s

  M
in

ut
os

  S
eg

un
do

s

T
er

ça
s

Q
ua

rt
as

Q
ui

nt
as

S
ex

ta
s

S
ét

im
as

O
it

av
as

Cinco quadrados 
e quarto do 
diâmetro, ou seja,
soma do 
quadrado da 
metade do 
diâmetro e seu 
quarto

1 15 0

   

0 0 0 0 0 0 0 0

A raiz disso, ou 
seja, a soma do 
lado do decágono
e do quarto do 
diâmetro, ou seja,
EG

0 1 7 4 55 20 29 39 6 54 20

Subtraindo um 
quarto do 
diâmetro, sobra o 
lado do 
decágono, ou 
seja, DG.

0 0 37 4 55 20 29 39 6 54 20
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A  soma  do
quadrado deste e do
quadrado  da
metade  do
diâmetro, ou seja, o
quadrado  do  lado
do pentágono 

1 22 53 4 39 30 20 53 0 40 0

O  lado  do
pentágono, ou seja,
BG

0 1 10 32 3 13 44 21 54 54 55

A linha CG, ou 
seja, a corda de três
décimos, a corda do
complemento do 
círculo até sua 
metade 

0 1 37 4 55 20 29 39 6 54 20

A corda de um 
terço do círculo, ou
seja, o 
complemento de 
um sexto, que foi 
visto anteriormente 
na quarta seção

0 1 43 55 22 58 27 57 56 0 44

Superfície na corda
de um sexto e na 
corda de um quinto

1 37 4 55 20 29 39 6 54 20 0

Superfície na corda
de um quinto e na 
corda do 
complemento de 
um sexto

2 2 10 7 56 1 47 58 39 33 50

A diferença entre 
eles

0 25 5 12 35 32 8 51 45 13 50

Dividindo pelo 
diâmetro, obtemos 
a corda de um terço
de um décimo do 
círculo, ou seja, a 
corda de doze 
partes

0 0 12 32 36 17 46 4 25 52 37

O quadrado 0 2 37 20 14 11 20 19 37 39 52
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Subtraindo  do quadrado
do diâmetro, resta o 
quadrado de corda de 
168 partes

3 57 22 39 45 48 39 40 22 20 8

Extraindo a raiz 0 1 59 20 33 27 31 40 36 15 34
Adicionamos à raiz o 
valor do diâmetro, 
aumentamos em uma 
ordem e extraímos a 
raiz disso. Obtém-se a 
corda de 174 [partes]

1 59 50 7 57 32 27 1 7 40

Adicionamos a essa raiz
o diâmetro, aumentamos
o resultado em uma 
ordem e tomamos a raiz 
O resultado é a corda de
177 [partes]

1 59 57 31 57 51 48 7 9 7

Da mesma forma, 
obtemos a corda de 178 
[partes] e 30 [minutos]

1 59 59 22 59 22 14 35 8 41

Subtraímos o quadrado 
deste, ou seja, a soma 
do diâmetro e corda de 
177 partes, do quadrado 
do diâmetro. Sobra o 
quadrado da corda de 
uma parte e meia

0 0 2 28 2 8 11 52 50 53

Extraindo  a  raiz,
obtemos a corda de uma
parte e meia

0 0 1 34 24 42 19 1 57 12

Registramos zeros vermelhos nas células livres de números para distingui-los dos zeros 
obtidos durante a operação.
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Já que no final da tabela da primeira operação obtivemos a corda que, segundo
Abu-l-Wafa, é a corda da metade da parte, a corda deste arco triplicado, igual a 1 34 14 39
7 59, que é menor que a corda de uma e meia que obtivemos na tabela anterior igual a 1 34
14 42 19 1,  em três  terças  onze quartas  e fração,  então é claro que o que Abu-l-Wafa
encontrou é menor que a corda do arco de meia parte em cerca de um terço da diferença
indicada, então a circunferência obtida a partir disso está incorreta.

Do mesmo modo, o que se obtém no final da tabela da segunda operação coincide
exatamente com a corda da metade da parte, de onde fica claro que o valor que demos para
a corda da metade do arco na parte final da tabela da segunda operação está correto.
Quanto à verificação do arco de duas partes,

O que é dado na 
sétima linha da 
segunda operação 
(o quadrado da 
corda do 
complemento de 
uma parte)

3 59 58 54 12 30 25 59 27

Subtraindo o 
diâmetro deste, 
diminuída em 
uma ordem sobra 
a corda do 
suplemento de 
duas partes

0 1 59 58 54 12 15 30 25 59 27

O seu quadrado 3 59 55 36 50 14 10 48 21 7 51
Subtraindo esse 
valor do quadrado
do diâmetro  
sobra o quadrado 
da corda das duas 
partes

0 0 4 23 9 45 49 11 38 52 9

Portanto, a raiz 
deste  é o valor 
correto da corda 
de duas partes

0 0 2 5 39 26 22 29 28 32 25
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Uma vez que Abu Reyhan [Biruni], ao determinar o perímetro do polígono, obteve
2 5 39 43 36, é claro que ele se enganou, pois, isto excede o [valor] correto em dezessete
terças quatorze quartas, embora em suas tabelas ele tenha dado o seno12 de uma parte, ou
seja, a meia corda de duas partes perfeitamente correto.

Esta é a última coisa que queríamos apresentar, glória a Alá, o mestre dos dois
mundos. Graças à generosidade de Alá, este livro termina aqui.

12
 Na tradução russa consta seno, o que merece uma investigação posterior.
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