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Resumo

O artigo apresenta uma traducdo para o portugués do Tratado da Circunferéncia escrito
pelo estudioso islamico Jamshid al- Kasht em 1427. A tradugao para o portugués teve como
base o texto russo publicado no volume 7 da revista IstorikoMatematitcheskie
Issledovaniya (InvestigacGes HistoricoMatematicas) de 1954, traduzido por Boris
Rozenfeld a partir do manuscrito arabe de Istambul. O presente artigo esta organizado em
duas grandes partes, sendo a primeira parte dedicada a apresentacdo do Tratado em seus
diversos aspectos e a segunda parte consiste no texto em portugués do Tratado traduzidos
do russo por Bernadete Morey.

Palavras-chave: Histéria da Matematica, Matematica islamica medieval, al-Kashi, Tratado
da Circunferéncia.

[THE AL-KASHI’S TREATISE ON THE CIRCUMFERENCE]

Abstract

The article presents a translation into Portuguese of the Treatise of the Circumference
written by the Islamic scholar Jamshid al-Kashi in 1427. The translation into Portuguese
was based on the Russian text found in the volume 7 of the IstorikoMatematitcheskie
Issledovaniya magazine of 1954, translated by Boris Rozenfeld from the Istanbul Arabic
manuscript. This article is organized in two major parts, the first part being dedicated to the
presentation of the Treatise in its various aspects and the second part consisting of the
Portuguese text of the Treatise translated from Russian by Bernadette Morey.

Keywords: History of Mathematics, Medieval Islamic Mathematics, al-Kashi, Treatise on
Circumference.
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1. Introducao

Tendo me dedicado nos ultimos anos ao estudo das obras matematicas do isla medieval,
sobretudo aquelas produzidas por estudiosos que viveram na Asia Central, me alegro com a
iniciativa da RBHM de publicar um ntiimero especial de tradugdes de obras matemaéticas do
passado. Na verdade, o trabalho aqui apresentado ndo teria sido possivel sem a parceria
com minha orientanda, hoje Doutora Kaline Franca. Esclareco nossos papeis na sessdo 3 do
presente artigo.

O artigo tem o objetivo de apresentar ao leitor de lingua portuguesa a traducdo de
uma obra de al-Kashi um estudioso que viveu e trabalhou em Samarkanda' no século XV.
A respeito dessa obra, do Tratado da Circunferéncia de al- Kashi, ja foi dito que “é
admiravel ndo apenas pela precisdo dos resultados obtidos pelo autor (o valor de 7 foi
calculado com 17 casas decimais corretas) mas também pela sutileza extraordinaria da
técnica de céalculos aproximados” (RIBKIN e YUSHKIEVITCH, 1954).

O presente artigo esta organizado em duas grandes partes, sendo a primeira parte
dedicada a apresentacdo do Tratado em seus diversos aspectos (sobre al-Kashi e suas obras,
sobre o processo de traducdo do Tratado para o portugués, sobre a engenhosidade do
pensamento matematico de al-Kashi, o que nos levou a tecer reflexdes na conclusdo). Por
fim, na segunda e mais volumosa parte do artigo, disponibilizamos texto em portugués do
Tratado traduzido do russo por Bernadete Morey.

Uma observacdo a mais tem de ser feita. O tinico exemplar ao qual tivemos acesso
do texto russo, falta a pagina 377. O tinico modo de restaurar o texto faltante foi recorrendo
a tradugdo do Tratado que foi feita para o alemdo por Luckey em 1953 (AL-KASHI,
JAMSHID, 1953).

2. Al-Kashi, um proficuo estudioso islamico

Ghiyath al-Din Jamshid ibn Mas'id ibn Mahmid al-Tabib al-Kashi, ou simplesmente al-
Kashi, foi um proficuo estudioso islamico que se dedicou principalmente a astronomia e a
matematica, embora sua formagdo inicial tenha sido a medicina. Ele nasceu no final do
século XTIV, por volta do ano 1380 E.C. na cidade de Kashan no Ird atual. Ha divergéncias a
respeito da data da sua morte. Para Suter (1900) seria 1436 E.C. e, para Rozenfeld e
Yuskiévitch (1973), seria 1429 E.C. e teria ocorrido na cidade de Samarkanda no atual
Uzbequistdo, conforme anotacdo encontrada numa cépia de uma das obras de al- Kashi, o
Khaqant Zij. Esta tltima, é a data mais comumente encontrada na literatura.

E Samarkanda, cidade da Asia Central, hoje situada no Uzbequistdo. Coordenadas 39.831078N, 66.405984E
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Figura 1 - Selo em homenagem a al- Kasht emitido pela Reptblica do Ird em 1979.
Fonte: O’Connor; Robertson (1999).

Al- Kashi foi contempordneo do império timurida instituido por Timur ou
Tamerldo (1336-1405). Timur, o conquistador de uma vasta regido que incluia os territérios
dos atuais Ird, Iraque e Turquia Oriental, escolheu como capital de seu império a cidade de
Samarkanda, cidade estratégica da Rota da Seda. Apds a morte de Timur, os territorios
sobre seu dominio foram divididos entre seus filhos e coube a Shah Rukh Mirza (1377
E.C.—1447 E.C.) (ou Shahrukh) a maior parte.

A ascensdo de Shahrukh a condicdo de governante trouxe para a regido
prosperidade econémica, incentivo e apoio a arte e a ciéncia. Shahrukh atribui a seu filho
Muhammad Taraghay ibn Shahrukh ibn Timir (1393-1449), conhecido como Ulugh Beg
(Grande Principe), a tarefa de ser seu representante na regido da Transoxania.> Ulugh Beg
tinha apenas dezesseis anos e estava sob a tutela do estudioso Qadizade al-Riimi (1364—
1436).

Diferentemente do seu avd, Ulugh Beg ndo possuia interesse por guerras e
conquistas e buscava transformar Samarkanda, na Transoxania, em um centro cientifico e
cultural, o que de fato, conseguiu. Ulugh Beg era astronomo e matematico, gostava de arte,
musica, literatura, era um mulcumano devoto e um aplicado estudioso do Alcordo,
(BERGGREN, 2003). Ele construiu uma madraga e um observatério em Samarkanda e
outra madraga em Bukhara, (FAZLIOGLU, 2008).

Na figura 2 temos um selo postal soviético de 1987 E.C. no qual se vé a esquerda
a efigie de Ulugh Beg e, a direita, a vista interna do seu observatério em Samarkanda, em
destaque seu sextante; 1437 E.C. é o ano no qual Ulugh Beg publicou suas tabelas
astrondmicas.

2 Transoxania, também soletrada Transoxiana, em arabe Ma Wara’ al-Nahr, ("Aquilo que estd além do rio"),
regido histérica do Turquestdo na Asia Central a leste de Amu Darya (rio Oxus) e a oeste do Syr Darya (rio
Jaxartes), correspondendo aproximadamente ao atual Uzbequistdo e partes do Turcomenistdo, Tajiquistdo e
Cazaquistdo. Fonte: <https://www.britannica.com/place/Transoxania>. Acesso em: 08 nov. 2022.
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Figura 2 - Selo postal da Unido Soviética em homenagem a Ulugh Beg.
Fonte: O'Connor e Robertson (1999).?

Para compor a equipe de estudiosos de Samarkanda, foram convidados cerca de
sessenta sabios que eram pessoalmente entrevistados e tinham seus conhecimentos por
Ulugh Beg. A preferéncia de Ulugh Beg eram as palestras sobre as ciéncias matematicas e
debatia os assuntos com professores e alunos, ele proprio também proferindo palestras.
(FAZLIOGLU, 2008).

A data da chegada de al-Kashi em Samarkanda ndo é precisa, mas Berggren
(2003) diz que a obra de al- Kashi, Equatorium, de 1416, marca o fim de seu autor como
sabio ndmade, quando se tem noticias dele ja é como membro da equipe de Ulugh Beg. Por
outro lado, para Yazdi e Rezvani (2015) o ano da chegada de al-Kashi em Samarkanda
seria 1420.

No Quadro 1 temos a lista dos trabalhos de al- Kashi. Como se pode ver, os
trabalhos datados constituem a maioria.

Quadro 1 — Titulos das obras de al-Kashi.

Titulo da Obra Traducao do Titulo Ano
1 | Sullam al-sama“ fi hall ishkal | A Escada do Céu: A resolucdo de 1407
wagqa ‘a li’l-muqaddimi fi’l- dificuldades alcangadas por predecessores
ab ‘ad waal-ajram na determinacao de distancias e tamanhos
2 | Mukhtasar dar ‘lim-i hay’ at | Compéndio da Ciéncia da Astronomia 1411
3 | Zij-i Khaqani fi takmil-i Zij-i | Tabelas astrondmicas 1414
Ilkhani ou Khagani Zij
4 | Risala dar sharh-i alat-i rasd | Sobre instrumentos astrondmicos em geral | 1416
5 | Nuzha al-hadaiq fi kayfiyya A excursdo do jardim: Sobre o método de 1416
san ‘sa al-ala al-musamma bi | construcdo do Instrumento chamado Placa

8 O'CONNOR, J; ROBERTSON, Ulugh Beg. School of Mathematics and Statistics, University of St Andrews,
Scotland, 1999. Fonte:<https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Miller/stamps/#Ulugh_Beg>. In:
<https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ulugh_Beg/ >. Acesso em: 08 nov. 2022.
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tabag al-manatiq dos Céus (Equatorium)
6 | Talkhiis al-Miftaah Compéndio da Chave 1421
7 | al-Risala al-Muhitiyya Tratado da Circunferéncia 1424
8 | Miftah al-hisab A chave para a aritmética 1427
9 | Ilkahat an-Nuzha Suplemento a Excursdo 1427
1 | Ta’rib al-zij Tradugdo da introdugdo do zij de Ulugh -
0 Beg do persa para o arabe
1 | Wujuuh al-‘amal al-darb fi’l- | Formas de multiplicar por meio de -
1 | takht wa’l-turab tabuleiro e poeira
1 | Nata‘ij al-haqd’iq Resultados das Verdades -
2
1 | Miftah al-a sbab fi’ilm al-zij | A chave das causas na ciéncia das tabelas -
3 astrondmicas
1 | Risala dar sakht-i asturlab Tratado sobre a construcao do astrolabio -
4
1 | Risala fi ma’rifa samt al- Tratado sobre a determinacdo do azimute -
5 | gibla min daira hindiyya da Qibla por meio de um circulo conhecido
ma’rufa como indiano
1 | Risala al-watar wa’l-jaib O tratado sobre corda e seno -
6

Fonte: Rozenfeld e Yushkiévitch (2018).

O Tratado da Circunferéncia (al-Risala al-Mubhitiyya) de 1424 sobre o qual
teceremos maiores comentdrios mais adiante, é uma das obras de maior destaque de al-
Kashr.

3. A traducao do Tratado da Circunferéncia para o portugués
O texto que serviu de base para traducdo para o portugues foi o texto russo, al-Kashi
(1954), traduzido do é&rabe por Boris Rozenfeld e publicado no nimero 7 do periédico

IstorikoMatematitcheskie Issledovaniya (Investigagbes Historicomatemdticas), em Moscou,
no ano de 1954, p. 327-379, (Figura 3).
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Figura 3 - Capa e contracapa da revista Investigacdo Histérica e Matematica, n°7.
Fonte: al-Kasht (1954).

O ntimero 7 do periédico em questdo tem 722 paginas. O conteido indicado pelo
sumario inclui Carta da Redacdo e mais trés grandes secdes:

L Tratados matematicos de al-Kasht nas paginas 11-452;
II. Leonard Euler nas paginas 453-642;
II1. Tépicos de histéria da matematica nas paginas 643-720.

A secdo dedicada aos tratados matematicos de al-Kashi contém as tradugoes do
arabe para o russo de duas obras de al-Kashi: a Chave para a Aritmética (Miftah al-Hisab) e
o Tratado da Circunferéncia (al-Risala al-Muhitiyya), precedidas do prefacio do tradutor
(Boris Rozenfeld). Para que o leitor possa melhor compreender o Tratado, foram
elaboradas por Boris Rozenfeld e Yushkiévitch 47 notas explicativas que se encontram nas
paginas 439-449.

O texto russo do Tratado da Circunferéncia ocupa 53 paginas (327 a 379), esta
dividido em uma parte introdutéria, mais dez partes e conclusdo; possui algumas figuras
geométricas e varias tabelas numéricas. Ndo apresenta capa, frontispicio ou contracapa do
texto que serviu de base, no caso, o manuscrito de Istambul, escrito em éarabe. A traducdo
russa apresenta também algumas imagens de algumas paginas do manuscrito de Istambul.

O processo de traducdo do russo para o portugués passou por varias etapas:

Como ponto de partida tinhamos o texto do Tratado da Circunferéncia em russo
no periodico IstorikoMatematitcheskie Issledovaniya de 1954. Estando o texto em versao
digitalizada, era impossivel transforma-lo em PDF editdvel ou WORD. Havia, portanto,
muito trabalho a fazer antes que a traducdo pudesse ser iniciada.
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E foi ai que a professora Kaline Franga, aluna do doutorado cuja tese tinha como
tema o Tratado da Circunferéncia assumiu a tarefa de digitar o texto russo em Word
mesmo sem saber russo, tendo aprendido apenas o alfabeto cirilico e a prontncia de
algumas palavras. Em seguida, eu (prof. Bernadete Morey) conferi o texto em WORD a
busca de erros de digitagdo. Esta foi a etapa de preparacao do texto para a traducao.

A etapa da tradugdo também foi feita em duas maos, pois a prof. Kaline Franca se
encarregou da tradugdo do russo para o portugués usando o tradutor automatico Google
(que faz o trabalho deixando, como é sabido, muitas imperfei¢oes). A seguir, vem a fase
demorada e trabalhosa de ler e corrigir a traducédo feita pelo Google, comparando-a com
texto original russo, a busca de todo tipo de erro. Esta etapa final da traducdo foi realizada
pela prof. Bernadete Morey.

Sendo assim o presente artigo é o produto do trabalho de duas autoras, com a prof.
Bernadete Morey tendo um papel mais relevante na traducéo e a prof. Kaline Franca, um
papel mais relevante no estudo e apresentacao da obra.

4. O Tratado da Circunferéncia de al-Kashi

Al-Kashi escreveu o Tratado da Circunferéncia com o objetivo de obter uma melhor
aproximacdo para a relagio entre a circunferéncia do circulo e o seu didmetro,* em
comparacao as aproximacgdes obtidas por predecessores Arquimedes (287 A.E.C. -212
A.E.C.), Abu’l-Wafa al-Biizjani (940-998) e Abu Rayhan al-Biriint (973-1048). O objetivo
da obra é enunciado ainda na introducdo, onde o autor comenta e avalia como ndo
satisfatorios os valores da relacdo entre a circunferéncia e seu didmetro obtidos pelos
estudiosos acima mencionados. Diz o proprio al-Kashi,

“ ... queremos determinar a circunferéncia do circulo com a suposigdo de
que seu didmetro é conhecido em termos de uma determinada medicdo de
tal maneira que estariamos certos de que em um circulo que seu didmetro
é seiscentas mil vezes maior que o diGmetro da esfera terrestre, a
diferengca entre o resultado de nossos cdlculos e o valor real ndo
ultrapasse a largura de um fio de cabelo, ou seja, um sexto da largura de
um grdo de cevada, de modo que tal diferenca para circulo menor que
este seja ainda menor. (AL-KASHI, 1954, p.329, tradugdo nossa)

Acreditamos que o Tratado da Circunferéncia foi elaborado para atender a duas
demandas: (1) estudos matematicos e astrondmicos cada vez mais proficuos na madraca e
no observatorio astronomico de Samarkanda; (2) a necessidade de que o célculo do salério
dos artesdos fosse mais preciso de acordo com a érea trabalhada por eles, (DOLD-
SAMPLONIUS, 1992).

Segundo Hogendijk (2009) ha pelo menos oito manuscritos do Tratado da
Circunferéncia de al-Kashi espalhados pelo mundo. Verificamos esta informagdo e

4. . P . . . — .
Cujo valor numérico é conhecido hoje pelo niimero irracional 7t (Pi).
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encontramos registros de nove manuscritos®: um em Istambul, trés em Mashhad, quatro em
Teerd e um em Toronto (Quadro 2).

Quadro 2 - Manuscritos do Tratado da Circunferéncia de al-Kashi.

Manuscrito N°de | Lingua | Localizagd | Data
copias 0

Al-Kashi, Ghiyath al-Din Jamshid Mas'@id. 1 Arabe | Istambul, Século
al-Risala al-Muhitiyya. Museu do Exército Turquia XVI
de Istambul, Biblioteca do Museu militar, ou
n.756. XVII
Al-Kashi, Ghiyath al-Din Jamshid Mas'id. 3 Arabe | Mashhad,
al-Risala al-Muhitiyya. Sha'ban 827 A.H.L. Ira

(julho 1424); n.12145, n.12235, n.5389.
Biblioteca Central de Astan Quds Razawi,
Mashhad, Ira.

Al-Kashi, Ghiyath al-Din Jamshid Mas'id. 3 Arabe Teerd,
al-Risala al-Muhitiyya. Kitabkhan-i no Ira
Showra-ye Melli (Biblioteca Nacional do
Parlamento), n.1146, n.1428, n.5499. Teera,
Ira.

Al-Kashi, Ghiyath al-Din Jamshid Mas'id. 1 Arabe | Teer3, Ird
al-Risala al-Muhitiyya. Majlis shiira
(Assembleia Consultiva), Teera, Ira.
Al-Kashi, Ghiyath al-Din Jamshid Mas'id. 1 Arabe Toronto,
al-Risala al-Mubhitiyya. Andrews Canada
Engineering Collection.

Fonte: Elaborado pelas autoras.

Observemos que todos os manuscritos sdo escritos em arabe, o que nos levou a
busca de tradugdes do Tratado da Circunferéncia para linguas mais proximas as ocidentais.
Encontramos a tradu¢do do manuscrito drabe para o alemdo e a traducdo do arabe para o
russo cujas referencias estdo no Quadro 3:

> Islamic Scientific Manuscripts Initiative -ISMI. Endereco eletronico: <https://ismi.mpiwg-berlin.mpg.de/search-
witnesses?identifier=&collection=&repository=&city=&title=AL-RIS%C4%80LAH%20AL-MUE1%B8%A4%C
4%AA%E1%B9%ACIYY AH&author=&items_per_page=20&page=0>. Acesso em: 08 nov. 2022.
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Quadro 3 - Traducdes do Tratado em linguas ocidentais.

LINGU

AL-KASHI, JAMSHID. In: ROZENFELD, B.; YUSHKIEVITCH, A. Al- Em
Kasham. Istoriko-Matematicheskie Issledovaniya. Moscow, 7, (1954), 327- | Russo
379.
AL-KASHI, JAMSHID. In: LUCKEY P. Der Lehrbrief {iber den Em
Kreisumfang. Adhandlungen der Deutschen Akademie der Wissenschaften | alemdo
zu Berlin. Jahrgang, Berlin, No. 6 (1953).

Fonte: Elaborado pelas autoras.

A estrutura do texto corresponde a lista abaixo, na qual fornecemos também os
titulos de cada divisdo do Tratado:

=  Introducdo;

=  Primeira parte - Sobre a determinacdo da corda de um arco, que é a soma de um
arco de uma corda desconhecida e do arco que é a metade de seu suplementar;

= Segunda parte - Sobre a determinagdo do perimetro de um poligono qualquer,
inscrito no circulo e do perimetro semelhante circunscrito ao circulo;

= Terceira parte - Em quantas partes deve ser dividida a circunferéncia e quantas
casas sexagesimais devem ser calculadas para que o perimetro obtido seja distinto
do circulo dado numa grandeza menor do que um fio de cabelo;

=  Quarta parte - Sobre as operagoes;

=  Quinta parte - Sobre a determinacdo de um lado do poligono de 1 2 8 16 42 48
lados inscrito na circunferéncia;

=  Sexta parte - Sobre a determinacdo dos perimetros dos poligonos inscrito e
circunscrito em um circulo e seu niimero de lados que é de 805 306 368 cada um

= Sétima parte - Sobre o que permite negligenciar, nas operacdes anteriores, as
fracdes de excesso e falta;

= Qitava parte - Sobre a conversao do valor do circulo em digitos indianos se a
metade do didmetro for um;

=  Nona parte - Sobre o modo de usar duas tabelas;

= Décima parte - Sobre a determinacado da diferenca entre o que é comumente aceito
e de uso comum e o que obtivemos;

=  Conclusdo - Sobre a demonstragao dos erros de Abu-1-Wafa e Abur-Raihan (al-
Biruni).

A seguir trazemos uma brevissima descri¢do do conteido do Tratado.

Na parte introdutoéria, al-Kashi inicia com uma saudacdo a Ald e ao profeta
Maomé (Mohammad), seguindo a tradicdo da cultura islamica. Em seguida tece
comentarios a respeito das aproximacoes de seus predecessores Arquimedes (287 A.E.C.—
212 A.E.C.), Abu’l-Wafa al-Biizjan1 (940-998) e Abu Rayhan al-Biriini (973-1048).

RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 23142, 2023 31



BERNADETE MOREY & KALINE FRANCA

Expde seu objetivo de obter uma aproximagdo para a relacao entre o comprimento da
circunferéncia e o seu didmetro com a precisdo da largura “de um cabelo de cavalo”
quando medida a “circunferéncia do universo” e, por fim, explica como estd dividida a
obra.

Na primeira parte do tratado, o autor enuncia e demonstra o teorema “sobre a
determinacdo da corda de um arco, que é a soma de um arco de uma corda conhecida e do

arco que é a metade de seu suplementar” (AL-KASHI, 1954, p.329, tradugdo nossa), cujo
esquema se pode ver na figura 3.

Y/
/'r t| ™
/N
-/ ‘ |
b — _—
Fé ;
Figura 4

(Fonte: al-Kashi, 1954, p.329)
O teorema acima mencionado se transposto para a Figura 4, equivale a dizer que:

No semicirculo ADB de raio r se AC for um arco cuja corda AC é conhecida e D for o
ponto médio do arco suplementar de AC, pode-se encontrar o comprimento da corda AD.

O resultado encontrado por al-Kashi foi
r.|AB+AC|=AD", ou, AD=\r.[AB+AC)|

Este resultado é interessante, pois, na terceira parte do tratado, tomando o arco

AC = 60, obtém-se uma relagdo recorrente de rdpida convergéncia, conforme disposto no
Quadro 4.

Quadro 4 - Calculo da medida do arco @,

MEDIDA DE CADA ARCO
ay=arc |AC|=60° (I)

'CB
alzarct’AD]\:arc{ACH%):GO°+60 °=180°— 60 °=120°

a,=arc|AG)=60°+60°+30°=180° —%:150°
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az=arc|AJ)|=60°+60°+30°+15°=180° — 6(31 =180 ° — 602 =165 °

( | o o o o o o 60 ° o 60 ° o
a,=arc(AP|=60°+60°+30°+15°+7,5°=180° — 8 =180 ° — > =172,5

( \ o [} o o o o o 600 ;

as=arc(AQ|=60°+60°+30°+15°+7,5°+3,75°=180 ° — 16 =6

180°— %" =17625°
2
. 60° . 360° _ . 360°
«,=180 ° — 2n_1 =180 ° — W— 180 ° — W (H)

A relacao (IT) obtida no Quadro 4 foi fundamental para que al-Kashi atingisse o
seu objetivo. Na terceira parte do Tratado o autor discute “em quantas partes deve ser
dividida a circunferéncia e quantas casas sexagesimais devem ser calculadas para que o
perimetro obtido seja distinto do circulo dado numa grandeza menor do que um fio de
cabelo” (AL-KASHI 1954, p. 332, tradugdo nossa) e chega a conclusio de que para atender
a precisdo exigida por ele préprio, a circunferéncia deve ser dividida em 3 z 2*° partes.

Nas partes quatro, cinco e seis do Tratado sdo apresentados os calculos numéricos
para obtencdo dos valores procurados:

= A parte cinco é dedicada ao célculo do valor do lado do poligono inscrito uma vez
que se conhece o didmetro (600.000 o didmetro da Terra) e o nimero partes

(3x2%) pelo qual deve ser dividida a circunferéncia.

= A sexta parte é sobre a determinacdo dos perimetros dos poligonos inscrito e

circunscrito no circulo e seu nimero de lados que é de 805 306 368 cada um. O

autor multiplica o comprimento do lado dos poligonos inscrito e circunscrito pela

quantidade de lados (3 z 2°°) e obtém os perimetros dos respectivos poligonos; em
seguida, faz a média aritmética dos perimetros obtidos alcangando assim sua
aproximacdo para a relacdo entre o comprimento da circunferéncia e o seu

didametro, cujo valor em nimeros sexagesimais é de 6, 16; 59, 28, 1, 34, 51, 46, 14,

50, com nove casas sexagesimais de precisao.

Nas partes sete, oito, nove, dez e conclusdo, al-Kashi mostra detalhadamente que o
seu método de arredondamento ndo afeta o resultado final da aproximacdo. Faz a conversdo
de sua aproximacdo do sistema sexagesimal para o sistema decimal. Apresenta uma tabela
com os multiplos da sua aproximacdo multiplicados de 1 a 10. Em seguida, compara a sua
aproximacgdo com o que a que era utilizada até entdo e mostra que a sua era mais precisa.
Por tltimo, continua suas consideracdes sobre as aproximacgodes de Abu’l-Wafa al-Biizjani e
Abil Rayhan al-Birtin, que ele havia mencionado na parte inicial do tratado, e mostra mais
uma vez que sua aproximacao é mais precisa.
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5. Conclusoes

Sobre o Tratado da Circunferéncia de al-Kashi se pode tecer um sem-ntimero de reflexdes
e conclusdes, o que pode ser feito com base em um estudo histérico-matematico
aprofundado da obra. Tal estudo ainda estd em andamento e no momento, o proposito do
presente artigo é apresentar ao leitor a traducdo em portugués dessa obra histérica. Sendo
assim, vamos nos ater a um aspecto distintivo do Tratado que salta aos nossos olhos se o
examinarmos com atencao.

O problema central do Tratado era o célculo do valor de uma grandeza com um
grau de precisdo muito alto para a época em que foi formulado, uma época que ndo contava
ainda com os meios computacionais modernos. Sendo assim, o método de resolugdo
procurado teria de dar conta da convergéncia rdpida dos valores obtidos no processo
iterativo para uma solucdo que estivesse nos limites da precisdo exigida. Dizendo de outra
forma, foi preciso encontrar um meio de realizar o calculo do perimetro dos poligonos
inscrito e circunscrito com mais de oitocentos milhdes de lados dentro das possibilidades
existentes no século XV.

Al-Kashi, conhecido por ser um brilhante calculista, soube propor um caminho pelo qual o
processo iterativo exigia somente 28 passos, o que fez que encontrar a solucdo se tornasse
exequivel.
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6. TRADUCAO DO TRATADO DA CIRCUNFERENCIA DE AL-KASHI (1380-
1429)

TRATADO SOBRE A CIRCUNFERENCIA
p. 327°

Louvemos a Al4, possuidor do conhecimento sobre a relagdo do didmetro com a
circunferéncia, sabedor da grandeza do simples e complexo, criador da terra e do céu,
criador da luz nas trevas. Graca e paz esteja com Muhammad Mustafa, centro do circulo
dos profetas e circunferéncia cujo didmetro é indicacdo do caminho da verdade e da justica,
assim como a sua descendéncia e seus amigos puros, desejamos o bem.

Depois [disso]: Jamshid ibn Mas’tiid ibn Mahmiid Tabib Kashani’, médico de
Kashan, chamado de Ghiyath, criacdo de Alé o altissimo, [esperancoso] em seu perddo e
em que Ald melhore seu destino, diz:

Arquimedes demonstrou que a circunferéncia supera o didmetro triplo em menos
que um sétimo do didmetro e mais do que dez, setenta e um avos do didmetro. A diferenca
entre estas duas [fragdes] é um quatrocentos e noventa e sete avos. Por isso, no circulo de
diametro quatrocentos e noventa e sete ctibitos, juntas de bambu ou farsang, o comprimento
da circunferéncia é desconhecido e dibio nos limites de um ctibito, uma junta de bambu ou
um farsang e no maior circulo da esfera terrestre, tal incognita se encontra nos limites de
cinco farsangs, uma vez que seu didmetro é aproximadamente igual a cinco vezes tal
quantidade de farsangs. Ja no cinturdo do zodiaco, a dita incognita situa-se nos limites
consideravelmente maiores do que cem mil farsangs. Tais grandezas ja sdo grandes para a
circunferéncia, maior ainda serdo para a medicdo de areas. Na verdade, ele [Arquimedes]
determinou o perimetro do poligono de noventa e seis lados inscrito na circunferéncia,
menor
que a circunferéncia, uma vez que cada um de seus lados é menor que o arco do qual ela é
corda e, portanto, a soma de todos os lados

p. 328
[do poligono] é menor que a circunferéncia do circulo [no qual esté inscrito o poligono], e
ele [Arquimedes] determinou também o perimetro do poligono circunscrito de modo
semelhante ao primeiro, e na primeira assercao do primeiro livro de sua composicdo ele
demonstrou que tal perimetro é maior que a circunferéncia do circulo, sendo que a
diferenga entre eles [perimetro do poligono inscrito e circunscrito] é tal como dada acima.
Abu’l-Wafa Biizjanl obteve, por meio de célculo aproximado, a corda de metade
de uns trezentos e sessenta avos da circunferéncia em partes que o didmetro é cento e vinte
e, multiplicando isto por setecentos e vinte, obteve o perimetro do poligono inscrito. Ele
determinou também o perimetro do poligono circunscrito semelhante e afirmou que se o
diametro for cento e vinte, entdo a circunferéncia serd 376 mais uma fracdo maior que 0;

6 . ‘s . L .
No canto superior esquerdo de cada pagina, anotamos o nimero da pagina do texto russo que serviu de base para
a tradugdo para o portugués.

7 om s s A . . I s
Kashani indica a procedéncia, ou seja, aquele que veio de Kashan (ou nasceu em Kashan). No entanto, o autor
do Tratado da Circunferéncia é mais conhecido como Jamshid al- Kashi e ndo al-Kashani.
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59, 10, 59 e menor que 0; 59, 23, 54, 12 onde a diferenca entre essas duas quantidades
[fracdes] é 0; 0, 12, 55, 12. Para o maior circulo da terra isto seria mil ctibitos. Sendo que
ele se enganou ao considerar o tamanho da corda de metade de um [360°] partes, igual a 0
31 23 55 54 55. Esta incorreto: o [valor] correto é 0 31 24 56 58 36, como mostraremos
mais a frente.

Abu Rayhan al-Birtin1 obteve a corda de dois trezentos e sessenta avos da
circunferéncia. Ele obteve o perimetro do poligono de cento e oitenta lados inscrito
[regular] igual a 6; 16, 59, 10, 48, 0, enquanto o perimetro do semelhante circunscrito
[regular] era 6; 17, 1, 58, 19, 6. Supondo a circunferéncia do circulo igual a metade da
soma desses dois perimetros, ele passou de fracdes com denominador [sexagesimal] para os
ndimeros indianos, tomando o didmetro como a unidade. Isto faz com que para o circulo
igual ao maior circulo da terra, seja aproximadamente igual a um farsang. Neste calculo ele
enganosamente tomou a corda de dois [trezentos e sessenta avos] partes como sendo 0; 2, 5,
39, 43, 36, enquanto o correto seria 0; 2, 5, 39, 26, 22. No entanto, na tabela de senos
[incluida] no Cdnone Mas’ud, ele tomou o seno de um [trezentos e sessenta avos], ou seja,
metade da corda de duas partes, como sendo 0; 1, 2, 49, 43, o que é correto, enquanto no
dobro se tem um erro.

p. 329

Uma vez que tais operagdes levam a erros, queremos determinar a circunferéncia
do circulo com a suposicdo de que seu didmetro é conhecido em termos de uma
determinada medicdo de tal maneira que estariamos certos de que em um circulo que seu
diametro é seiscentas mil vezes maior que o didmetro da esfera terrestre , a diferenca entre
o resultado de nossos calculos e o valor real ndo ultrapasse a largura de um fio de cabelo,
ou seja, um sexto da largura de um grdo de cevada, de modo que tal diferenga para circulo
menor que este seja ainda menor.

Compus o presente tratado contendo tal determinacao, dei-lhe o titulo de Tratado
sobre a Circunferéncia e o dividi em dez partes e conclusdao. Rogo ao amado e generoso
Ala que nos conduza pelo caminho da verdade.

PRIMEIRA PARTE
SOBRE A DETERMINAGAO DA CORDA DE UM ARCO, QUE E A SOMA DE UM
ARCO DE UMA CORDA DESCONHECIDA E DO ARCO QUE E A METADE DE SEU
SUPLEMENTAR

Digo que: uma superficie [retangular] [construida] na soma do didmetro e da corda
de cada arco menor que o semicirculo e na metade do didmetro é igual ao quadrado da
corda do arco que é igual a soma do primeiro arco e a metade de seu suplemento ao
semicirculo. A fim de demonstrar, construamos o semicirculo ACB de centro E na linha
AB; tracamos uma corda arbitraria AC; [o arco] BC que é o suplemento de AC dividimos
ao meio encontrando o ponto D; ligamos A e D. Entdo a assercdo [diz]: a superficie na
metade do didmetro e a soma AB e AC é igual ao quadrado AD.
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Demonstracao: Tracamos BD. Entdo o angulo ADB é reto pela proposicdo trinta do terceiro
[livro] d’Os Elementos.

p. 330

A seguir baixamos do ponto D a perpendicular DG a linha AB. Obtém-se os tridngulos
DBG e DAG, semelhantes ao triangulo ADB pela oitava proposi¢do do [livro] seis d’Os
Elementos. Por isso, o didmetro AB estad para AD assim como AD estd para AG e pela
proposicdo dezenove do [livro] sete dos Elementos, a superficie no didmetro é igual ao
quadrado de AD.

A seguir, pelo ponto H tracamos a perpendicular HE ao segmento AC. Entdo H
sera ponto médio de AC pela proposicao trés do terceiro livro de Os Elementos. Ligamos os
pontos ED. Uma vez que a medida do angulo BAC é metade do arco CB, a mesma do
angulo BED, estes dois angulos [BAC e DEG] sdo iguais. Por isto o tridngulo AHE e EGD
sdo iguais, uma vez que eles tém os angulos retos H e G, angulos iguais em E, A e lados
iguais AE e ED. Portanto, o lado EG é igual ao lado AH, que é metade de AC e a superficie
sobre AG, ou seja, a soma da metade do didametro e EG é igual a metade de AC e sobre o
diametro é igual ao quadrado de AD. Uma vez que a superficie sobre uma linha e sobre a
metade de outra é igual superficie sobre a metade da primeira e sobre a outra inteira, entdo
a superficie sobre a soma do didmetro e o dobre de EG, i.e., sobre a soma do didmetro e AC
e sobre a metade do didmetro é igual ao quadrado de AD. Isto é o queriamos [demonstrar].

Se AC é expresso nas partes em que a metade do didmetro é sessenta, some o
didmetro a ele e adicione um novo digito [sessenta]. Entdo o resultado serd o quadrado de
AD.

SEGUNDA PARTE
SOBRE A DETERMINAGAO DO PERIMETRO DE UM POLIGONO QUALQUER,
INSCRITO NO CIRCULO E DO PERIMETRO SEMELHANTE CIRCUNSCRITO AO
CIRCULO

Construamos no segmento AB o semicirculo ACB de centro E suponhamos que [0 arco]
AC seja um sexto da circunferéncia. Entdo a corda AC serd a metade do didmetro pela
proposicdo quinze do quarto [livro] d’Os Elementos. Em seguida dividamos ao meio [0
arco] CB, que é o suplemento [do arco] AC obtendo assim o ponto D. Dividamos [0 arco]
DB ao meio, obtendo o ponto G. Depois, dividamos [0 arco] GB ao meio obtendo H, e
assim por diante o quanto se queira. Como ja dissemos na secdo anterior, como
conhecemos a corda AC,
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p. 331
também conheceremos a corda AD, de onde também sera conhecida a corda AG, AH, e
assim por diante.

Agora, se temos a corda AH e queremos determinar a corda BH subtraimos o
quadrado de AH do quadrado do didmetro e o que resta é o quadrado da corda BH, pois, o
angulo AHB é reto pela proposicdo trinta do terceiro [livro] d’Os Elementos e,
consequentemente, o quadro de AB é igual aos quadrados AH e AB pelo “teorema da
noiva”. A seguir dividimos ao meio o arco BH no ponto F e ligamos EF. Esta linha divide
ao meio a corda BH em 1. Tracamos a tangente FLK ao circulo no ponto F, levantando por
ambos os lados [do ponto F] duas perpendiculares FK e FL, ligamos EH e continuamos até
L, assim como [continuamos] EB até K. Entdo KL sera paralela a BH, uma vez que BEH é
um poligono inscrito no circulo, KEL sera o seu semelhante circunscrito. Sendo assim, os
triangulos EKF e ELF sdo iguais entre si, e os triangulos EBI e EHI, por sua vez, sdo iguais
entre si. Por isto, EI esta para EF (que é metade do didmetro) do mesmo modo que BH esta
para KL. Portanto, EI estd para IF, que a sobra do ultimo membro desta proporcao em
relacdo ao anterior, assim como, a corda BH esta para a sobra de KL sobre BH, sendo esta
relacdo a mesma relacdo da soma de todos os lados do poligono inscrito no circulo, cujo
lado é BH, com todas as sobras dos lados do poligono circunscrito, cujo lado é KL sobre os
primeiros lados. Logo, EI é a metade da linha AH,

p. 332

uma vez que os tridangulos AHB e EIB sdo semelhantes em virtude de que, os angulos H e I
sdo retos e o angulo A, na circunferéncia que acompanha o arco BH, é igual ao angulo
central E, que acompanha o arco BF, que é metade do arco BH, e EB que é metade de AB.
Desse modo EI é metade de AH. Por isso, uma vez que EI e BH ficardo conhecidos, as
relacdes apontadas também serdo conhecidas e, do mesmo modo, o poligono inscrito no
circulo e o poligono circunscrito no circulo, também serdo conhecidos. Era ai que
queriamos chegar.

RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 23-142, 2023 39



BERNADETE MOREY & KALINE FRANCA

TERCEIRA PARTE

EM QUANTAS PARTES DEVE SER DIVIDIDA A CIRCUNFERENCIA E ATE
QUANTAS CASAS SEXAGESIMAIS E NECESSARIA PARA EFETUAR AS
OPERACOES PARA QUE O PERIMETRO OBTIDO SEJA DISTINTO DO
CI{RCULO DADO NUMA GRANDEZA MENOR DO QUE UM FIO DE CABELO

Saiba que no circulo de didmetro 600 000 vezes maior que o didmetro da Terra, a
circunferéncia também é 600 000 vezes também é maior que a circunferéncia da Terra.
Neste circulo se verifica:

GRAU Mil, seiscentos e sessenta e seis e dois tercos da circunferéncia da terra

MINUTO Aproximadamente vinte e sete e trés quartos dessa mesma circunferéncia

SEGUNDO | Aproximadamente trés mil setecentos e quatro farsangs, se a
circunferéncia da Terra for tomada como oito mil farsangs

TERCA® Aproximadamente sessenta e dois farsangs

QUARTA Aproximadamente um farsang e um terco de um décimo

QUINTA Aproximadamente duzentos e seis cubitos

SEXTA Aproximadamente trés cibitos e um terco

SETIMA Um dedo e um terco, ou seja, quarenta e oito fios de cabelo

OITAVA Quatro quintos da grossura de um cabelo de cavalo, ou, ainda menos.

8 o . . . C
As divisdes minuto e segundo, mantivemos segundo o costume falado. A partir da terceira divisao, (terca, quarta,
quinta, sexta, sétima e oitava) colocamos no feminino para evitar confundir com o niimero ordinal.

40
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p. 333

Este é o caso se o circulo for trezentos e sessenta partes. Se ele tem trezentas e setenta e
sete partes e mais fracdo, entdo sua oitava é muito menor que quatro quintos da grossura de
um cabelo.

Portanto, se definirmos os perimetros de dois poligonos de forma que a diferenca
entre eles ndo atinja uma oitava, entdo a diferenca entre eles ndo atingira a largura de um
cabelo, além disso, essa € a diferenga entre cada um deles e a circunferéncia real do circulo.

Como sabemos, o perimetro do poligono interno esta para o perimetro do poligono
externo, assim como a distancia do centro do circulo até o ponto médio do lado [do
poligono interno] estd para o seu complemento até a metade do didmetro, isto é, para a
distancia do ponto médio do arco, cuja corda é o lado. Tal complemento é a flecha deste
arco.

Sabe-se também que a relacdo da metade do didametro para com a circunferéncia é
menor do que um sexto em menos que um ter¢o de um sétimo de um sexto. Portanto,
precisamos tomar no circulo um poligono com um nimero tdo grande de lados que a
relacdo da flecha do arco de cada lado para com o complemento da flecha até metade do
didmetro seja menor do que a relacdo de um sexto de oitavo para com a unidade em um
terco de um sétimo deste sexto ou [ainda] maior, ou seja, para que tal relagdo seja igual a
oito nonas ou menos. Entdo a corda do complemento do arco de cada lado sera menor que o
didmetro por dezesseis nonas uma vez que dita corda é igual a duas vezes a distancia
especificada.

Portanto, a diferenca do quadrado do didmetro e seu quadrado é inferior a
aproximadamente quadruplo de dezesseis nonas elevado a uma casa, isto é, menos de um
sétimo e quatro oitavas. Portanto, a raiz deste, isto é, a corda, ou seja, cada um dos lados,
ndo excede oito quartas.

Se dividirmos o terco do circulo vinte e oito vezes, obtém-se um arco de cinco
quartas, quarenta e sete quintas, com fracdo naquelas partes onde todo o circulo é igual a
trezentos e sessenta, como fica claro na tabela:
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p. 334
Duplicacgoes sucessivas do nimero de lados,
comecando com o tridngulo
N Na) = a = —
L < S} ) < é 7
S @ < 5 g N

0 3

1 6
2 12
3 24
4 48
5 1 36
6 3 12
7 6 24
8 12 48
9 25 36
10 51 12
11 1 42 24
12 3 24 | 48
13 6 49 36
14 13 39 12
15 27 18 24
16 54 |36 |48
17 1 49 13 36
18 3 38 |27 12
19 7 16 54 |24
20 14 |33 |48 |48
21 29 7 37 36
22 1 58 15 15 12
23 56 |30 [30 |24
24 3 53 1 0 48
25 7 46 |2 1 36
26 15 32 4 3 12
27 31 4 8 6 24
28 1 8 16 12 | 48
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p.335
Divisoes sucessivas de um terco da circunferéncia
S 3| =
o 81 1ol el lalal |glB|2]2
2| S| S| 8| E| 2| 8| E|S|8|E|E|E|E
5] = of = ] = 5 = x = 9] 9] 9] 9]
S|S|E|&|&|&|&|&8|8|2|ala|lala
12
0
60
30
15
71 30
3| 45
1|52 30
0] 56| 15
28 71 30
14| 3| 45
7 1(52] 30
3]130]| 56| 15
1| 45| 28 71 30
0|52| 44| 3| 45
26 | 22 1(52] 30
13| 11 0| 56| 15
6| 35| 30| 28 71 30
3117 | 45| 14 3| 45
1(38]| 52| 37 1|52 30
0|49 | 26| 18| 30| 56| 15
24 | 43| 9| 15| 28 71 30
12121 | 34|37 | 44| 3| 45
6| 10| 47 | 18 | 52 1(52] 30
3 5123139|26| 0| 56| 15
1132|4149 | 43| 0] 28 71 30
0|46 | 20|54 | 51|30]| 14| 3|45
23| 10| 27 | 25| 45 7 152 30
11 | 35| 13| 42| 52| 33| 30| 56| 15
5147 | 36| 51| 26| 16 | 45| 28 71 30
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Sem duivida, a corda deste arco é menor que sete quartas uma vez que a cada corda
de qualquer arco, dado que a circunferéncia é trezentos e sessenta e o didmetro é cento e
vinte, ndo excede o arco em um ter¢o de um sétimo dele. Por isso, nds inscreveremos no
circulo um tal poligono cujo nimero de lados é igual a oitocentos e cinco milhdes e
trezentos e sessenta e oito, e seu expoente [i.e., sua representacdo na base 60] é 12 8 16 12
48.

Uma vez que a primeira ordem deste ntimero é de poténcia cinco, precisamos
encontrar o tamanho de um lado de forma que a parte desprezada da fracdo ndo saia dos
limites [da unidade] da ordem das décimas terceiras; porque se nés multiplicarmos (o lado)
por esse nimero, a parte desprezada da fracdo no perimetro ndo ultrapassa o limite de uma
oitava, porque a multiplicacio da ordem de expoente cinco® com a ordem décima terceira
da oitavas.

Uma vez que a primeira ordem do nimero que representa um lado é menor que
sete quartas, a sua extremidade prolonga-se até o tredécimo, entdo multiplicando algo
menor que sete quartos por um tredécimo, obtém-se menos que sete na posicdo dezessete e
assim a diferenca (isto é, o erro) para o quadrado do lado ndo deve atingir essa quantidade (
7 260~ "7) do mesmo modo que para o seu suplemento correspondente, e a fim de que se
obtenha uma diminuicdo correspondente a uma ordem (do nimero), e assim por diante até
onde se inicia os calculos. Portanto, obtém-se o que se procura se definirmos a corda pelo
método indicado por nds nos dois pardgrafos precedentes, até que o perimetro de um
poligono cujo numero de lados 1 2 8 16 12 48, e vamos realizar as operagOes até a ordem
18.

QUARTA PARTE
SOBRE AS OPERACOES

No6s somamos o didmetro 2 0 ao lado 1 0 do hexagono, obtendo 3 0, aumentamos
este valor em uma ordem, obtendo 3 0 0. Extraimos a raiz, adicionamos a ela (a raiz) 2 0 e
escrevemos [0 resultado] na ordem e depois tomamos a raiz deste mesmo valor; vamos
fazer isso vinte e oito vezes.

9 . - . 1 T 1 o
Ordem de expoente cinco = 60°; ordem décima terceira = ﬁ ; amultiplicacdo delas da ﬁ ou seja, oitavas.
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Passamos de um calculo para o seguinte depois de o refazermos duas ou trés vezes.
Além disso, n6s nos asseguramos pela [verificacdo da conta], multiplicando a raiz por si
mesma, repetindo duas ou trés vezes e acrescentando o resto da operagdo a segunda
multiplicagdo. [Entdo] se o calculo estiver correto, a soma torna-se igual ao nimero.

Nés verificamos e nos asseguramos da correcdo [dos calculos] porque, caso se
cometa um erro, ele iria aumentar mais e mais.

Como existe uma grande quantidade de cifras, nés ndo usamos cifras
desnecessarias. O método de extracdo de raizes e elevacdo da raiz ao quadrado — de nossa
propria invencdo- é o método mais facil neste assunto. Nesta secdo, incluimos as tabelas
dos célculos para que sirva de modelo para os calculistas e um caminho indicativo para
aqueles que querem verificar a sua exatiddo de célculos. Estas sdo as tabelas [ver. pp. 338-
345]:
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Vigdsimo Oitave Cileulo Dé a conda do comglemento de wm arco, que & um 1 2% 16 12 48-ih da circunfieréncia
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2
[1]
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4 a I
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3 4 39 41
1|5 o 4] 47
3 58 54 5K S0
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in 47 12 49 449 45 49 Sl
[ 29 0 17 17 17 17 17 17
5z I 4% 1% I8 1% I# 18 1% (L]
a7 51 B n 20 il n 0 m n i)
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1] 41| 35 | 44 25 1 37 15 39 7 9 52 2
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[Diepaois) subirair este quadrade do quadrado do didmetro, o seguinie permanecs como o quadrado do lada:
u [ [ [ 1] [0 [] [ u [N IR EED G se | 45 2R 40 a1 17
2 i 2 4 4 4 5 § El 2 3
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QUINTA PARTE
SOBRE A DETERMINACAO DE UM LADO DO POLIGONODE 128 16 12 48

A

LADOS INSCRITO NA CIRCUNFERENCIA

O quadrado obtido no vigésimo oitavo calculo:
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6 |47 ]146|7 |35|8 |4
6 |40(25|22|129|3 |4
3 |5
1
7 |20|45(5 |3 |5
7 |16 491294 |3
5 1|3
9 |1
3 |55(35(3 |2
3 |50(32|5 |2
4 |3
7 |0
5|12 |4 |5
7 |2
1218 |2 |3
0
1218 |2 |2 |5
9 19
1218 |2 (2 |5 |1
9 |2
1218 |2 29291 |1
2 |4
1218 |2 | 2958|236
128 |2 |28]|59
1218 |2 |14
1218 |1
p. 347
12 | 4
6
1 |54
3 |36 |1 |16
3 |18|2 (24]0 |1
9
1 (242 (120 |36|4 |2
3 |36|0 [56|0 |33|8 (2 |6
4 |1
9
5 |54|2 (240 |14|7 [(42]|3 |2
1 [24|3 |56|0 [36|3 [16(32|5 |4
2 |2
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7 1
0 6 0 56 |0 59 |8 24 113|146 | 1 4
0 24 10 4 0 14113 |46 | 35|24 |8 9 8
2 8
4
24 | 7 34|57 |51|5 5119 55110 | 3 2
24 | 7 34|57 |51|5 5119 5110 | 4 6
3 2
4 6
03 |0 |16|0 |1 |3 |[16(58|1 (21363 |1
6 5 2 4 6
7 5
2
03 |48|31|9 |56|45(28(40(21(17(0 |0 |O
6
a1 2 2 2 2 3 2 2
)
SEXTA PARTE

SOBRE A DETERMINACAO DOS PERIMETROS DOS POLIGONOS INSCRITO
NO CIRCULO E CIRCUNSCRITO AO REDOR DELE, QUE SAO
SEMELHANTES E CADA UM TEM 805 306 368 LADOS

Multiplicamos a raiz obtida na quinta se¢do, que é o tamanho de um lado, pelo nimero de
lados do poligono indicado, que é o niimero 1 2 8 16 12 48."° Obtemos o perimetro do
poligono inscrito no circulo em partes nas quais o didmetro é cento e vinte.

1% 5 niimero na base sexagesimal 1x60°+2x60*+8x60°+16x60°+12x60'+48x60° = 805.306.368.
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p. 348
Multiplicando 6 4 1 14 59 36 14 33 36 19 25
5 8 T |2 2
= E = g B
£l 4 « 2 | g | & % g &
SE|E |Z|8|E|: |8 |E |z £ | E E
ENE- 5 3| 3 £ S O 8 £ £ g
=| & S|l w|wn | O z a ] A a a
Cinco vezes 1 6 4 1 14 59 36 14 33 36 19 25
levantadas
Quatro vezes 2 12 8 2 29 59 12 29 7 12 38
aumentou
Trés vezes 8 0| 48 0 8 7 52 1 52 4 48
aumentou 0 32 1 52 4 48 4 24 2
Duas vezes 1 1 36 0 16 15 44 3 44 0
levantadas 6 1 4 3 44 9 36 8 48
Uma vez 1 1 12 0 12 11 48 2 48
levantada 2 0 48 2 48 7 12 6
numero 4 4 48 0 48 47 12 11
8 3 12 11 12 28 48
produto 6 16 | 59 28 1 34 51 46 14 49 46
) % Q é %) %) %) %)
cEle | E|E |8 |2 | £ |8 g g | g
EElE &2 |E |8 |2 |2 |3 -
Da A | = ® = o & A ) ) 2

Este [perimetro] é menor do que a circunferéncia do circulo, e como demonstramos na
segunda parte, a razdo entre esse perimetro e o excesso da soma dos lados do poligono
circunscrito semelhante é igual a relacdo entre a da raiz do que se obteve na operagao vinte
e oito que é:
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i < ©
g| S| 2| 8| E| | 8| | S| | |5 8| g|E|3|%|¢8|sE
Sl 2| S| E| 5| 5| 5| E| 5|55 zc]2|z|clcelcelales
£ls| 8| =|S|S|®|38|8|=|8|E|E|E|5|5|35|Z5|%
o | \ \ N
2| 2| 2| &| 8| 2| &8
5/5|5|5|5|5|5|5|5|5|2|5|6|1|2|1]5|5]2
9191919191999 (9|5|3]6 514(8|4(|7]0
Com o excesso, metade do didametro 4(13|3|5|4|3|4|5]|2]|4
que é: 6 314|5]|1 0

Sdo quatro nimeros que estdo em proporcdo, sendo o segundo deles desconhecido. A
primeira ordem do primeiro nimero — é elevado a um, a primeira ordem do quarto é nona
(elevado a nove) e por isto a primeira ordem de seu produto é oitava e [a primeira ordem do
quociente da divisdo deste pelo terceiro [niimero] é nona]. O que vem depois das nonas nds
ndo utilizamos; portanto, omitimos a maioria das cifras e dizemos que a razdo de 6 17 esta
para o valor desconhecido assim como sessenta estd para 4 36 décimas. Entdo
multiplicamos o primeiro [niimero] pelo quarto e diminuimos uma ordem, obtendo-se vinte
e nove nonas. Se adicionarmos isto ao perimetro do poligono inscrito, obtém-se o perimetro

do poligono circunscrito:

) [92)
= a —8 n %) ©n »

g g |S|E |8 |2 |2 |8 |8 |5 |3
= |t |E|2 |2 |E |5 |% |5 |E |5
£ ~ = 9} = c o 95} 9] o Z
6 16 59 28 1 34 51 46 14 50 15

Isto é maior que a circunferéncia do circulo e o valor da soma do excesso e o defeito é vinte
e nove nonas na suposicdo de que o didmetro é cento e vinte. Assim, aonde a circunferéncia
for trezentos e sessenta partes, este valor serd certamente menor que vinte e nove nonas.
Como ja provamos na Terceira Parte, o tamanho de uma oitava da circunferéncia de um
circulo cujo didmetro é seiscentas mil vezes o didmetro da Terra é menor do que quatro
quintos da largura de um cabelo da crina de um cavalo, um sexto da largura de um grdo
médio de cevada. Entdo, algo menor que vinte e nove nonas é menor que dois quintos da
largura de um fio de cabelo. Portanto, a diferenca entre os dois perimetros mencionados,

um dos quais
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p. 350

é menor que a circunferéncia e o outro é maior que esta, ndo perfaz dois quintos da largura
de um fio de cabelo. Portanto, se somarmos metade da diferenca entre os perimetros dos
dois poligonos ao menor e subtrai-lo do maior, ou ainda melhor, se arredondarmos o que
estiver na ordem nona no menor [perimetro], ou seja, [adicionarmos] 14 nonas, e retirarmos
nesta mesma ordem do maior, a saber, 15 nonas, entdo obtém-se:

Tamanho da circunferéncia, quando o didmetro é cento e vinte

Elevado a um
Partes
Minutos
Segundos
Tercas
Quartas
Quintas
Sextas
Sétimas
Oitavas

D
—_
()]
(9)]
O
N
o
—
w
~
(O)]
iy
n
(@)
—
N
U1
o

Portanto, a diferenca entre este e o valor real [da circunferéncia] ndo supera um quinto da
largura de um fio de cabelo da crina de cavalo de trabalho, ou seja, um sexto da largura de

um grao médio de cevada, e era isso o que queriamos provar.

Eu exprimi isto em versos em estrofe distica (dois versos) abaixo:
wa yau nat kah a lad na mii fayadnu
mubhitun haitu nisful-qutri sinu
61659281 3451461450

- é a circunferéncia, contanto que metade do didmetro seja 60. Assumindo metade do
didmetro igual a um, a circunferéncia sera expressa por este mesmo nimero, mas rebaixado
em uma ordem, ou seja, o que é elevado a um se torna partes, o que é parte se torna
minutos, e assim por diante, até as oitavas que serdo nonas. Nesse caso, a diferenca do
verdadeiro [valor] ndo ultrapassa uma nona, ou mais precisamente, serdA menor que um
quarto de nona. Nas operacOes anteriores nds tomamos a metade do didmetro valendo
sessenta apenas para que as cordas ndo se diferenciem do que é usual e consta nas tabelas.
Se, no entanto, adotarmos a metade do didametro valendo um, entdo as cifras (os valores
para as cordas) ndo sofrerdo alteracdes, mas mudardo apenas as suas ordens. Colocamos as
multiplicagdes deste [nimero] em todas as cifras de base sessenta na tabela, para facilitar
determinacoes da circunferéncia pelo didmetro e vice-versa. (Ver tabela pag.352 e 353):
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p. 352

Tabela dos muiltiplos da relagdo da circunferéncia com a metade do didmetro, supondo que
este seja um

e o e o
(7] 'g 3} (9} "g
S Sz Ll g |8 <
= S le58 | g| ¢ P g & o 8 8 w
1] o 6| 16| 59| 31 3| 34| 51| 46| 14| 50
2 1233 58| 32 9| 43| 32| 29| 40
3 18| 50| 58| 24| 4| 44| 35| 18| 44| 30
4 5| 7| 57| 52 6| 19| 27| 4| 59| 20
5 31 24| 57| 20 7] 54| 18] 51| 14| 10
6 37041 56| 48| 9| 29| 10| 37| 29 0
7 43 58] 56| 16| 11 4| 2] 23] 43| s0
8 50| 15| 55| 44| 12| 38| 54| 9| 58| 40
9 56| 32| 55| 12| 14| 13| 45| 56| 13| 30
0] 1 20149| 54| 40| 15| 48| 37| 42| 28| 20
11 9 6| 54| 8| 17| 23| 29| 28] 43| 10
12 15 23| 53| 36| 18| 58| 21| 14| 58 0
13 21 40| 53| 4] 20| 33| 13 1] 12] 50
14 27 57| 52| 32| 22 8| 4| 47| 27| 40
15 34| 14| 52 0| 23| 42| s6| 33| 42| 30
16 40 31| 51| 28| 25| 17| 48| 19| 57| 20
17 46| 48| 50| 56| 26| 52| 40 6| 12| 10
18 53| 5| 50| 24| 28| 27| 31| s2| 27 0
9] 1 59| 22| 49| 52| 30 2| 23| 38| 41| 50
20| 2 5039 49| 20| 31| 37| 15| 24| 56| 40
21 11| 56| 48| 48| 33| 12 71 11| 11| 30
22 18| 13| 48| 16| 34| 46| 58| 57| 26| 20
23 24 (30| 47| 44| 36| 21| 50| 43| 41| 10
24 30| 47| 47| 12| 37| 56| 42| 29| 56 0
25 37| 4| 46| 40| 39| 31| 34| 16| 10| 50
26 43 (21| 46| 8| 4 6| 36 2| 25| 40
27 49 | 38| 45| 36| 42| 41| 17| 48| 40| 30
28| 2 55|55| 45| 4| 44| 16| 9| 34| 55| 20
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29 3 2| 12 44 32 45 51 1 21 10 10
30 3 8129 44 0 47 25 53 7 25 0
p. 353
Tabela dos muiltiplos da relacdo da circunferéncia com a metade do didmetro,
supondo que este seja um
IS o IS ©
<9 "g o+ 7] "g
= ; 2 :: 2l 2 | & = ; « @ v
< > = 9] 2 = > T ) oo < w
14 46 | 43 28 |49 |0 44 | 53 39 50
21 3 42 56 |50 35 |36 |39 54 |40
33 27 20 | 42 24 | 52 10 |28 |26 |9 30
34 33 37 |41 52 53 45 20 12 24 20
35 39 54 | 41 20 55 |20 11 58 39 10
36 46 11 |40 | 48 56 |5 |3 4 |54 |0
37 52 28 | 40 16 |58 |29 55 |31 8 50
38 |3 58 45 [ 39 |45 0 4 47 17 |23 |40
39 |4 5 2 39 13 1 39 |39 3 38 |30
40 11 19 |38 |41 3 14 130 |49 53 |20
41 17 36 |38 |9 4 49 | 22 36 |8 10
42 23 53 | 37 37 6 24 14 22 23 0
43 30 10 |37 |5 7 5 |6 8 37 50
44 36 27 |36 [33 |9 53 57 |54 |52 |40
45 42 44 | 36 1 11 8 49 |4 7 30
46 49 1 35 29 12 43 41 27 22 20
47 4 55 18 | 34 57 14 18 33 13 37 10
48 |5 1 35 |34 |25 15 53 |24 |59 52 0
49 52 | 33 53 17 |28 16 |46 |6 50
50 14 9 33 21 19 3 8 32 |21 |40
51 20 26 |32 |49 20 38 |0 18 36 |30
52 26 43 | 32 17 | 22 12 52 | 4 51 20
53 33 0 31 |45 23 |47 |43 |51 6 10
54 39 17 | 31 13 25 22 35 37 21 0
55 45 34 |30 (41 26 |57 |27 |23 35 50
56 51 51 |30 |9 28 32 19 |9 50 |40
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57 |5 58 8 29 (37 (30 |7 10 |5 |5 30
58 |6 4 25 |29 |5 31 |42 |2 42 |20 |20
59 10 42 |28 (33 (33 [16 |54 |28 |35 |10
60 |6 16 59 |28 |1 34 |51 |46 |14 |50 |0
p. 354
SETIMA PARTE

SOBRE O QUE PERMITE NEGLIGENCIAR, NAS OPERACOES ANTERIORES, AS
FRACOES DE EXCESSO E FALTA NA ULTIMA ORDEM

Saiba que na tltima ordem desses calculos a diferenca [isto é, o erro], ndo alcanga
uma unidade completa daquela ordem e ndo a supera até a tltima ordem do ultimo célculo.
Na verdade, na ultima ordem do primeiro célculo ficou cinquenta e sete, e
faltavam vinte [unidades] na ordem seguinte, isto é, na ordem dezenove, pois o resto
segundo os célculos foi 3 16 27 e se dividirmos o resto pela diferenca dos dois quadrados,
que foi de 3 27 50 45, obteremos 56 40. Um valor que aceitamos arredondando a fracdo
para 57. O quadrado da segunda operagdo é deficiente nesta mesma quantidade, ou seja,
faltam vinte, mas na décima oitava ordem. Se subtrairmos isso do restante da segunda
operacao i. e., 2 56 5, resta 2 55 45. Dividimos isso pela diferenca entre os dois quadrados,
que era de 3 51 49 e entdo teremos 45 28. Mas ali consideramos que dividindo 2 56 5 pela
diferenga dos dois quadrados e obtivemos 46, que é deficiente em trinta e dois na décima
nona ordem. Por esta mesma regra vemos que a ultima ordem do terceiro calculo tem
deficiéncia seis
na ordem seguinte, o quarto tem excesso de quinze,
o quinto tem deficiéncia de vinte e oito,
o sexto tem deficiéncia de quinze,
0 sétimo tem um excesso de vinte e dois,
o oitavo é deficiente em seis,
o nono tem deficiéncia em vinte e quatro,
0 décimo tem excesso em dezoito,
0 décimo primeiro é deficiente em quatro,
o décimo segundo tem excesso de doze,
o décimo terceiro é deficiente em cinco,
o décimo quarto é deficiente em dezesseis,
0 décimo quinto é deficiente em dezessete,
o0 décimo sexto tem excesso em nove,
0 décimo sétimo tem excesso de dezesseis,
o décimo oitavo tem excesso de oito,
0 décimo nono tem deficiéncia em trés,
o vigésimo tem deficiéncia em dezessete,
0 vigésimo primeiro tem deficiéncia em quatorze,
o0 vigésimo segundo tem excesso em vinte e sete,
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0 vigésimo terceiro em trés,
0 vigésimo quarto em uma unidade,
o0 vigésimo quinto em dezoito,

P. 355

0 vigésimo sexto, quinze, o vigésimo sétimo, dez, o vigésimo oitavo, vinte e seis, todos eles
na ordem dezenove para a raiz e na ordem dezoito para o quadrado da operacao seguinte; os
ultimos sete destes valores sao excessos.

Portanto, o quadrado da operacdo vinte e oito tem excesso de dez, mas na décima
oitava ordem. Por isso, a tltima ordem do excesso sobre ele do quadrado do didmetro, isto
é, dezessete na décima sétima ordem, é deficiente em dez [unidades] na décima oitava
ordem.

E a tdltima ordem da raiz que nés consideramos vinte e cinco, é deficiente em cinquenta e
dois na décima ordem, e a tltima ordem do produto, ou seja, do perimetro, que nés
consideramos quarenta e seis na nona ordem é deficiente em cinquenta e quatro na décima
ordem e por isso é melhor que definamos a tltima ordem do lado do poligono como vinte e
quatro e para o perimetro do poligono a ultima ordem quarenta e cinco. Aqui o
arredondamos em quinze nonas e a desprezamos catorze nonas.

Expliquei isso amplamente, de modo a saber que negligenciar os excessos e deficiéncias na
dltima ordem ndo chega a atingir um nono inteiro no valor da circunferéncia. Reunimos
esses valores em uma tabela para que os copistas cometam menos erros. A tabela segue
abaixo:

TABELA DO QUE SE DESPREZA NA ULTIMA
ORDEM DA OPERACAO
Célculos O que se Falta ou excesso
(operacoes) despreza
1 20 Falta
2 32
3 6 Falta
4 15
5 28 Falta
6 15
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Continuacao
7 22 Falta
8 6
9 24 Falta
10 18
11 4 Falta
12 12
13 5 Falta
14 16
15 17 Falta
16 9
17 16 Excesso
18 8
19 3 Falta
20 17
21 14 Falta
22 27
23 3 Excesso
24 1
25 18 Excesso
26 15
27 10 Excesso
28 26
10 Falta
52
54 Falta
OITAVA PARTE

SOBRE A CONVERSAO DO VALOR CIRCUNFERENCIA EM CIFRAS INDIANAS
SE METADE DO DIAMETRO FOR UMA UNIDADE

Uma vez que a circunferéncia € igual a seis metades do diametro e mais fracdo que nds

calculamos até a nona (ordem), converteremos essa fracdo para o denominador dez cinco
vezes milhares repetidos, uma vez que uma fragao deste denominador excede uma nona em
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ndo mais do que meia décima.'" [Para facilitar a operagdo], fornecemos o produto disso para
todos os nove nimeros da tabela. Esta tabela é (Ver pag. 358 e 359):

™ Al-Kasht diz que uma vez que a fracdo foi calculada em nonas, isto é, em fracdo de denominador 609p0dernos
converté-la em fracdo de denominador 10 X 10005.

66 RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 23-142, 2023



O TRATADO DA CIRCUNFERENCIA DE AL-KASHI
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Pégina 20 do manuscrito (verso): numero 2 7 com 17 casas decimais em
estrofe distica para fins de memorizacdo
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Tabela de muiltiplos da relacdo entre a circunferéncia e o diametro

Tabela dos miltiplos da relagio da circunferéncia para com o diimetro

Inteiros Fragoes
Seus Maltiplos | Umdades | Milhares repetidos 4 vezes | Milhares repetidos 3
décimos | da metade | de milhar, VezZes
do repetidas 5 | centenas | dezenas | umda | gentg | deze | umda
didmetro VEZes de nas nas des
Ze10 sels dois oito trés um oito cinco | trés

p. 359
Tabela de miltiplos da relacio entre a circunferéncia e o didmetro
fracoes
milhares de milhares milhares centen | dezen | unidad | 2
Cente | dezenas | Unida cente | dezena | umid as as es o
nas des nas 5 ades 5
zero sete um sete nove cinc | oito sels ¢inco =
0
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Saiba que o dois que estd na dltima ordem (a direita) das fragcbes ocupa a ordem
dos minutos em relagdo aos seis inteiros, supondo que dez de tais minutos formam um todo.
Se quisermos, podemos chamar essa ordem de décimos. O oito a direita estdo no lugar de
segundos, e nés os chamamos de segundos decimais. O trés a (a direita do oito) ocupa a
ordem das tercas e n6s os chamamos de tercas decimais, e assim por diante, de acordo com
as regras de calculo dos astronomos. Neste caso, partimos do denominador mais simples,
ou seja, da unidade (com zeros). Esse método de célculo com cifras indianas foi por nés
descoberto, assim como sua disposi¢do na tabela.

Expressamos esses niimeros a seguir da esquerda para a direita em estrofe distica:
wa-bakhdja khakhdjhi saz a za takh khavakhu
muhitun li-kutrin khuva” snani minkhu
62831853071795865

Se o diametro for dois e [falado] em persa:
shash wa do khasht wa se iek khasht
wa pandje wa se sefra bahaft wa iekra [haft]
wa nokh pandje wa hasht va khasht wa khsht
wa shash pandj ast
[O ndmero é, N.T.] seis e dois, oito e trés, um, oito e cinco e trés, zero e sete e um, [sete] e
nove, Cinco e oito e seis, cinco.

NONA PARTE
SOBRE O MODO DE OPERAR COM ESTAS DUAS TABELAS

Se o valor da metade do didametro for conhecido em ctibitos, farsangs ou outra

medida, escrevamos tal valor em algarismos jumal ou indianos, consoante nossa escolha e o
multipliquemos pela relacdo da circunferéncia
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para com o didmetro. Para isto, tomamos a tabela e comecamos pela maior ordem. O que
encontramos, anotamos em algum lugar. Em seguida, passamos para a ordem seguinte e
anotamos o que encontramos abaixo dela, da ordem. Entdo [v4] para a préxima [ordem] e
anote o que encontrar abaixo dela; o mesmo para a ordem seguinte, e assim por diante, até
terminar. Entdo somamos tudo e descartamos ao mesmo tempo o que estd em frente a
ultima ordem tomada inicialmente, ou mesmo em frente varias ultimas, se uma maior
precisdo ndo for necessaria ou se o circulo for pequeno.

O que se obtém é o tamanho do circulo em partes em que a metade do didametro é
conhecida, sendo que a sua ordem mais alta é aumentada em um em relagdo a ordem mais
alta da metade do didmetro, ndo importa se é zero ou um nimero. Por exemplo, se a ordem
mais alta da metade do didmetro for quatro vezes elevada, a ordem mais alta do produto
sera cinco vezes elevada, e se for quartas, a ordem mais alta do produto sera terca, se
dezenas de milhares, [a ordem mais alta do produto] serd centenas de milhares, se tergos
decimais, [a ordem mais alta do produto] serd segundos decimais. A diminuicdo das cifras
Jumal ocorre da direita para a esquerda e a diminuigdo das cifras indianas da esquerda para
a direita.

Exemplo. Queremos saber o tamanho da circunferéncia de um circulo, cuja metade
do didmetro é seiscentos e cinquenta mil oitocentos e quarenta e quatro e um oitavo de
cubito ou farsang. Nos escrevemos assim:

Em cifras Jumal
Inteiros Fracoes

Elevado uma vez
Ctibito ou farsang
Segundos

w| Elevado trés vezes
©| Elevado duas vezes

| Minutos

N
NS
N
=
w
S

p. 362
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Operacoes com cifras Jumal
Elevado3 |3 | 0] 18 |50 |5 |24 |4 |44 35|18 | 44 | 30
vezes 8
Elevado2 | 0 0 0
vezes
Elevado1 | 4 4 5118 | 34 | 57 14 | 18 | 33 | 13 | 37
vez 7 5
Cubitos 2 2 |30 |47 | 47 12 | 37 | 56 | 42 | 30
ou 4
Farsangs
Minutos 7 0 |43 |58°|56|16|11|4 |2
)
Segundos | 3 3 |8 29 (44| 0 | 47 | 26
0
Produto, i.e.,a | 0| 18 |55 |5 |14 | 14 | 36 28 15|26 |17 | 35
circunferéncia 6
€ |2 | E “
S leg | €282 |«]|8lg| ]2
E |2 |=25|&|5|& E|&|&| & |3
Em numerais indianos
Inteiros Fracoes
d| = =
= = \g (]
== Tl E
E| E S|
%) o =4
o3 | g
5| 5| 5| E|E|Z|E|E| E
S| S| 2| 8| 8|E|8| 2|8
ola|=|lo|AalolAalAalag
6| 5|08 ]|4]|4]|1 2 | 5
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(-] ~ i~ il il < o Deécima primeira decimais
o |m 17 [ P P P PR Décimas decimais
- | mi~|o|o|w o |e Nonas decimais
W~ wlo|mlmlo |~ |o Oitavas decimais
~ o || eafon |~ o - Sétimas decimais
~ o0 w00 | W - Sextas decimais g
e
= W e GIE 1G] - o Quintas decimais
m |, mi|lw|=|mle |= |= Quartas decimais
_|= |w» wl~|rlwlin |~ |m Tergas decimais
o
E " 2
'E‘ L] w w|ed| || m - Segundos decimais
£
g - ~ ||| wo|e- ~ Décimo
§ - | w|~|n|lo o Unidade
g
= - W A ~ Dezena
o |- o~ P Centena
g
o |e |o|n o™ Milhar %
w |= |o © Dezenas de milhar
~  |m o Centenas de milhar
m - Milhares de milhar
o v O |-y vy
-
s |3 $5
3 " -] L] 8 S _3 _3 a
E LB ||E|lB= = -
£5|55\52(5(3|5|SEBEISS
TIEHHEE R
8 E|& E|Z|8|8|5 o|= o|ja T
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Outro tipo com numerais indianos, onde comegamos a operar da direita e
aumentamos ordem por ordem a esquerda, [colocando cada ordem] debaixo de

ordem
Tercas decimais 5
Segundos decimais 2
Décimas 1 0
Unidade 4 2 5
Dezena 4 2 5 1
Centena 8 5 0 2 6
Milhares 0 0 0 0
Dezenas de milhares 5 3 1 4 1 5 9
Centenas de milhares 6 3 7 6 9 9 1 1
Produto, i.e., circunferéncia 4 0 8 9 3 7 4
Nomes das casas
0 %] n
& & @
E | E | E g
cls|Elz |8 |8 |3
B0 - = RTINS I Y= =
4] 5] 3 5
T g =
Y 9]
= =] N
— o [}
= ] )
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|ELWIIap Budu BWwidag

|BLIDSP BABHO BLIDSE

[EW3P BWINGS BWIDAQ

[BWIDEP BjxEs BLNA0

|ewWwaap ewuinb ewag

[EwRap EUEND BWIRRT

|ELUIEP BAEIE] WIS

|ewizap epunfas ewisag

|ewRap elawud BWRIg

SIELIAP SEWI3Q

SIELLIDAP SEUON

SIEWIIEP SEAEND

SIEWIEP SEWNES

SIELUIDAP SBYNaS

SIBLUIAP SENND

SIEWIER SEMEND

SIEWap sehia)

apepIun
euazag
BUDIUDD
apepiun
euazag =
BUAUAD
apepiun
a
o own
w o
¢
euazan 5=
2=
= E
2
BUAUA]
e
apepuun p
¥
o g
BUSZA o8
a >
£
a
=
BUAUA] =
apepn b
: 3
2,
4 a
euazag b m
g
=
=
BUAIUDD =
apepn -
I @
g
a
euazan = m
2
E
=
BUBIUAT =

siewDap sopundag

53794 § 5ITIA 3P SABYJIA

OLIRIRID] [BLIIDG
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E mais facil desprezar algumas das dltimas ordens e deixar somente o que
influencia na grandeza que ndo queremos negligenciar. Por exemplo, se a unidade de
medida de farsang e ndo queremos negligenciar os dedos no produto, entdo, uma vez que o
dedo é trés quartos de uma terca de farsang, i. e., aproximadamente um terco de uma quinta
decimal, o resultado que estamos procurando obtém-se se levamos em conta os quartos
sexagesimais ou sextas decimais e omitimos o que vier depois deles.

Se o circulo é pequeno, por exemplo, se a metade de seu didmetro for cento e vinte
sete ctibitos [e meio], entdo serd suficiente se calcularmos da seguinte maneira (veja tabela
19b acima)

1 0 6 2 8 3 2
2 1 2 5 6 6
7 4 3 9 8
g
‘g
E
5 3 1 4
13 0 8 0 1 1 0
E Inteiros FracoOes

Obtém-se entdo oitocentos e um cubitos e um décimo de cubito e esse é o
tamanho da circunferéncia.

No caso em que o tamanho da circunferéncia é conhecido e nés queremos
determinar o didmetro, nés tomamos o tamanho da circunferéncia e o dividimos pela razdo
da circunferéncia (para com o didmetro). Procuramos na tabela o maior niimero que por
suas cifras seja menor do a circunferéncia. Ao ser encontrado este numero,
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se a ordem mais alta nesta linha for zero, entdo também escrevemos zero na ordem mais
alta da circunferéncia anotada, ou seja, a direita de todas as suas cifras Jumal ou a esquerda
de todas as suas cifras indianas, e escrevemos o que encontramos sob isso de forma que os
zeros fiquem opostos um ao outro e o restante dos numeros os siga em ordem. Entdo
subtraimos um do outro e escrevemos o restante abaixo deles, e também escrevemos o que
estd nas margens da tabela na linha do nimero contra esse niimero em um lugar chamado
linha do quociente.

Esta [cifra] se escreve na ordem seguinte a ordem mais alta da circunferéncia
mesmo que ela seja zero. Em seguida, procuramos [na tabela] o maior nimero que seja
menor que o resto em termos de suas cifras, subtraimos um do outro e anotamos o que
encontramos nos campos [da tabela] em oposicdo a esse nimero, apds o primeiro, na linha
do quociente, ou seja, a esquerda do primeiro no caso de cifras indianas.

Assim [agimos] se o niimero na ordem mais alta do resto for inferior em uma
ordem do que a ordem mais alta que estd abaixo dele, ndo importando se é zero ou um
nimero. Se o rebaixamento for em mais do que uma ordem, escrevemos nos lugares
seguintes ao que estd escrito na linha do quociente, zero ou zeros em um ntiimero de uma a
menos que o numero de rebaixamento da maior ordem do resto em relacdo ao que esta
acima dele.

Sob o resto, escrevemos uma linha de zeros ou linhas no [em niimero igual a]
nimero especificado de zeros, de modo que a ordem mais alta da primeira linha fique
exatamente oposta a ordem mais alta do resto, mesmo que seja zero, a segunda [linha] fique
abaixo dela em uma ordem, a terceira em duas ordens, e assim por diante, até terminar, para
evitar erro e facilitar a escrita, [embora isso] ndo seja necessédrio. Escrevemos o resto
novamente sob o0s zeros e, além disso, exatamente sob os primeiros.

Em seguida, procuramos o maior niimero da maneira especificada e o subtraimos
do restante de acordo com a regra especificada e o fazemos pelo tempo que quisermos.

O que se obtiver na linha do quociente é aquilo que vocé procura.
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Se desejarmos, podemos anotar as cifras da linha do quociente nas margens do
esquema da operagdo em posi¢do oposta aos nimeros que procuravamos.

Exemplo: Queremos saber o didmetro de um circulo cuja circunferéncia é em
ctibitos igual ao numero que antes foi tomado como didmetro. Agimos assim:

Linha do Operando com os célculos Jumal

quociente

duas vezes Circunferéncia 3 0 47 24 7 30
elevado que procuramos 2 55 55 45 4 44
28

uma vez Resto que 4 51 39 2 46
elevado procuramos 4 49 1 35 29
46

ctbitos Resto que 2 37 27 17
25 procuramos 2 37 4 47
Minutos Resto que 0 22 30
3 procuramos 0 18 51
Segundo Resto que 3 39
35 procuramos
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Linha do Em nimeros indianos
quociente

Cem mil Circunferénciaque |0 |6 |5 [0 (8 |4 |4 |1 [2 |5
procuramos 0|6 |2 [8 |3 |1 |8 |53 ]1

Dez mil Resto que 2 |2 |5 1|2 |5 |5 |9 |4
procuramos 0 [0 O |JO |0 |0 ]JO |O

Milhares Resto que 2 |2 |5 1|2 |5 |5 |9 |4
procuramos 1 18 |8 [4 [9 |5 |5 |6

Centenas Resto que 3 16 |7 |6 [0 [3 |8
procuramos 3 |1 14 |1 |5 19 |3

Dezenas Resto que 5 |3 |4 |4 |4 |5
procuramos 5 |0 ]2 |6 |5 ]5

Unidades Resto que 3|1 17 |19 |0
procuramos 3 |1 14 |1 |6

Décimos Resto que 317 |4
procuramos 0 [0 |0

Segundos Resto que 317 |4

decimais procuramos 3
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DECIMA PARTE
SOBRE A DETERMINACAO DA DIFERENCA ENTRE O QUE E COMUMENTE
ACEITO E DE USO COMUM E O QUE OBTIVEMOS

Sabei que os que dominam esta ciéncia consideram que a circunferéncia é igual a
trés vezes e mais um sétimo do didmetro, e, portanto, seis vezes e dois sétimos da metade
do didmetro. Se representarmos isso em numeros jumal e formarmos a diferenca entre o
resultado e o resultado, os seguintes resultados:

Relacdo entre a circunferéncia e a 1
metade do diametro pelo célculo 6178 [34]12|8 | 34 - 8 |34
geralmente aceito
. 5 3 4
De acordo com o que obtivemos 6|16 9 28 | 1 4 51 6 14 | 50
. 3 3
Diferencga entre eles 00 |9 (6 |10 3 42 0 53 | 44

Pode-se ver que, para um circulo no qual a metade do didmetro é de trés mil e
seiscentos cubitos, a diferenca é de aproximadamente nove ctibitos e um décimo.

O autor de Presente para o imperador diz que metade do didmetro da abébada das
estrelas fixas é setenta mil e setenta e trés e metade do didmetro da Terra e calcula a
circunferéncia considerando-a trés vezes e um sétimo do didametro, igual a quatrocentos e
quarenta mil, quatrocentos e sessenta e dois didmetros da terra. Se calcularmos isso de
acordo com o valor que obtivemos, entdo a diferenca entre eles sera igual a cento e setenta
[sete] didmetros da terra, e fracdo, menos de um quarto. Assim, para um grau de
convexidade das estrelas fixas, tem-se aproximadamente metade do didmetro da terra, e
Allah sabe disso melhor do que ninguém.
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Dados numéricos 7 439822 97
7 439 82
3 18 85

Numero da fracdo 5 3 14

Produto 440284 78

Consta no Presente para o imperador 440462

A diferenca entre eles 177

A partir disso, fica claro que se multiplicar metade do didmetro por seis inteiros e
dezessete minutos, entdo a circunferéncia ficard mais préxima [da verdadeira] do que se
vocé multiplicar o didmetro por trés e um sétimo, isso também é mais facil.

CONCLUSAO
SOBRE A DEMONSTRACAO DOS ERROS DE ABU-L-WAFA E ABUR-RATHAN
(AL-BIRUNI)

Aqui estd a primeira frase do primeiro livro do Almagesto. Seja ABC um
semicirculo no didmetro ADC, centro D e linha BD perpendicular ao didmetro. Divida o
CD

g

pela metade em E e junte-se a BE. Construa EG igual a BE e conecte BG. Entao DG é um
lado de um decégono e BG é um lado de um pentagono.

Como CD é dividido pela metade em E e DG é adicionado em sua direcdo, a superficie
[construida por] CG
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e DG junto com o quadrado de DE é igual ao quadrado de EG de acordo com a sexta
sentenca da segunda [do livro] Os Elementos. Portanto, é igual ao quadrado de EB, ou seja,
aos quadrados ED, DB tomados juntos. Descartamos o quadrado comum ED, e fica: a
superficie em CG e DG é igual ao quadrado de DB, ou seja, ao quadrado CD. Portanto, a
linha CG é dividida no ponto D em duas partes na razdo média e extrema, uma vez que o
produto de toda a linha por sua parte menor é igual ao quadrado da parte maior. Segue-se
que DG se refere a CD como CD para CG de acordo com a proposicdo dezessete do livro
seis Os Elementos. Neste caso, a parte mais longa de CD é a corda de um sexto do circulo
de acordo com a proposi¢do quinze do quarto [livro] de Os Elementos. Portanto, DG é a
corda de um décimo de um circulo de acordo com a explicacdo da décima segunda
proposicdo do décimo terceiro [livro] de Os Elementos, e BG, é a corda de um quinto do
circulo, pela décima terceira proposicdo do décimo terceiro [livro] de Os Elementos.

Digo que CG é igual a corda do complemento da lateral do pentagono, ou seja, a
corda de trés décimos da circunferéncia. Como jé se sabe do anterior, a soma dos quadrados
da corda do arco e a corda do seu complemento é igual ao quadrado do didmetro.

A soma dos quadrados BG, CG é igual ao quadrado do didmetro, j4 que o
quadrado do didmetro é igual a quatro quadrados da metade do didmetro, o quadrado CG é
a soma do quadrado da metade do didmetro CD, do quadrado de DG e do dobro da
superficie de CD e DG, e o quadrado de BG é a soma dos quadrados da metade do didmetro
BD e DG.

Portanto, a soma dos quadrados CG, BG é igual a soma de duas vezes o quadrado
da metade do didmetro, duas vezes o quadrado de DG e duas vezes a superficie em CD e
DG, mas, como se sabe do anterior, o quadrado da metade do didmetro é igual a superficie
em CG e DG e, portanto, é igual a soma da superficie em CD e DG e do quadrado DG.
Portanto, a soma dupla da superficie em CD e DG e o quadrado duplo de DG é igual a duas
vezes o quadrado da metade do didametro, e a soma dos quadrados DG, CG é igual a quatro
quadrados da metade do didmetro e, portanto, o quadrado do didmetro.

Assim, se BG é um lado de um pentagono, entdo CG é um acorde de trés décimos
[da circunferéncia], e isto era o que procuravamos.
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Ptolomeu, na terceira proposicao do primeiro livro Almagesto, provou que a diferenca entre
a superficie construida sobre corda de um dos dois arcos e sobre a corda do complemento
do outro e a superficie na corda do complemento do primeiro arco e na corda do segundo é
igual a superficie no diametro e na corda da diferenca entre os dois arcos. Ele também
demonstrou na quarta proposicao do mesmo livro que a soma da superficie na corda de um
dos dois arcos e na corda do outro [arco] e a superficie na corda [do complemento ] da
soma dos arcos e no didmetro é igual a superficie na corda do complemento de um dos dois
arcos e na corda do complemento do outro. Portanto, a soma do quadrado da corda do arco
e da superficie na corda [complemento] do resultado de sua duplicacdo e do didmetro é
igual ao quadrado da corda do complemento deste arco.

Se essas regras estiverem claras, vamos prosseguir para a determinacdo da corda
de uma parte e meia, verificar o que, na opinido de Abu-1-Wafa, é a corda de meia parte, e
esclarecer o erro em seus calculos, encontrar o arco de meia parte e verificar sua exatidao.

Este célculo é o seguinte:

Explicagdo
da
operacao

Elevado duasvezes
Elevado uma vez

Partes
Minutos
Segundos
Tercas
Quartas
Quintas
Sextas
Sétimas
Oitavas

Cinco quadrados
e quarto do
didmetro, ou seja,
soma do
quadrado da 11500 o |o]o]o|lo|o]o]|o
metade do
diametro e seu
quarto

A raiz disso, ou
seja, a soma do
lado do decagono
edoquartodo 1 | 4 | 5 |4 15500 | 29| 39| 6 | 54| 20
didmetro, ou seja,
EG

Subtraindo um
quarto do
diametro, sobra o
lado do
decagono, ou
seja, DG.
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A soma do

quadrado deste e do

quadrado da|1 22 |53 |4 39 |30 |20 |53 |0 40 |0
metade do

diametro, ou seja, 0
quadrado do lado
do pentdgono

] lado do | O 1 10 |32 |3 13 |44 |21 |54 |54 |55
pentagono, ou seja,
BG

A linha CG, ou
seja, a corda de trés
décimos, a cordado | 0 1 37 | 4 55 {20 |29 |39 |6 54 | 20
complemento do
circulo até sua
metade

A corda de um
terco do circulo, ou
seja, 0 0 1 43 |55 (22 |58 [27 |57 |56 [0 44
complemento de
um sexto, que foi
visto anteriormente
na quarta secao
Superficie na corda | 1 37 | 4 55 (20 |29 |39 |6 54 |20 |0
de um sexto e na
corda de um quinto
Superficie na corda | 2 2 10 |7 56 |1 47 |58 |39 |33 |50
de um quinto e na
corda do
complemento de
um sexto

A diferenca entre 0 25 |5 12 |35 |32 |8 51 [ 45 |13 | 50
eles

Dividindo pelo
didametro, obtemos
a corda de um terco | 0 0 12 |32 [ 36 |17 |46 |4 25 |52 | 37
de um décimo do
circulo, ou seja, a
corda de doze
partes

O quadrado 0 2 37 120 |14 |11 |20 |19 |37 |39 |52
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Subtraindo do quadrado

do didmetro, resta o 3 57 |22 |39 |45 [48 |39 |40 |22 |20 |8
quadrado de corda de

168 partes

Extraindo a raiz 0 1 59 [ 20 [33 [27 |31 [40 |36 |15 |34

Adicionamos a raiz o
valor do diametro,
aumentamos em uma 1 5 (50 |7 57 |32 |27 |1 7 40
ordem e extraimos a
raiz disso. Obtém-se a
corda de 174 [partes]
Adicionamos a essa raiz
o diametro, aumentamos
o resultado em uma 1 59 [ 57 |31 |57 |51 |48 |7 9 7
ordem e tomamos a raiz
O resultado é a corda de
177 [partes]

Da mesma forma,
obtemos a corda de 178 1 50 |59 |22 |59 [22 |14 |35 |8 41
[partes] e 30 [minutos]
Subtraimos o quadrado
deste, ou seja, a soma
do didmetro e corda de
177 partes, do quadrado | O 0 2 28 | 2 8 11 |52 |50 |53
do didmetro. Sobra o
quadrado da corda de
uma parte e meia
Extraindo a raiz, | 0 0 1 34 |24 |42 |19 |1 57 | 12
obtemos a corda de uma
parte e meia

Registramos zeros vermelhos nas células livres de ntimeros para distingui-los dos zeros
obtidos durante a operacdo.
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p. 378

J& que no final da tabela da primeira operacdo obtivemos a corda que, segundo
Abu-1-Wafa, é a corda da metade da parte, a corda deste arco triplicado, igual a 1 34 14 39
7 59, que é menor que a corda de uma e meia que obtivemos na tabela anterior igual a 1 34
14 42 19 1, em trés tercas onze quartas e fracdo, entdo é claro que o que Abu-I-Wafa
encontrou é menor que a corda do arco de meia parte em cerca de um terco da diferenca
indicada, entdo a circunferéncia obtida a partir disso esta incorreta.

Do mesmo modo, o que se obtém no final da tabela da segunda operagdo coincide
exatamente com a corda da metade da parte, de onde fica claro que o valor que demos para
a corda da metade do arco na parte final da tabela da segunda operagdo esta correto.

Quanto a verificagdo do arco de duas partes,

O que é dado na
sétima linha da
segunda operacdao |3 |59 |58 |54 |12 |30 | 25 | 59 | 27
(o quadrado da
corda do
complemento de
uma parte)
Subtraindo o
diametro deste,
diminuida em 0 |1 |59|58|54 (1215|3025 |59 |27
uma ordem sobra
a corda do
suplemento de
duas partes

O seu quadrado 3 |59|55|36|50|14]10[48 |21 |7 |51
Subtraindo esse
valordoquadrado (O [0 |4 |[23|9 |45|49 |11 (38 |52|9
do didmetro
sobra o quadrado
da corda das duas
partes

Portanto, a raiz
deste é o valor 0 [0 |2 |5 |39]26[22]|29|28|32]25
correto da corda
de duas partes
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Uma vez que Abu Reyhan [Biruni], ao determinar o perimetro do poligono, obteve
2 539 43 36, é claro que ele se enganou, pois, isto excede o [valor] correto em dezessete
tercas quatorze quartas, embora em suas tabelas ele tenha dado o seno’ de uma parte, ou

seja, a meia corda de duas partes perfeitamente correto.
Esta é a tltima coisa que queriamos apresentar, gléria a Al4, o mestre dos dois

mundos. Gragas a generosidade de Al4, este livro termina aqui.

12 ~ . . ~ .
Na tradugao russa consta seno, o que merece uma investigacao posterior.
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7. Texto original

TPAKTAT OB OKPYIKHOCTH [

1 | Xpaza angaxy, o6aaalmeMy 3MAMWCM OTHOMIGITHS
muavMeTpa’ k owpys:kuoctn [2], 3Haowemy Beaway Beero
CJIOZRITOLO I HHPOCTOLO, TBOPILY 3eautit i 1efa, co3JaTeiin CBeTa
po TeMe. Baarocaopeune n mup Myxamwveny Mycrade [2],
HeNTpy KpPyra LPOPOROB 11 OKPY/RHOCTH, JNAMCTOM KOTC-
POH ABIMCTCH HACTABJACHUE HA UYTH UCTILILTD I (‘llpune}{.:ll'!HO"
CTH, & TAKMKE CTO IOTOMCIBY, A0GPY I Cro TICTHIM j(pPY3BM.

ITocaie [ororel: TBopenue peeppunmero agmaxa, [Hageiome-
ecs] ma ero upomeine [[remmmiy n6n Mac’ym ntn Maxay;,
ppau 1u3 lamana, 1o mpoazsanmio Lusic, jla yayumrt axiax
ero ey)mly, TOBOPHT:

Apxuaen Jonasai, 4ro ORPY/RU0CTL TPEBOCXO}NT TPOii-
HOI  JUraMCTp  MCIBINC, YOM 11a O/(ITY COALMYIO jinaverpa,
i GoJBLIe, TeM HA HCCSATE CeMBICCHT LepsMX ytamerpa [1].
Pasmocts Memay stimin anyyst [poGsivin] cern ofma wersipe-
cra meBAHOCTO cejapmast.  IloaronMy B wpyre, ;uramerp Koto-
POro PaBCH YUETLIPEMCTAM JfIEBANOCTO CCBMBIM  JOWKTS, Cy-
craga, Gaumbyra wiam Qapcarmra, [°], Beauwmna oxpymnoctu
Hel3BecTiia # COMHIITE TbHA B MPCIeTax OHOTO JIOKTA, OTHO-
ro cycrapa Oamfyxa mam ogmoro ¢gapcanra, a B HauboIbIICM
Kpyre, DaXOjIICMCH Ha 3CMIOM IIape, 370 HeH3BCCTHOC HAXO-
OuTCs B IpefiesiaXx IATH (apcanron, TaK KAk cro JAmaMerTp
NMPUGINBNTEIBI0 Paned AT DT KodrdecTnaM Qapeanron [6].
B mefecnom e uoxce 3o0j01aKa 910 HCUZBECTIOC MAXOIHTCS
B OpereJax 3HaAYHTCHILHO OOJBIINX, TUeM CTO THICAT (apcamn-
rop [7]. Ty BeauTInBl YPE3MEPIO BCIAMKN  YIKC LT OKPYHc-
HocTell, a uTo ke Oyser mpu namepeimn miomajieii! Coberven-
HO ox [Apxumen] ompepcina mepuMeTp BIHCAHMHOTO B KPYT
[eBAHOCTOUCCTHYMOABHARA, MCHBLINI  ORPY/RHOCTY  HTOrO
KPYTa, Tak KAR Kajias U3 ero ¢TOpPOoH MCULLIEe UVTH, I7is
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ROTOPOIL, Ofa ABJIACTCS XOPI0i, It WO3TOMY CyMMa BCeX CTOPOT
[xmoroyroasmkal meneme orpysxnmocru Epyra, [B noTopmii
BIMCAH MUOrOyroapHnnl, a ranme [Apxoven onpejemmal me-
PUMeTp OHNBCANTOTO OKOMO KpYra MIIOTOYroaLHIKA, TTo100-
HOrO HepPBOMY, W B TCPROM TPCIOMRCHUIL TCPROM KUWrH
CBOCTO COYMHCHOMH ON JI0KA3aM, 4TO 3TOT HEPHMCTD OGOMBINC
ORPY/RHOCTH RPyTa, HpHUeM pasHocTh MCRAY Imau [meprn-
MCTDAME BUICANIOrNO M OIICAHNONO MHOTOYIOABHIEOR] TaRo-
Ba, wWarR yraszago Bbeilme [®].

Aby-n-Bapa Byssani 10i1yani ¢ IoMOmBIO 11 paéimnsie -
HHOTO  BLIIHCACHMA XOpPjly MOJOBNUTT OJ(HOIl 1'PeXCOTIIeCTI-
ACCATOIT FacTn OKPY/RHOCTH I TCX YACTHX, B KOTOPBIX ilia-
MOTP €CTE CTO jIBANUATE, I, YMIOKAB 3TO 1A CCMBCOT J{BAAIIATE,
UOJYHUUIL  UePUMCTP MHOIOYIOZABUITKA, BIICANNOLO B KPYT.
Omr ompese i rarske MepaMeTp HOA0GHOTO CMY OIMICAHIIOIO
MHOTOYIOABHUKA M yTBCP/KAAT, YITO CCII AMAMETP CCTH GTO
ABAIIATE, TO ORPYRROCTE ecTh 370 ¢ gpolnio, Goapmeii 59 10 59
TepIuit u  meHelmeidr 59235412 xpapr. Pasuocts MO
ATHMI Beanwrnamii cetk 1259 12 wnapr. 970 Aasi HauGoAL-
Wero Kpyra, HaXoiaierocs Ha semie, TpAGAH3NTeI6HO PAaBNo
Thicade Jorren. Ilpn stoM on omuGoymo cunrtadq BeTHUNEY
xop;et mozonuias  [360-1] wactn sa 03124555455, Bro
Henepuo:  wpapiureioe  [smaverme]  cern 031 24 50 58 36,
Eal{ MLl [IORaMCM HUIEE,

A6y Peiixam BHPYHE monyuni Xop;y By x TPCXCOTIICCTI-
JCCHTHIX  acTelt  onpyykuoctn. On Hames, 4710 HepuUMeTp
CTABOCLMI ACCATH YTOABHNUKA, DIIICAHHOTO B KPYT, eCIb
6165910480, a mepumerp 10,106 0010 My GIHICALTIONO [MITOrO-
yronbunwal cere 617158196, upunan IMONOBUITY HX CYyM-
MEL 38 ORPY/RHOCTL KPYTa W ICPCII2 OT 3HAMCNATE N s APOOI
[Bmectnacesire pustb X | nadpax & upniickn ndpans, [ PITHSI B
ABAMECTD 3a ejITHILY. JTO COCTaBINeCT JIIf KPyra, PaBHOIo
nanGonriueMy WpYry, HAXOASIEMycs Ha seMiae, nphGamsn-
1eabuo Qapceanr. Ilpn svoM BEIYUCACHUI OH OITAGOYHO opn
a1 xopay asyx [360-x] vacreii 3a 2539 4336, B 1o BpeM:
RaR Ao0d:kH0 OBITL 2539 26 22. Oxuaxo B taGanue CHTIYCOB,
[moverennoii] & ero «Ianone Mac’yuar, on NpHEIA, 9TO Ch-
Hyc opuoil [300-ii] wactn, 1. e. MooBRAHA XOpPuEL OBYX uacTeii,
ecrb 124943, uro BepHO, B TO BpeMA Rar B YJBOELHOM HMe-
erest omnGra. ’
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Tar xar o7TH ACHCTBUs IMPHBOJAT K OIIIOKAM, MBI XOTAM
TAKR OIpe/IeANTh OKRPY/KHOCTH Kpyra B YacTAX, B KOTOPHIX
BLIpasKeH [UaMeTp, 4TOOW MEL GHAU yBCPeHb, YTO B KpyTre,
jMaMeTp KOTOPOro paBeH NIXCTHCTAM THICAYAM JHAMCTPO
3CMITIT, pasHMua MEGLYy HeM [TI0iyYeHIOM e ndiiioli ORpyis-
moer | w nernmrol 6nicta ne Gonkire Bosoca, T. ¢. 0/LHOIL TIC-
¢TOIl UIAPHEE CpeiHel'0 SIMMCHILOTO 3CPHA, TaKk UTO Pa3suocTih
I wpyra, | mepsmero €en 3107, Gniia Onl ciue Menblle.

fI cocTaBnil 8TOT TPAKTAT, COAEP/RauHil 3TO ompejedaciiue.
ozaraasmi ero «parmam o6 oxpyycuocmUy W PABJEIANI CIO
Na MeCATL pasjeaol H samiouenne. fl yMomAw0 O IOMOIM
[IOPOToro N UICAPOro afiaxa, NaNpapiisiomero fac ua nyrh
wernns [Y].

HEPBELII PA3/IE1

OB OIPEIEJENIT XOPALL ANTH, ABIAIOMENLCH CY MMOII
AYPI ¢ U3BECTHOI XOPION, IT 13T, ABIAIOINEICH
1M0.10BIHOM EE JONOJHEHITA 10 HOJAYKIYFA

I ronopio: [mpsivoyroneias] mose pxwocts, [moerpoemiasn|
ja CyNMe JHAMCTPA M XOPIB! R&IA0H AYTH, MeHBLICH Toiy-
Kpyra, i ua mosonuHe jmamerpa [1°], pasna wsaapaty Xopiet
MyTH, PABHOIT CyMMe TepPBOI JIyrit i TTOJAOBNHBL € JIOUOICITI
A0 1moyRpyra. Jlas gonasaTteiberTBa IOCTPOMM Ha JHumg
AR moaynpyr ACB e uenrpoa E, mposejeMm 11pOU3BOAEAYIO
xopiy AC, pasjemint pomonam [ayryl BC, spmawmyiocs
nouronnenueM ee [nyru AC] jo moaywpyra, v touse D uw co-
exuuum AD. Torpa yrpepsiierne [racut]: nosepxHocTs 1a
mooBine JEaMeTpa 4 cymme Al c AC pasua wpajgpary <D,

D c
c
/)
A £ & 8 4 £ a8
Nlowazatenasctso. Cocpymmm BD. Torpa yrod

ADB nipaMoiil o TPAILATOMY TPEe;L0/RCHITIO TpeThell [eanrm]
«Hanam» [11]. Batea omyerny ua tounn D meprenaky:iap DG
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aa g AR, Ilonywarea tpeyronsamwn DBG n DAG,
nopobunie Tpeyroununky ADEB 1mo BOochbMOMY TPCII0ACHIIO
mecrol [rmura] «Hawan»y [12]. Tlosromy jmamerp AB orTno-
cnreA kK AD, rar AD w AG, u no gepartnayatomMy IpeioHse-
umo cepMoi [kunrn] «IMavamy [1¥] mosepxHOCTs HA MMaveTpe
AB m AG panuna msajpary AD. Jladee ontycTtiM 13 TOYRH £
neprenmmryaap K4 wa AC. Torma rovka H ecth cepejuiia
AC o Tpervemy npemToskenio Tperbeit [kamrm] « Tlagans [#4].
Cocjumum L0, Tar rax secumuna yriaa BAC ects nonosnia
oyru Cf3, a aro pemumna yraa B/D, srn pea yraa [BAC
w DG pasun. lostomy tpeyromsimmn AU w EGD passw,
TaK Rak y X upsasanie yrawt /H, G, paBsnic yraw [, A
i papuobic croponnt Af, ED. Tloaromy cropona JiG; papua
cropoue. AT, apasuowmelics nmomopuronl AC, W OOBePXHOCTD
ma AG, T. e. cymme noaoBmsl gramerpa 1 <G, pannoil momno-
pimuc AC, n ma amamerpe pasna wnaupaty AD. Tar rai uo-
BCPXIOCTE & OAMOIT JINIMII B HA WoJoBuUmE Jipyroil panma
MOBCPXNOCTH 114 MOJ0BUIE TePBOHI B HA Te0il JIPyroi, To
HDOBCPXNOCTE 14 cyMMe JinaMeTpa 71 yaBocHHOILL /7G, T. ¢. Ha
cymme juramerpa it AC, 1 na noJionime OEaMCeTpa paBl—Id KBajg-
pary AD. 910 7o, uro mMmur xovean [jorazare] [*].

Ecan AC pmpamena B 1e¢X 9acTsx, B KOTOPHX TOJIOBTHA
jutaneTpa ecTh HecThIceAT, npuianny K neil juaMeTp M HOBE-
cuy cymmy na [mreenuecarepiansii] pazps [1¢]. Torma pe-
ayaeprar Oyjer wpajiparom AD.

BTOOM DPA3IEJL

OB OIPETIETENUN HNEPAMETPA HPOH3BO. ILIIOTIO
MIOI'O¥ IO IBHITIKA, BILMICAIIIONO B KPYI', I 1IEPHMETPA
NOOBHOTO EMY MUONOVIOJBHIOKA,
OIIICAHHOTO OKOJIO IKKP3TA

IMocrpony ma mnmnn AR mosywpyr ACHB ¢ newrpom E
¥ npepmogaoscns, wro [yral AC—oxua mrecras oxpy#suoct.
Torma xopna AC pabra Tomosiie jlnaMerpa Mo HATIATIATO~
My npe;rroskenmo uerseproin [wunrn] «Havan» ['7]. Barem pas-
penum nomonam [pyry) CLf, ssrsomylocs gomosHECHneM [Xy-
ru] AC jpo moaywkpyra, v L), [paspénum womomam ayryl DB
B G, layryl GB n H n tag paiice cROIBKO yrofHO. INaR MEI
ylasamu B OpeApInymeM pasfene, 6naronapa [maseernoii xop-
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acl] AC, cranmosurcsa wapectuoii u [xopnal AD, oreojia crado-
piTes napectioil [xopaal AG, oreoja eramoBuTes N3BECTIOI
[xopnal A m rak madgec crxoIbro yrogao. Teweps, ccam met

c

L
F

£ a%

HOTYSHAI, HATpHMep, Xopay Al m Mo xorum OmpejicirinTD
| xopzy B1I, poutem npaapar Afl ma mBajpata jnaveTpa
B octamertcsd weajapar xopist B, tar naw yroa Al mpa-
MOIL IO TPUMATOMY Hpenokernio rperveil [wmrrin] «llauazsy
['¥] &, cuenosareasuo, wnagpar A3 pasen wnajgparam Al
HB mo «rcopenme uesectny [1Y]. 3atem pazmenunm nomomam
ayry Gl B rousre F o coegumuy JoF . Dra smmmst JIeiNT momo-
aam xopjiy BH B I. popejeM racateisayio FL K kpyry B tov-
ke £, noceranun B oToune K jna weprenpunyiapa KK, FL
® I'F no obe cropount [or neel, coe;umny EA w npopoisros
[cel mo L, a rawsre [mpopomwarv] L8 jo K. Torpa KL dymner
uapanaensna M i1, tar ke wax B/ cerv cTtopona muoro-
yroanmia, nuneanitoro n wpyr, KL cerh eropona nojo6H0ro
eMy MIOTOYIOabHHKA, OlMCAaRmoro owoiao wpyra. Ilpi aTom
TpeyrosteHury EK K n FLE pasaw seagyy cofoit n viojo6ii
paBHLIM MekTy cofoil Tpeyroasamiast oL w SJHI. Hostomy
El orpoenrrena w [XF, sapasomeries MOSTOBHION jinaseTpa, Kar
BI v FK, n raroso ke oruontrzumwe B w K. Mooromy [
oriocntest © [F, awasomeiics 1m30nTHKOM  HOCTCAYIONTICTO
[wzrera oroil rpomopin | 1majy rpejsiyngin, Kaw xopma BH
1 usborry KL uaj B, a takoso ke ormomenie [cyns]
BCeX CTOPOI MIOTOYrOJALIHKA, BIINCALION0 B KPYT, OO 113
cropon wotoporo gnasctes BII, wo peem [Bvecte Bamrnim]
H3OBEITRAM CTOPOT OITHCATIION0 MHOIOYIOMBHUKA, OJHOH H3
CTOPOHE KoTOporo sBiasierest K[, Hag TepDEIMII cTOpOHamil,
[ilmemsa] ET ccre modosmHa [awimm | A1/, rark raw tpeyrois-

A
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332 JOEREMITL THACO, UL BALLT

Huwn AHDB st FIB no;o6usl 8 ey voro, wro yraw 17, I nps-
Mpie, yroil /A upn oRpy:RHOCTH, cTArnpaeMuril nyroii BH, pa-
BCH LcUTpalbiioMmy yray f9, crarnpaeMovy myroil BF, asmns-
iomelicss mosoBunoin xyru BH, a /B ccrbs momonmEa AL,
Tawruw oGpazowm, K7 eets nogopora A/l . Tlovromy, 1HOCKOTBKY
Ie] v Bl cramyT nasectHpl, yiRasaimibie OTHOMICINT TAKMe O -
YT O3BECTUL, I KAR MUIOIOYTOALIUNG, BINICANULLI B KPYT, TaK
W MHOTOYPOMALIMNEK, OIACAuLIT 0K010 Hero, Tamme Oyay:
M3BECTHBI. JTO TO, 9T0 Muf Xote s [nosnyauwrs|.

TPETHIL PAS/EMN
0 TOM, HA CKROJIBKO YACTEN HYIMKRIIO PA3ETHTH
ORPYMIHOCTH T 10 KAROIO [WECTHIECATEPILIYHOTO]
PASPALA IIVIRIO NPOH3BOAHTE JIEHCTRIE, YTOBRLI
HOJAYYEUNLIN HAMII HEPOMETP? OTANIAICS
OT ORPYMNRHCOCTH JAHHOI'O KPYUA HA BEJAITYAQY,
HE NPEBOCXOAAINVIO BOJCCA

Smait, «T0 y Rpyra, jamasMerp KOTOpOTO B HIeCTHCOT THICHH
pas 00JbLIe jpIaMeTpa 3eMIN, ORPY/RIOCTE TAK/KE B MIECTHCOT
TLICHY Pas GOALIE OKPYRNOCTI 3eMar. 13 9ToM Kpyre GyaceT:

pasnye TRICHWL  INECTHCOT  WICCThCCHT  IMECTs U e |
| - TPETIE GRPYAHOCTIT 3CALITT

llp]tG.!!IH!lTU.“vﬂ'O TMBAANATH CEMbL 1T TPl 9CTiep-

Momys TH TOVD e

]

| WPHOALUBATEALNO TPIT THICHYIL CCMLCOT HETRIPE
P CeryHiaa (PapeanTa, ecTi ORPYHCHONTL 3L [IpHisTa
aa] pocesms TRes papeancon

|
[
|

| I‘U{)I'UIS] ‘ ]'J'IHIG.'(IIZSIST[‘.'TI;ITU NecTLI00AT JIR (IIHP('HII]'E[

upnGausnreasun Gapeant o TpeTs O le-
caroli [dapeanra]

RNisapra

TinuoTn NPuGANBNTeILNG JIBeCTH HIQCTh JT0WTCIH

% Cexera } OPUOHESITCTILHO TP Il TPCTH TTORTH
l; Comrma | O4na 1 TPeTE TATLNd, T. €. COPOK BOLCME BOIOC
Cirerann ] UOTHIPe TATKRIX TONIINNLL KOHCKOTO  ROJIUCA T
L R4 Ll |

e OTe Menniie [29]
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Tax ofcTonT memo, ecam ORPYIRIOCTL €CTh TPHCTA IHCCTh-
pecar. Egin ke osaecth TpHCTa COMBIECAT CeMb ¢ ipobnio [*1],
TO €€ OKTaBaA MIIOTO0 MCUBLIZ HeThIDeX HIATHEIX TOMUIITHE
BOJIOCA.

Ilosroay, ecan MoI oupejedny UCPUMCTPL JIBYX MIOTO-
YIOMBHUKOL TAKUM O0PazoM, YTO PA3NOCThL MEHLY HIMIL He
JOCTHTACT OO OKTABLI, TO, CGICTOBATC/ILHO, PA3HOCTE MOR-
Ay HMMI OOAaBHO HC AOCTHIEcT 0An0ro somoca i rem 6oiaee
TAKOBA PaszliocTh MEHULY KarmLIM 113 HUX 1 JelcTBUTCALIOL
OKPYKHOCTBIO KPY1Aa.

Har 11 snacms, [mepnuverpl muyTpennero Muoroyrosie-
PHEA oTHOCHTCH K nadutiy nag unM [nepuwerpal suemmuero
MOOrOyrOMBIKRA, KaK PaccTofiiiie OT HEHTPa kpyra 10 cepe-
JUHBL CTOPOHDL [BHY TPeHHEI0 MHOTOYTOABIITRA] K €ro jlonoi-
HCHIIO 0 TOJNOBABEL AHAMCTPa, T. €. PACCTOSIIIO CC PEHITL €10~
POBBI OT ¢e Pe;INTIEL JIyTH, XOPjla KOTOPOIl eCTh CTOpOua. 70 j10-
HOJHEUHE SIBASeTCs CTpeaoti aToli gy [ 22].

Tut snacmbs Tars/ke, YTO OTHOLICIIHC TIOTTOBUHK AnaMeTpa
K ORPY/KHOCTM MEHEILI2 OOl H12CTOil na MeHBIICE, YCM TPeTh
ool ceapmoil omroit mecroit [**]. llostomy naM oysmno
B3ATE B KPYIre MUOINOYTIOABHUK €O CTOJL HOJBILHM 4HCIA0M
cropoH, Y1oGbl OTHOMICHIC CTPENBL LYl KA ¢TOPONH
K JIOHOANEeNHIO CTpenti 10 TOJ0BMILL JnaMeTpa Oniio 0wt
MCTBIIC OTHOIICTINST  OIU0JT  IIBCTOH  OKTABBEL 1K CHUMIIMIE
Ha Tperb  OJHOoI  cebMOI Drofl o;uoil mreroit wnu [emel
Goseie, T. ¢. 9T00H 9T0 OTHONLzie Opil0 panno BOChLMI
momam wau yennime [2¢]. Torja xopja JIOMOMINCHIT YT
RayRIOM  CTOPOHLI Oy/eT MCHILIZ jHaMeTpa Ha ImecrHa-
AMATL MO, Talk KAk ykasanuasg Xopia pasHA yABOCHHOMY
yraszauvwomy paccromunio [#2]. Tlootomy pasnocts nBajgpa-
Ta mEaMeTpa M cc KBAJpara MCNploe, YoM ITPHOIHAITETBHO
yUeTBe peIuLIC WecTHajnaTh 0H, TOXHITEE Ta OJUL Paspsi,
T. €. MOHBII2, YeM OjiHa cenTava n uernipe ortTanel. Iloaromy
ROpens W3 aToro, 1. ¢. xopaa, |t. .| madggas us cropou, He
mpesocxomuT Bochyit kpapr |#°].

Ecnu mur 6yaev pas;iBauBaTh TPCTH OKPY;RIIOCTH IBAATL

3 BOCCMB | pas, TOAydIuTCA JIyra B HATE KBapT COPOK CeMb
KBHHT ¢ [pofLIo B Tex HacTsx, B KOTOPHX BCA OKPYHHOCTD
papua TpeMeTaM IISCTHACCATH, Kak HCH0 N3 CilcAyomed
rabamisr [27]:
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AUREMUIMLL CIACD L0 BATHLL

Iogropuoe yunonm;e_ UICHD CTOPOH, Hadlilas Towtopmoe
[v) TPC}' TOJNLITLITA
25 |55 | 28| 28] 8 i
£ = 2= | 3= = e} =
= |25 |EE|Es|55| s |2 = | E| E
< |ER|EE (28|58l &8 | & | E | 2| &
= S| s | 22| 8 = g = = 3
: |

0 3 120

L 6 6O

2 ! 12 30

3 24 15

4 48 7 30

5 1 36 3 45

6 3 12 1 52 30
7 4 24 0 56 15
8 12 48 28 7
9 25 36 14 3
10 51 12 7 1
i1 1 42 24 3 30
12 3 24 48 1 45
13 6 49 3 0 52
14 13 39 12 26
15 27 18 24 13
16 54 36 48 G
17 1 49 13 26 3
L8 3 38 27 12 1
19 7 16 54 24 0
20 14 33 48 48
21 29 7 37 36

2 58 15 15 12
23 1 56 30 24

24 3 03 1 0 48
25 7 46 2 1 a6
26 15 32 4 3 12

27 21 4 8 6 9%

8 { 2 8 16 12 48
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TEAKTAT 0B 0liPYIiRLIOCTH 335
PAsABOCHHE TPeTH OKPYHFUOCTIH
e ‘m_ Z =
= — E = E = E
= 8 = = = = - 32 b= 8 =
= | 2| §| | &E| 5| &E|E| 8| &) &
8 g Z 3 S g = S| & B| B
|
30
45
52 30
506 15
28 7 30
44 3 45
22 1 52 30
11 0 6 15
35 a0 28 7 30
17 45 14 3 45
38 H2 37 1 52 30
49 26 18 a0 a6 15
24 43 9 15 28 7 30
12 21 34 37 44 3 45
6 10 AT 18 02 1i 52 A0
3 5 243 39 26 0 6 15
1 32 41 49 43 0 28 7 30
(4] 46 20 54 o1 30 14 3 51
23 10 27 23 45 7 1 52 30
i1 35 13 42 52 S5 30 a6 i5
5 47 36 5. 26 16 45 28 7 30
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346 CUGREMINNLE DIICD A H 1AL =

Hecoymenno, 4To Xopja 5Toil MyrH MCOLIIZ CeMIl RBapT,
TAR KAk XO0pja BCAROI JAYyri, cclIM ORPYAHOCTL eCTh TPH-
cTa IIXCTHCCSIT, a AmaMe1Tp—CT0 JABANNATL, He IIPCBLIIacT
ayry ua Tperbk o;noit ceunmoi ee. Iloaromy aw Bunmoew 1
KPYr Tagoil MIIOIOYTOILIWEK, C10 CTOPOH Kotoporo [panto]
BOCHMHCTAM TUSITH  TLICHMAM TLICAY TPEMCTAM MISCTIL ThiCs-
uaM TpeMeTavM  HeCTHecsrH  nocbMi [%%], ero mosmsroc—
1 2 8 16 12 48.

Tark war HepBLll paspsjy 9TOr0 uYncia—IsiTepusie [1moj-
HaTLe ], 1AM HYSRHO HMaiTil BeAauuwiiy o0l CTOPOHLL TakiiM
oOpasom, gro0s upencdperacMas acTh ApOON He BEIXO;UIIA
6ot 3a mpeaeas [exnmine | rpunajuaroro paspaza, WoTOMY 4TO
eCIIT MDL YMIO/RHUM GTOPOHY Ha 9TO UHCH0, Hpeucdperacias
yacTh APOOIT 13 HCPIMCTPE e BEIIICT 3a MPeC Ll OH0M 0KRTa-
Bbi, B0 ccnm ymwoanTh mwiatepooe [moyutaroe| Ha Tpegenumy,
HOIYIITCA ORTALA.

Tarn <ar gepbuil Ppazpag BCMIMUME OJHOI CTOPONLI MCHB-
Lle cemMiu KRApPT H ¢ KOHCO—TPEJIeNUMbl, a8 CCHIl YMHOMIUTH
TO, UTO MelbLile CeMH KBapT, Ha TpeacHumy, MMOITYyIures
MEHBLIce CoMHM B ceMHAainaToM paspsme, To pazHuna [7. c.
ownGral j0s wBamparTa TOIl cTOponnl e AOJKHA JIOCTH-
IOy TH 9700 BCTNUUNLI, TaKk Ke Kark TSI ee JOToAneliis
I 701 TO0, W0 HOSLYTACTEST TP MOHFGKe HIIT 1a 0/H paspsii,
0 TAK jacjee 0 TOoro, Ha YeMm madnnaercsa aciicrsuce. lloaToay
HCKOMOC 11041 Y UHITCA, CCIM MuT OyJIeM OnpeyedisiTh XOPAsl CIo-
cof0M, YKazamubLM 11AMU B JIBYX OpeAsIyIINX pasjie’aax, 1o
TeX MOp, MORA He JOAYUUM IIePHaMeTp MHOrOyrofibunKa, 1Hc-
210 etopon woroporo pasuo 1 2 8 16 12 48, o Oyjem npousso-
UrrL gelicTue Ji0 BOCeMIaIUaToro paspspia.

YETBEPTLII PA3/IRIL
O JIEMCTBIUIX

Hpn6apum puametp, papusii 2 0, © ¢TOPOHE MICCTIYTOML-
nnia, pasaoi 1 0, moaywrrea 3 0, TOBLICAM 3TO A paspsi,
noayunrea 3 0 0. BoapMeasr wopeHB 13 310T0, OptbanuM i
gemy 2 0 ¥ gojupmveM 910 Ha pPaspsia, a 3aTeM BO3BMEM
KOpens W3 J7TOro; Mnl IPOH3RENICM ABA/(ATH BOCCMB TAKMX
HelicTBHIL.
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TPALTAT O ORPYHITHOCTH 337

Ilpr stov s Oyjlear mepeXxo;uith OT OXHOrO JICHCTBUH
I IPYIOAy TOAbLKO IIOCII¢ HOBTOPEeHNst ¢1'0 ABa-TPN pasa M,
Kpose Toro, OyjleM rapaoTupoBaTh ceda NpoBePrROi ¢ MTOMOILLIO
MepHiAa  JICHerBia,  YMUOMReTHeM WOPHST TPOM3Beenns na
ceOsI, TamsKke IIOBFOPHACMLIM JBa-Tpu paza, u upubapiennem
ocTaTRA JICHCIBISI KO BTOPOMY HPOM3NBCEUINI0, PN ROTO-
POM  CyMMAa JIOTRHA OnIThL  paBna  Yyncedy, oeTin aeiiceTnRe
HPABHALILO.

My 11pousnoanM Nposepry 1 rapanTHpoBaiue Upanlh
HOCTH 73 TOr0, WTO0H He BRPANACH OIIHOKA, TAR KaK I Tai1—
ueileM oHa ysenwumirach Obl.

Bpuay Sonnmoro woimdectna mudp MLl He  H0TB3YCMEN
TeMIT I pamn, B KOTOPLIX Her neodxo;mMoctn. (Coco6 uz-
BACUCHHI KOPIH 1 BO3BeACHUH KOPUS B KBAJPAT—ITO TO, 1TO
ML OTKPhELL, —-Hanfosdee JeTRBH ¢110col B 8TOM HpeIMeTe.
B atom paspene s upupogma raGuannel 91X eileTBHIL,
arobm ot GLunr oOPasIoOM A BLUDICGIITedeii W Jloporoi
T TOrO, RTO HOKE1aeT YOeNThed B OPABUALIIOCTH 9TOIO.

Bor asrm raGminus [2°] [em. erp. 338 345).

22 yiero PHEC-MATEM. HCCTCAOHARIS
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I ONMHCAHHOIG 0RO 10 HENO MHOTONTOIBIEIRKOB, KOTOPLIE

HOAOBHDLL JAPYT JIPYTY [ YUCIO CTOPOH KAM(OT0

H3 LOTOPBIX ECTDL 803 306 368

YMHOBAM  HOPCHB, NOJYUCHHBIL B IBTOM  pasjede,
ABISIOTNHIC]  BOINYMUOH  O/IN0H ¢TOPOLI, na ulieio ¢ropou
YRazanuoro MUeroyrofbinga, JMONIAToe  ROtOporo  CCTh
1 28 106 12 48. Tloayuurcs nepnueTp NUECATLOIO B KpyLr
MHEOIOYIOAhDUKA B TeX  9acTax, B KOTOPLIX  AnaMer)
ecTh  ©TO upajimars [3].
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Jror luepnyerpl Menbume orpysRuUOCTIC Kpyra 1, KaK Ml
HORA3aI1 BO BTOPOM pasjlede, 2TOT CPUMETP OTHOCHTCH
R MBORITRY MCAGLY CYMMOI ¢TOPON TO0GII0r0 eMy OINea THOTo
MUOTOYTONLUMKA 1AL STAM HCDHAETPOM, Kak ITOJOBOHA KOp-
171 TOTO, ITO HOYHeuo MNP ABAAIAThL BOCEMOM JICHCTBINL, :ROTO-
pas Taxosa:
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I Na0BITIKY Ha T 1010 1EOJI0 A -
AMEeTpid, BOTOpPaA TaKrona [32]: [ J ]

ITO UETHPE MTCTa, HAXOAAUNCCA B LPOUOPTIHIL, BTOPoe 113
ROTOPHIX uenasecTiroe. llepsuil pasps; rieproro 4mera—Iio; |-
HATOC Ol s, nupnr,n-t [?HH])H;I HCTBCPTOrO—HOMILI, 1HO-
aromy [mepmeri pazpsa] nx mpoussejemitst —orranm, a |uep-
BhL paspanl aacTnoro o1 NEICHIT H5TOr0 Na TPETHE— HOMH.
To, wro coeayer mocsiae 1won, el He ueitoabayesm. Tawmy o6-
pasoM, Mol ordpacoisacm GOABIIAUCTBRO TP 11 rOROpIM,
ato 6 17 oTnocsTest K NeHIBECTIOMY, KaK TOCTRACCHT 1 4 30
Jenmyam. Mor ymrosRaeM HepBoe Ta YCTBCPTOE 1 TTONAAeM
| xa pazpsinl, moayvactes apa;wats fensats nom. e v mpu-
OaBHM 5TO K TCPHAMETPY BIHCAHHONO MITOTOYTOILINGEN, 0Ty -
INTCH TTOPHMETP MHOTOVIOMLEHHRA, ONMACATITOr0 OROA0 KpyTra:

= — ] o
- »3 P =
! X e ! = = oS = = = =
= = b = = e it = =4 = =
= B g . = = = ) = 3 =3
Ho m < g = B = = E = = =1
= hzd = ) = = 3 = = =
— = —_ g [ = « —
SEe = = o |2 = = o o > =
d L] |
6 ‘ 16 l 69 28 1 | 34 ] 51 | 406 l 14 ’ 50 | 15
|

JTO NpeBHIIACT OKPYHUOCTL KPYTa M BCANMIIIA CYMMbL
NPEBLINCTII ) e I0CTATHKA CCTh ABAATEL JCBIAThL LOLL, ¢ci
AmaMeTp —c1o ABa;marn. lostomy BuacTsax, B KOTOpPRIX ORPYIK
HOCTBE CCTh TPICTa WeCTHACCST, 5Ta BeJAUUYIHa 3aBe0MO
MCHLIUC jBaILATH jeuarTi wou. Har Mbr llorasasr B TpeTbeM
pasjedc, BedINTmHA OMMIOH OKTALBI ORDYIMKIOCTH KpPyra, aua
METP ROTOPOI'G PaBei 1eCTHCTAM TLICAYAM HHaMeTPOB 3¢MAll,
MCHBIIE YeTHIPEX IATEIX TOJIIMEL KOHCKOIO BOJIOCA, PaBIoro
OIHOH MICCTON MU PUNEI GPeAHeTo AuMelioro scpua. Iloartomy
TO, WTO MCHEIIC JBa;{IATIL ACBATI OH 3TOII OKPYMRHOCTL.
MEUBINe ABYX IATHLIX ToammeL poroca. Iloaromy passocTs
MOy ABYMsI yKasauHLIMIL e PIMCTPaMIT, Ol 33 KOTOPHIX
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Sou IGREMINAF THACATULILL ALNN

MEHBLIG JCHCTBHTCILION ORPYMHOCTII KRPYTa, a j(pyroii—
OoneIlic ¢¢, e NPEBOCXOANT IBYX IMATHX TOMNHITLL BOJOCA.
Hosromy, ccam MBI mpuGaBuM IONOBANY PABHOCTIL MOIRILY
[meprayerpavin] 0004X MUOrOYrOABHNLOB 1 MEHLIICMY H OT-
WIMEM ¢¢ OT DONDBIIETO ITH, JYII?, BOCTIONHAIIM TO, 9TO HaX0-
ANTeA 8 paspiile non y smceHewero [mepmaerpal, 1. ¢. [1o6a-
sunm| 14 won, 1 orbpocus 1o, 9TO HAXOTHTCH 1B HTOM paz-
paiec y Goawmero, 7. c. 15 mou, to noaywrres rax [3]:

I Jesmnna GEPYMHOCTIT. ol JLANMCTP—CTO JLRAJUAT

" nontsH-
| The | yaer | MY -| cenyu-| rep- | enip- | ssum- | cene- ceu- | ourta-
RTTI Lt FiTx] i LI ot Th THALBI Al
I pas
. L
¢ | 16 | 59 | o8 ¢ | w6 | st 1 oae | s | s0

IToartomy pasiocts Measly 9T1M 0 TeM, YTO ¢CTh B lelicTon-
TCABHOCTH, He NPeBOCXOTAT OO HATOH TOMTITH KOWCKOI0
BOJOCA, T. ¢. OUIOH HIXCTOMIUTPIHDG CPEJUICTo SUMCHIIONo 30 p-

18 Ha. # dTO 1 CCTL TO, NTO MbI XOTC/L JAOKABATH.
oo f1 pupasia oTo B cTHXE B CAejyIolEesM psycrisun [H]:

6a tiae nam rar a aad na iy ga-tiadiy
MYTUmMYIN reticy Hucdy-a-rympe cuny
616 59 28 1 34 51 406 14 50

— OLPY/RIOCTL, cean oaosrna qnavetpa—~060. lamee, eemm
HPUNMCM JITIOTOBHIY JilaMeTpa 3a ¢/ IMHNILY, 70 OKPYMRHOCTE Y-
JCT BHPQRATECI B TOUHOCTH TEM YRC YHCAOM, 1O TONHIRCHERM
Lina paspsi), 7. e. ero noULATHIC CTANYT YACTAMII, YACTI—DMII-
HYTaMil H TaRk JaJee 0 ORTAB, KOTOPLIC CTAIYT MOIaMi.
B arom caywae pasiocTb e NETHUILM TI¢ TPeB30HALT 01011
HONE], Wy, seplee, OYNeT MCEBILZ uyeTnepri onnt. 13 mpe;i-
AYUDIX JIGHCTBHAX MLL UDHITHMAZNT OOJOBIHY JliamMeTpa 3a
IHECTHHCCAT JMIUL JIAR TOr0, YT00R XOp;(6l e OTAHTATHCE OF
TOro, UTO OOIIETPAIATO 1 OOBIYHO WpuBOANTes B Tafvinpax.
Eemm sxe mpuusiTh MOIOBAUY jluavMeTpa 3a egniunuy, To uud-
por [peanmann xop;l ne maMcHATCI, a BaMENATCA TOTLRO X
paspsast. Mer wpnsesan mpousBejieiisi 5TOTO A BEC  LICCTH-
pecsrepuyusic quppet B Tabnmne, 9rofnt oaer Ny, o1 pejeie-
LHC ORPYMIOCTH MO InaveTpy u obparuo. Bor ara tabanua:
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354 JUREMINL PUACOAINT KAIMN

20 | CEJIBMOTT PABIOET
O TOM, UYTO JAET B HPEAGIANUIIX JEACTBHAX
NMPEUEBPERENNE H3GLITOUHLIMI H NEQCCTATOYINILIMII
APOBSMI B HOC/IEJINEM PA3PALE

3Hall, uTO B TOCICAIEM pazps;le UpPH DIAX JICUCTBIAX
pasunma, [1.c. onmGial, He gocTHracT D00 e ITHENTIBL 3TOIO
paspsyia B {1¢c TPeBOCXOAUT HTOCO IO TOCACTHCTO PAa3psija
MOCACHCT0 OCICTBIS,

I3 cayvom jiclie, B TOCIC/IIeM Paspsijie HEPBOToO JIlCTRIA
OLII0 TMATHIECHT CCMB, W 3JCCh OLII MCHOCTATOK HA ABA-
natk B CICAYIOMEM, T. €. JeBATHaanaroM paspsje, h00
octaTor npu pecdennm Onur 3 16 27, w ecam aa pasae-
JUM DTO TIA PasuocThk 0bOMX KBaaparTon, T. e. 3 27 50 49, mo-
ayuntea 56 40 [*7]. 310 M m mpmHITIMacM,  BOCTIOINASA
npobn, sa 57. Wpaapat mpu BTOPOM JeHCTBHIL NMCCT 3TOT
HOIOCTATOR, T. €. JIBANIATEL, 0 YiKe B BOCCMIAIIATOM pasps-
ne. Eeuu BEIUECTH IO 33 OCTATKA BTOPOTO ICICTBMAH, T. C.
2 56 5, ocranctea 2 55 45. Pasjiennnm 010 Ha pasuocTsh 00onx
wBagpaTos, 7. e. 3 ol 49, moiyunics 43 28, & TaM MLL CUHTA-
aur, wro mpu Jieseniny 2 56 O na pasmocTh 0OGODX KBaspaToB
moayuniocs 40, Tark uro y 1ac mMemcst HeTO0CTATOR TPHINATEH
Asa B gepsrnajmaroM paspsyie. Ilo stomy ke mpasmay Ml
HAXOIUM, YTO TMOCJICHIINIL paspsLl TPeTnero ACHETRNA HMEET
TCJIOCTATOR IM2CTH B CACYIOLICM Paszpsie, NpH YeTBCPTOM—
ua0pITOK TATHAANATL, UPH HATOM—ICAOCTATOR JiBa;aTh
BOCCMB, TIPH HIECTOM—HE10CTATOR MATHA;(IATE, TPH ceibMOM—
Ha6RITOR lBajarh JaBa, OpPH BOCEMOM—HCIOCTATOK IUCCTD,
TIPI JIEBATOM —11¢;\0CTATOR JIBAANATL YeThipe, HPH JecaToM—
M30LITOR BOCCMHAANATE, MPH OJiHHAaIIaToM—Hel0CTaToR Je-
THIpE, Tph ABcnanaToM—us0nToR Aenanuait, HPI TpiHaj-
MaTOM—HEAOCTATOR IFTEL, UPA YeTLPHAANAaTOM —Hejl0CTATOR
I CTHanaTh, OPH ILITHAANATOM —Ie40CTaToR CCMHA/IATD,
OPIt URCTHAUATOM—EE0HTOR JIeBsTh, P CCMIaIATOM—
[u36urror]  wicerHajmaTs, npH BOCCMIAINATOM —H30BITONR
BOCEMEL, TIPH JICBATIAATATOM—HCHOCTATOR TpH, IPH ABajna-
TOM—IICIOCTATOR CeMIIa;(aTh, IPI jiBaluaTh TCPBOM—HCI0-
CTATOR  ¥CTHpHAMUaTh, UpH  ABAJLATE  BTOPOM—M30LITOK
ABaauaTh oMb, TP JBaNNaTh TPeTheM—TPH, HPH JABaUATE
YeIDePTOM—CULIIALA, IPH JBajilaih IATOM—BOCCMUIALATD,
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OpH NBajiaTh e CTOM—ITATHAINATE, TP ABAIATE CehMOM-—
JAeCATE M TpH JBajfarh BOCBMOM—IBaMIIAThE HICCTDH,—DCEe
Ol B ACBATHAANATOM paszpAe ANA WKOpUA H B BOCCMITANA-
TOM paspffe JEA KBajparta CJeIyIero JCHCcTBH; HOeTe -
NHEe CCMbh M3 5TUX Beamnur— rsberrxm. Takiin oOpazoM, Kna-
ApaTt IBajliathk BOCLMOTO JICHCTRHA MMCeT N30 TOR ICCHThH, O}
Haro, B BocemmammartomM paspsiyie. Ioaromy uociemanii pas-
PAA n30BRITKA Haj| DPAM RBagparta jaMeTpa, T. ¢. CCMIAaLATE
B CCMITanIaToM paspHajic, UMeeT HeJlOCTATOK OeCHATL D BOCCeM-
OajlaToM paspsje, 0 JOCTC/UNiil paspsaj KOPHSI U3 5T0T0,
ROTOPEIT MBI ONPHHEANIT 2a J(BAUIATh IATH, 1IMCCT HCIOCTATOL
IFITHICCHAT ABA b MATUANNATOM paspsjie, a MOCICHIUIl paspsijg
HpoH3rejennsd, T. ¢. NepUMCTPA, KOTOPHIL MBI TIPHUANE 2a
COPOK WCCTDL B HCBSITOM pPaspslic, AMECT HeJ0CTATOR IIHATEIC-
CAT 9YeTbipe B AecATOM paspsame, W MOITOMY JIyulle OPHIATH
AT CTOPOILL MOCJCIOINI  pazps; 3a Jpajinath ueTLIpe, a
DOCTCMHNI PA3PAN 078 mepuMerpa [mMiroroyromennmal, prm-
CaAHHOTO B KpPYyr, 88 COPOK IBTh. SJACChL TIPOWABOISITCS
BOCIIOTTHEHIC W¥CTLIPHAIATH HOH =1 ordpacmiuanme IaTIa-
JAOAaTH 11011,

5l pacrTamynr peur 06 3TOM juIst TOro, TTOGLI 3NAJIT, TT0
opeHeOpesKeHNe B 3THX AeflcTBUAX N30LITOUHBIMIT I HnejocTa-
TOUMBIMIA  ApOOAMIT B IOCHeIHCM paspsje e TPIBOANT
K [aamencumo] oxnoit memnoii nonsr B Benwnuime OKRPYHAIOCTH.
Mger TipuBesH 3TH BOJITITHLT TakiKe I Tabauiie, wrobnl rmepennc-
YIOIN COENAMN MeIkITe oimuborg,

Bor sra TaGamia:

Tadanma Toro, Jem upeHedperacTesn
R OOCHCueM paspslie  OeliceToist
L 130LITOR
JgelicTiic | (i P 7 H OC0-
Mperaercss CTATOL

1 20 I1

2 22 II

3 G I

4 10 "

5 28 1

6 15 11

23*
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336 IIREMINELA THEACDHIJIIIH KA
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0 TTEPEROIE BEJINQIIHLI ORPYRIOCTI B NILANIICKIE
IIOPLL, ECUL HOMOBIIIA JUTAMETPA—ENITIHIA

Tark Rar OKPYKIOCTE papHa IIECTH IOJOBHIAM IHAMCTPE
| ¢ mpofnio, KOTOPYIO MBI BHYMCHLDT 1O It0H, TPHIBCJCY
aty JIpo0B 1K 3nHAMCHOATEMIO JICCHTE TSTE Pa3 MOBTOPCHHED
THICHAY, TAK KAK OZ0a HOJsl HTOI0 3HadMeHaTeds IPeBOCXOA
ojury mony uc Gomee uem pa momopuny perymmet [#¢1. [Tlas
obnervyeunsl AeHETBU ¢ 3THM| MBt OPHUBEJIH IOPOU3BCACLMS
aTOro 1a Bee jenars undp B Tabumne. Bor ara radnuna:
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358 JGREMIOHO THACHIOIINH KAIMM
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LICHHA OKPYMHHOCTH K JHAMCTPY
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360 IUREMIOMMI THACOIANH KA

3uail, 9TO ORa, cToANNTe B mociaemeM [cmpasal paspsiue
npo6eil, HaxoAsTes B paspijie MURYT MO0 OTHCII2INIO K INCCTH,
ARSI MO WeJdbIMN, CCJAH IpnisaTeE, 4T0 HCCATEL TARWX MII-
HYT COCTanJsioT ﬂOﬂyIO E‘-,’[HI[I"IY. ECHH YTroJino, MbLI MOYREeM
Ha3aBatk 3TO0T pas3paia Jecstoivmi. Bocems, croamie compana or
HHX, HaXOHATCA B Pazpsafe CCKYR;(, 1 Mnt Oy/IeM OaauBath nx
necatuunpiMu  cerynmamu. Tpr 2a pocemeio [waxopares]
B paspaie TCPLMMA, Mol OyCM HA3LIBATH UX JIECATHYILIMII Tep-
TSAMH I TaK JIafdec M0 TMPABNIAAM HCYTCICHNS ACTPOITOMOB,
'HPII ITOM MbLI MCXOUIMINM B3 lII'JO(.'T(_‘I‘flI_[[’._‘.I"() JHaAMCIIATEAS, a HMeI-
10 N3 e;TUINIE! IC IIy:IHl\-‘[H] 1ot MCTON B CUCTEe C TTOMOINBIO
nHMicEnx ondp OTKPET TaMIT, TAR e KaK ero pacliojioiKe-
mie B oradarue.

Mui srpasmmr ot oudipnt cileBa HAIPaBO B CTUXC B ciae-
mylouieM upycrnineu [37]:

ga-baxdica xaxdsrcu cas a 3@ maxr rasaxy

MYLUMYN AN-Kympuie xyea’ Euc_mu MUHTY
62831853071795865

— OWPYAHOCTL, CeCIIT JIHanMCTp—IBna
H @INO-ICPCUICIH

waw 8a. o :_ciimm 6a ce tick xauwm 6a nandac éa ce .cegﬁpc_:
Gazafim ea uexpa lzam) 6a mnox nanduc ea :Jia:-utm ¢a wiaut
nandac acm
IMecers w iBa, BOCEMS W TPH, OjiMII, BOCEMB I IATL H TPH, NYiL

¢ ceMblo n eynmimeit, [cemp] n eBsATEH, TATL H BOCEMD 1 NIECTE,
OATL CCIBL 3TO.

JIEBSITBI PABJIEI
O CICCOBAX JIEHCTBHA C 3TUMII ABYM
TABAHIAMII

Ecam BeamvmEa MOMOBUHBT AaMETpa N3BecTHa BIIOKTAX,
¢apeanrax maM APYr#x Mepax, 3amumeM 5TO uu@paMu Ry
Mana AN NriickuMu W PaMiT, b KaRoM 13 9THX JABYyX [bir-
nonl] ML xorma, O yMOOEMM 3TQ HA OTHOIIEINE OKPYRHOCTH
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[r mmamerpyl, nas gero poiimem n TaBammy m wawnes ¢ Bric-
m2ro u3 ce paspsajoe. To, 970 ML TaXOMIM, 3aMHCHBACM Ilc-
imGo. 3atem NMepexXoiaM K CHeHYIOUICMY Da3pAy W 3anmnchi-
BaeM TO, UTO Mbl HAXOJ(HM, TO; HIM MiDKe Ta paspsi. 3areM
[mepexomim] ® caemyiomemy [paspauny] it 3anmemnaen To,
UTO MBI HAXOjiNM, HOX LNMM, TaK/Ke HHIKC ua paspafx U ran
manee, uoxa e saromunM. Jlasee criuammpacM pee BMecTe
1 oTOpacHnacM Mpu 5TOM TO, ¥TO BBIXOIUT 3a TIPe;edLl TOTo,
YTO MaXoauwres NPOTHE MOCACHICIO Paspala, B3ATOr0 ¢lavaia,
IGTH Jla7ke TMPOTMEB HEeCKONBLKIX MOCICHHMX, ecii e Tpedyer-
Cfl YyTOMUCINs MM CCIH KPYT Mal.,

To, uro monyynTes,—3T0 DBeaAWTNUA OKPYHMMOCTI B Tex
YacTAX, B ROTOPWX M3DECTHA IOIOBHHA jIUaMeTpa, IIPITTeM
BLICINANH Pasps)i 9T0T0 NOBRIIXH 1a OJNE PA3PA 110 OTHOLC-
HMIO K BBICIICMY paspaAny IIOJAOBHHLL JHaMeTpa, 0eapasimdiio,
ARJIAGTCA JIH Ol YJCM MWl YICIOM, WalupuMep, eCi BLIC-
Lmii paspAjg NONOLBMHEL JMaMETPa—ICTHIPCAYIN HOIATLIC,
BLICIUBIT PaspAm IPOUSBONCUNST—NATE DAl HO)HATEC, eCIil
RBAPTLI, BLICUHIT DARPAN I POHBDCICIITE—Te PIMIT, CCHIT JOCsT-
RO rRicad, [perewmii paspsp mpowaseneints]—cornm Tnics,
eCIH IeCATHIHLIC Tepuuy, [Becmunii pasps nponaseemtal—
Jecsrraneie corynspl. Ilomrenne uudp jpasymana mponc-
XOUT CHpaBsa HajcBo, a IOHWKETHC MHjuiicknx nudp—
CIICBA HAUPAaBO.

IMTpume p. Mu xoTuM y3uaTs BesIM9uny OXpPY2ACHOCTH KPY-
Td, UOJOBHHA JANAMETPA KOTOPOrO—IICCTHCOT MATLACCHAT ThI-
CSIY  BOCCMLCOT COPOKR MCTHIPE M OJila BOCBMa JOKTH UAN
dapcanra.

danucniBacM 3TO TaK:

19
I ITudpaMn jpsynMana
OCTEIC Apodn
TPUFREL | ABAKHE OJTHII TOKTIT
MO H - HoXHA- | pas nof- | nan gap- | MUnyTh | ceRyIIn
THIC THE LATLIC canrit
3 0 47 24 7 30
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364 JUGEMINNO IPITACBONVH IKAINNM

Apyroit pmEp, 7an swe o mHpmiicKIMME  undpanp, HpH KOTOPOM
najeno, BaycInil
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360 JUREMIIMT PHACHONUT KADN

X | Camoe merxoe Gyjier, ecm 076 pOCITS HECKOMBKO MMOCIIE -

BAX Dpa3psyloB I OCTaBiTh TOJARKO TO, Y70 BAHACT HA TY
BCTTHUAITY, KOTOPYI0 M He Xorthm orépocnTts. Hanpintep, ccau
Mepa—apeanr i Myl XOTHM B OPOHSBEACHUT He 0TOPACHLIRATE
HanbLel, T0, Tak Kak HaJicll PaBeH TPeM WeTBCPTAM T¢I
«papcanra, 7. e. IPUONMBNTEBHO TPETH JCCATUUION KBHHTH
[erol, uckomoe momyunres, ecam Ml GyjieM yauTHnaTs [1mectir-
AECATCPHYNER] KBapTLl B JCCATHYHBIC CCRCTH M OTOpOCHM TO,
UTO 38 ML,

Ecnn ke pyr mam, Hanmpusmep, ToJopHOa ero graMeTpa
ecThk CTO OBamUaTh ceMb [¢ momopumoii]l moxTel, TO MBI IO-
CTyIacM TaK:

1 0 G 2 8 3 2

e 2 1 2 5 G 6
7 4 3 9 8

) 3 | 4

Ipodn 0 8 0 1 1 0
Nesnie Jlpatn

ITonyuuTea BoCEMBCOT OJUE I O JIECATAN JIOKRTH, 5TO BellM-
Ta  OKPYRHOCTH,

Ecni sme maBecTha DellMunHA OKPY/KIOCTH H MBI XOTHM
y3HnaTte uaMeTp, 3amnim:Mec I pasmeniM Ha oTHoIIe e ORpYy-
auocTH [k pmaverpy). Umem B taGrnne manGonsinee wircilo,
MEHBIICE BEJYUHLI OKPY/KIOCTH 10 cBouM mudpam. Kemm ono
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368 IKEMIMW)T THACSIOONH IAIDNA

Ecnw yroano, \mel sannmeM TAQPE CTPOKHA 9aCTIHOTO 114
HOAAX CXCMLl JCHCTBAA TPOTUB TEX 4YHMCCd, KOTOPLIC MEl
AcRAadN.

Hprmwuep. Mu xommm ysmars pnameTp Kpyra, eci
JIORTH ORPY:RHOCTH IO BEJHTHHC PaBibl TOMY 4HCIY, KOTOpOe
MLl panrure nmpumEoMani 3a auamerp. Hoctymaem rax:-

[Crpoxra . .
uaCTHOrO] JiglicTome ¢ noyompio cueta mmmymacia
JUBAR TR ORPYAIOCT 3 0 47 24 7 30
NOAHHATEIC 28
TO; UTO HIIEM 2 _ 55 59 45 4 44
QIINL Pas OCTATOK 4 o1 39 2 46
nojiRaTLIe 406
TO, YEQ ITHeM 4 49 1 30 29
0CTATOR 2 a7 27 17
JIOKTH 25
TO, YO MILCM 2 37 4 47
OCTATOK 0 22 3
MUHYTLE 3
TO, 9TO TITEM 0 18 ol
OCTATOK 3 39
cervnm 35
TQ, 9T0 HICM
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JUAKEMUIILT DMHCD ML 1A

| IECAITLIT PABJIEI

OB ONPEAEJEHIIT PABHDUOCTH MEMRAY TEM,
910 OBHMEUNPHIATO H YUHOTPELGIARETCI J100bMIIL,
I TEM, YT0 MBI IOV UILTH

Buaif, YTO BAAJCIONIAE DTON MAYROIL CYNTAIOT, UTO ORPYSR-
HOCTE panfa TPCM T OJHOIL Cej(bMOIl janeTpa I, 21TafT,
OI2CTH 3t ABYM CCILMBIM HOTORMNL jmaserpa. lenn mor sa-
mHIeM 510 IEQPAMII FRYMata O HalleM pasuocTh MeIRLy
DTHM T TCM, YTO LOIYYCllo y Hae, MOJTYUHTCs BOT YTO:

OTuomene  CRPyHi- |
HOCTIL K HNOJOBHIIC
AAMeTRa 1o 001e-
TIPHLATOMY HCYHC-
memmio . . . . . .| G| 17 8|3 |12)| 8|34 |17 &| %4

] Cloraacno ToMy, 4T0
nomyueno y mac . | 6 | 16 | 59 | 28 T34 151 ] 46 | 44 | 50

1 Pasmmoctn  MeiRny
nuMIr . . .« . . .| O © 9 G| 10 | 33|42 ] 30| 53 | 44

Orclo;ia MaxoauM, UTO 2T PA3HOCTH T KPYre, TONMOBITHA
JHaMeTpa  ROTOPOrO—TPH  THCATI IINCTHLCOT JIORTeil,
NPUHANIATEHIO NEeBATL 1T OZHA JIeCHATads NORTH.

Aprop «Ilopapuwa mapios» [*®] cuirraeT, aro moaonua ana-
MCTPA BHEINYRIOCTH TeTOABUFRILIX 3EC3JT paBua CeMIlICCHTI
THCAYAN CCMBJECATH TPEM € 1OJ0BHNOI JIAMCTPAM  3CMIN
I OaXOMMT OKPY/RHOCTE, CUNTASL CC TPEMH I 010l ceibMOIL
MaMeTpa, PABLIOI YCTRIPCMCTAM COPORA THICAUAM YeTHpeMeTaM
HIZCTIICCATH JIBYM jitaMeTpad deai. Kean sie Mul BEMICINM
9TO B COOTBOTCTBWIT CO BHAYCHUEM, TOIYUYelHHM ITaMil, TO
pasmEma Mexigy nunn OyzeT papga cTa CeMIICCATH [cenm]
JaMeTPaM 3¢MIH ¢ TPOGEBIo, MenbIeli ueTBeprin. Taxuy obpa-
a0M, Ila O FPaAYC BLUTYRIOCTH DETOABIDRILIX 3De37 OpH-

XOZNTCS TPHOIISIITeAbN0 TOJOBUEA AUAaMCTPa 3eMILI, adnax
B8HAET BTO JIyUllle BCCX.

CCTh
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Hucaosue nudpur paunoro 7 | 439822 |97

7 439 |82

3 18 |85

! Qudgpa gpobéu . . . . . 5 50114

I

IMponzeeacue . . . . . 440284 |78
To, uro » «lloxapues . . 440462
Paagocrn wremsy miaom . 177

Orcrofa WOHATHO, YTO €CAT YMUOKNTL HOTOBNIY JHAMC-
Tpa Ta ILICCTE LEALX W CeMUAANATL MUIYT, TO OKPYMRHOCTE
noayantes Gonee 6ansroi [k mermuroit], aex ceanr yammoaa,
auamMeTp na TpY W oIy CCALMYIO, 3TO e I G0Jee [1erKo.

SARTIOYEILIE

O MORA3ATEABCTBE OIUHBOK ABV-1-BAMA
I ABY PEMXAUA [BOAPVHII|

Hpusepenm mepBoc OpemIoKeIine NePEOil WICIL \Mare-
cray [3*]. Ilyctes ABC—rnoayxpyr ma gnaverpe ADC, nenrp—
D, a s BD nepmenjmryanpna & muaserpy. Pasjeanm CD

g

T ¢
nonosia™ B f£ m coemumivim BFE. Iocrpons EG, pannyo BE,
L cocmmanM BG. Torpa DG—croposa jecADIyTOIBUNKA, a
BG—c1opoHa NATHYTOIBEUIKA.
Tarx xarw CD permutea mounosam B I w DG unpuGanaena
B ee HalpaBjeHHN, TO HOBCPXHOCTL, [wocTpoennas] na CG

24
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“
(B}

AREMUSEN TUACDILIMIT KA

u DG Byeete ¢ wpaapatom DI7, pasma wBaaparty [G no ie-
eToMy nipe;riosrenmio sropoit [ramrn] «Havamy [1°]. Tloatoamy
ato pasio kpaapary F'B, t.e. [esecre Baatey] knagpatam F£/),
D3, OrGpocuv obmnit kpagpat £, octanercsa: NOBEPXNOCTD
wa CG v DG pasmEa wsazpaty DB, 1. e. wsazapary CI.
Nosromy amnna CG jeantest B rouse /) na ','uzp HacTi B Cpeji-
neM u gpaiiem ormomeyn [*'], Tar nar mpomasejeune neei
JUTIL (A ¢¢ MOTTBIILYIO 9ACTh> PABHO KBajipary do.iee jrnmnuoil
yactin. Orcwo;a caexyer, aro DG otwocnten w CD, wax CD
rk CG uo cemmajmaroMy npejuiozkennio meeroit [k ] «Ha-
vaq [*2]. Tlpn srom Goace xammasn gaetnh CI) eeTh Xopaa oo
HICCTOIL KPYLa IO HATHAMATOMY HPCAIOHCTING UeTBEPTON | RI-
i) «ITavasy [*3]. Hovrosy DG—xopita ool JecsiToil Kpy1ra
MO PAYHICHCHIIO ABENAIATOr0 OPCIOMReIN  TPHIIaINATolN
[koorm] «Hawaas [*], a BG, crarusaoiasn obe, ccTh XOP;ta
OANOI MATON RPYra MO TPHHAIUATOMY TPELTOMENII0 TPi-
pajiaroil [wanrnl «llagazy |49,

f1 romopro, uwro (€ papna xopjie JOUOANCUIT CTOPONLI
TATHYIOABLINKA, T. 6. XOD;E TPexX jiecsthx orpyaaocTit. Iaw
Thl Y3KE BUACIOEL M3 ITPCLLIYIET0, CYMMa KBALPATOB XOP;LLI
AYTIT 11 XOPJGE ee JIOHOJIUCHILI PaBHaA KBa/\paty [raMerpa.
Cyuma Bpajpparon G, CG paBEa KBajpaTy janamerpa, raw
KAK KBajipaT jiMaMeTpa PAaleH YeThipeM KBajipartaM IO JOBITIE
amavetpa, svagpar CG paBeH cyMMme RBajipata ITOJI0BITHEL
jmamerpa CD, wpagpata DG, m yABocuUloii MTOBCPXIHOCTIH
na CD v DG, a xpajgpat BG paneil cyMMe KBagparon 1oA0BI-
nut uraserpa BD u DG. [ostony cyvmwa wsaaparon (G, BG
PABH& cyMMC YHABORHUOIO KBa;IPATa UOTOBUULL JUTAMCTDA,
vinocnHoro kpajipata DG w yjsocHnol nopepxnoctit Ha CD
u DG, o, war Tor 3naclis O3 IpeiE;iyiero, KsagpaTt Todo-
Buind juaserpa papeir moBepxpoceri wa CG w DG o, 3uavnr,
papeur cymye monepxuoocrn ya CD w DG kpajpara DG.
Mosromy cywwa yasoeanoil nosepxuocti na CD n DG n yiso-
ennoro xpajpara DG papma  yiapoeunoiy wBaupary | moao-
BUNLL naMeTpa it cymma Kpajparon DG, CG pavua uetuipem
KpajipaTaM OOAOBHHLL ANAMCTPA W, SHATHT, KBaJpary Ana-
MOTPAE.

Taxny  ofpasom, ecur [BG—crTopona OsITMYIOTBHTKA,
10 CG—xopaa Tpex jecsatux [onpysmmocTn], a aTo 1t ecth
ITEKOMOC .

RBHM, Vol. 23, n° 46, pp. 23-142, 2023



O TRATADO DA CIRCUNFERENCIA DE AL-KASHI

TPARTAT OB OLPMIIUIOCTIL 373

ITromeneit B TPETHEM 1IPELTOYRCHMI e PBOIT RIIrm «Alaa-
recTay JIORasad, UYTO PA’UOCTL MEMKY MOBePXIOCTBIO Ha
Xopjie O/IHO N3 ABYX YT U na XOPIC JIOMOMHCIHNS JIPyroi
I OBCPXHOCTLIO Ha XOpie NOMOIUICIIE HepBOi Iyru i iia
XOpjic BTOPOIl pasla MOBepPXHOCTH Ha JIaMeTpe I Ha Xopje
pasnocTu Mexkily ofenarn Jiyrasr. O gorazan ranske B UeT-
LBePTOM HPEJIFTOKOINMIT 1701 7Ke KNI, YTO CyMMa TOBC XHOCTR
Ha XOpJe OAHOIL I3 ABYX 0y 1 1a Xop/ie jpyroi [ayrul o no-
BCPXHOCTII I1a Xopiae [JomoadHeHWsI] cymMan iy i na anasetpe
papua Iouve PXIOCTIH 1a XOpje HOTOJAHCI OAUOI T3 jJBYyX
Ayr u una xopje nenonneunns apyroit [#6]. Ilostomy cymma
KBaj(paTa XOP(bl YT I TOBePXNOCTI na Xopiae [jlonoaueins|
pesyiisTarta ee yABoCTUist 1If na jU1aMeTpe panBina Knajpary Xop-
ALl JONOIICINIA  3TOM Iy,

Eeor amu panniaa acisl, TePeijies K OUPe;eaeiinmng Xxopm
HOTYTopa Tacreil, HPoOLCPIA 10, MT0, 1o Aanemno Ady-i-Bada,
CUTL XODjla NOJOBHIIEL 9acTn, BLISCHNM  OHMOKY TIpu ero
BBYN CIICHUT, AICM YTy TOIOBHHL YACTH 1L ITPOBCPUM ee
HPABIALHOCTL. TO BLIMICIICHTITE TAKOBO:

5 |
T g ET: v el = - =
| O0BNCICHNIG J1EIICTRIIA Eg EA = g E S |2 E = ; 2
\ S8 8 = - - | 5 =% = £
t 5= [EE|EIZ|5|2|2|E|2|5 (8
=r|S8Igd m|(S|elE|a|S|8 IG
] I Bk
i Ilsire xeaapaTon wer- | \
BUPTH  AHaMcTpa, T. C. ]
CNAIMA REa(paTta IoJo0- ‘ ‘
LUNBL J(IIaMeTPa 11 ero
MeTHOprIt . .. . . . . L1153 o Dl 07 0 UJ 0 o' 0 0
i
I
. - 3 |
Kopens 13 aToro, T. e, ‘ | l
CYMMA CTOPONEL JICCHATI- |
VrodennnRa ‘IBl‘DQp‘I'll‘ ] J
Piderpa, v 0. EG. . 0 | L] 7| 4(55|20 253‘39 654,20
l i e
Bururesm us aroro ver-
BEPTEL JOAACTpa, OCTa-
L HeTeA eTOPoNA  HCCATI-
1 yrodiipEnga, T. ¢. DG .| 0 0|37 4 | 20202930 ¢ I 94|20
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374 TAEEMIINA TUACSOOWH KA

[IIpogonmxennej

Cyanra KpajipaTa 31oro
M KURMPATA  ITOJIOBEHLI

| AnameTpa, T. ¢. Hpajgpar
' CTODORL ITINY FOALILITG: 1 22 | 33| 43913012053 0140 O
I - ,
i Cropona  usiITHyTO L |
| umxa, . c. BG . . . . [¢] 1110132 31134421 |54 | 54|35
| I A
1 |
Jdnns CG, 7.e. xop-
8 TPeX HCCATLIX,—XaO[-
A8 JIOONUCHIIA 01011
BHETOH  KpyTa  jJIo ero
. 65120120139 6|54 20

Xopaa Tpernm Kpyra,

T, €. HOUOSHCITNEe VRO

CmecTolf, roropoc Gnio

| POHLIIE 15 UETBOPTOM
|

‘ NOJTORITHEL . . P 0 1137 4

pasaesie .. . L B 0 1 143552256827 |87!566| 0|44

i Iopepxnoers Ha xop-
LoHe oAU TmecToll 1 Ha
1 XOpJAe NONWIHCITNA  OfL-

I pont mstronr . . . . L. | 37 | 4|55 20 ZEJI'SQ 65420 0
. Honepxnocrn na xop- | ’ :
C e ool mTol HoNa
] XOpAae AOMOJNens  Oj1- ~ .
| mo# wecroit . . . . . . 2 2 10] 71686 1147158393320
|
Pasnocrs Mepray mnmr - 0 | 25 | 512|35(32| 8|51 |45 (13|50
|
Pazmenna ce ma Mita-
MCTD, TOSYUITCS Xopia
TpeTH  0aMoil  jecAToll
Rpyra, T. €. XOpaa AaBe- )
HAAL@ATH 49aCTeil . . . 0 0 (423213617 46| 4| 255237
e weaypat. . . . . 0 2137120114111 (20|19(37| 39| 52
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TPAKTAT 0L ORPYM{HOCTLL 375

[lIponmomsenuc]

Briuresm ce m2  wpag-
paTa  JuIaMCcTpa, ocTa-
IICTCIL I‘.'_B":l}:[p‘dT XODJ{IJI
168 sacteir - . - - ¢ . 3 57 1221394548139 |40| 22

.,
=]
e}

15| 34

Topens 13 nero. . .| O i

w0
o]
"]
(&
i)
L]
na
2]
w
—
W
(=]
(u]
@

|

Barcn  opnbanuy K | | l
ATOMY ROITIO Tesmnny
AmaACTpa, 1LOTHIACHM ‘
ATO 1Ly Oj4ull  paspsHj ar
BO3BMENM KOPeNb 113 aTo-
ro. lloayanteir xXopia
174 [uacteii] - . . . . 1|59 0| 7|5H7)32 27‘ 1| 7140

Ilpnbanim gnaMeTp K
3TOMY KOPHIO, IIOULI-
AlCM  2TO HA  PA3pA,
BO3BMEM KOPCUL 113 8TO-
ro. loayuynrca Xopaa
[177 uacTeii] - - - - g 1|59 57:3_1 57 | 51 | 48

=1
e
=1

Taruar ke 0Opasod
noaywinr - xopjy 178 N B . _
[uacteii] 30 [mukyT] . . | 1 [59 |5 |22]59|22114]35" 8|41

DBeinrear Kpanpar aro-
ro, T. €. NOJOATOC CYM-
MBI QUAMETPA W XOPULI
177 4gacrei, KoTOpPOC
01110 pansiie, 13 RKuaji-
pata gmaserpa. Oera-
HeTCST KBAAPAT XOPAL _ )
goayTop yacreit . . .| 0 0| 2|28 2 8|ll 52| 50|52

Kopeut. w3 a71oro, T. €. -
xopaa moiyrtopa wacreii | 0 O 113424 42|19 157112

M samicaai B IGICTRAX, CUOOOUIBIX OT LILhp, KPACHBIE 11Vl
JUB OTJIMYCHIA MX  OT HyJCH, IOJYYOUHBIX UPHM ACHUTBIN
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378 IAMEBMIONIL TUSCSAIOWMHE KA

Tax Kax B KoHTe TaGaNNIL Ie PBOTO NEICTBHA MBI IO Y I
u3 XOpiel, HOovopas, mo wmicunio AOy-i-Baga, ects xoppna
HOJOBATE  Yactll, XOpjly YTpPocHuoil 5Toil JIyTiI, pPaBHYIO
1341439 7 59, wro wMeunplie XOp;tel HOAYTOpa uacTed,
ROTOPYIO Mbi IOAY4YAJdH B Opeasmayuieil Tablaume paBHoi
1 34 14 42 19 1, pma Tpu Tepnuw O NHOAAUATL KBAPT
¢ Apo6LIo, TO OTCIOja TOHATIIO, 9T0 maijennce Adby-n-Bada
MEHBIIEe XOPALI TMOSOBHNLL YacTil OpUOAU3UTOBHO Ta TpeThb
yHasauoll pasnoctu, Tak YUTO OKPYMKHOCTL, NOJYdenmast u3
BTOr0, ABSICTCH HEeNPaBHILHOM.

To ke, wro nonyvacrest B ®wOHIC Tabauns BTOporo
ACHCTBIS, B TOYTOCTH COBIAAeT ¢ XOPAOH MONOBNILL JacTil,
OTRY A MOHHTIIO, YTO TO, YTO MBI HIPHBC/IM JITIA XOPALL
OOMOBHHLT Ayl B wroune Talbauiel Broporo  AcHcTBHA,
HPAaBIIIBITO.

Hro macaerca UPOBCPKM IYTH JBYX JacTeii,

i
TO TO, 9TO TWONMEILECHO B ¢ A%~
MOLI CTpOKE BTOPOIO j(0d-

CTBUS, T. €. NBaapar
XOPALL  JIONOIIeIHIT Ol
HOIL wacTn, €CTL . . . . |3 3958564 (42 (45]|30]25|59 |27

Ecam minr peruTes jimamveTp
U3 870r0. NONUAICHHOTO
O Paspiafn,  OCTaleTes
XOPAA  AOUOATICHISE Ry X

TacTed . . . . . . . L0 1159|3538 |54(12(15 3025|5927

|I{ua;1pa'r 68 . . .4 s 5| 3|09 55]36 S50 |14 10(48 21| 7|51

Feamr abl BLIYTOM 3T0O 03
KEBJPATA HUAMETP, OCTil-
Hewesl  RBAJapar  Xop:in
JBYX yaercid . . . . . L (0| O 4(23| 9454911 |38

[z}
1)
o

Hoaroyy KOPCHL 13 89700
CCThH OPaDRILIHOC [3|la‘l(‘- ol
mire] xopaut apyx wacren [0 O 2| 5|39 (2622|2028 |3225
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TPAKTAT OB OKDPY/RIIOCTIL 37

Tar rax A6y Peiixan [Bapynu] npu onpejesenny mepiner-
pa MIOroyrolbuMia ImojpcunTan, 9ro aro 2 o 39 43 36, uo-
HATHO, YTO Ol 3j(ech OMINOCH, TAK Kak 9TO MPeBOCXOMIT Lpa
paubuoe [smavcHme| Ba cenmamuath TepPUUH 9C¢TLIpHAaJuath
KBapT, XOTA 8 CBOUX TalIHI@AX OH UPUBEST CHIYC OJHOM va-
OTI, T, €. MOJOBUAY XOpPABL ABYX Hactell, COBCPUICHNO mpa-
pizipio  [47].

JTO Hocie)iiee B3 TOTO, YTO MBI XOTEMIT N3I0;(UTEL, ClaBa
astaxy, rocmoqmy ofonx mmpon. Baarogapst wmeapocTa
ajjlaxa 914 KIHTa OKOMYCHA,
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