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Resumo

Este artigo apresenta uma tradução do texto Réflexions et Eclaircissemens sur les Nouvelles
Vibrations des Cordes Exposées dans les Mémoires de l’Académie de 1747 & 1748 do
estudioso Daniel Bernoulli (1700–1782), publicado nas  Mémoires de l’Académie Royale
des Sciences et Belles-Lettres em Berlim. Este texto fora escrito em resposta às memórias
De vibratione chordarum exercitatio (1748) de Leonhard Euler (1707–1783) e Recherches
sur la courbe que forme une corde tendue,  mise en vibration (1747),  de Jean le  Rond
d’Alembert  (1717–1783),  trabalhos  que  também  foram  publicados  nas  Mémoires da
academia mencionada. Em contrapartida ao tratamento matemático apresentado por Euler e
d’Alembert,  Bernoulli  procura  construir  uma  justificativa  para  a  percepção  dos  sons
ouvidos  simultaneamente  ao  som  principal  de  uma  corda  vibrante,  por  meio  da
sobreposição dos modos de vibração de uma corda qualquer, dando continuidade a uma
acirrada disputa sobre a questão. Em tal abordagem, é fundamental ressaltar que Bernoulli
mantém continuamente um sentido físico para as teorizações dos sons simultâneos por ele
estabelecidos e inferências delas decorrentes.
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Abstract

This article presents a translation of the text Réflexions et Eclaircissemens sur les Nouvelles
Vibrations des Cordes Exposées dans les Mémoires de l’Académie de 1747 & 1748 written
by the scholar Daniel Bernoulli (1700–1782), published in Mémoires de l’Académie Royale
des Sciences et Belles-Lettres in Berlin. It  was written as an answer to the memoirs  De
vibratione chordarum exercitatio (1748) de Leonhard Euler (1707–1783) and  Recherches
sur la courbe que forme une corde tendue,  mise en vibration (1747),  de Jean  le  Rond
d’Alembert  (1717–1783),  two works which were also published in the  Mémoires of the
academy mentioned above. In contrast to the mathematical  approach presented by Euler
and d’Alembert,  Bernoulli  seeks to build a justification to the perception of the sounds
listened  simultaneously  with the  main sound of  a  vibrating string,  via superposition of
vibration modes of an arbitrary string, carrying on to a tough dispute about the issue. In this
approach, it is fundamental to point out that Bernoulli mantains a physical meaning to the
theorizations of  the simultaneous sounds established by him and inferences  resulted by
them.

Keywords: Vibration strings, physical approach, overtones, history of acoustic.

Apresentação

Uma  evidência  representativa  da  abordagem  física  referente  à  percepção  dos  sons
percebidos simultanemente se dá quando Euler critica argumentos físicos de Bernoulli, por
exemplo, opondo-se ao fato de que o enésimo harmônico de uma corda deveria ser uma
senoide1,  o  que  Euler  considerava  uma  particularização.  Fundamentado  em  Taylor,
Bernoulli  concebia  um  harmônico  como  uma  senoide  (companheira  de  uma  cicloide
extremamente alongada), ainda por que ele não compreendia em que sentido outras curvas
poderiam ser  admitidas.  A abordagem citada  é talvez a razão  pela qual  Bernoulli  vê a
necessidade de responder aos textos dos estudiosos mencionados. 

As tentativas de Bernoulli de racionalizar os harmônicos2 tendo por base a corda
vibrante parece permitir a ele a possibilidade de conceber tais sons para qualquer corpo
sonoro,  que,  portanto,  possui  uma  infinidade  de  sons  e  uma  infinidade  de  maneiras
correspondentes de fazer vibrações regulares. O tipo de inferência mencionado (analogia) é
bastante recorrente na argumentação utilizada por Bernoulli no presente texto.

1 DARRIGOL, 2007, p. 361.
2 Na realidade, Bernoulli não utilizava este termo, mas optamos por utilizá-lo nesta introdução para a facilitar a
compreensão.
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Bernoulli trata a composição de sons distintos de maneira semelhante com que
trata  a  composição  de  harmônicos  de  um  som,  estabelecendo  uma  analogia  entre  a
percepção  de  fontes  sonoras  distintas  em  um  concerto  com  o  quanto  os  respectivos
harmônicos de tais fontes não se impedem. Com isso, Bernoulli está concebendo o que a
historiografia costuma chamar de princípio da superposição.

Do ponto de vista estilístico, Bernoulli apresenta seu texto muitas vezes com frases
mais  espontâneas,  o  que  por  um  lado  dificulta  a  apreensão  do  encadeamento  lógico
subjacente  ao  texto,  mas  por  outro  favorece  a  compreensão  da  natureza  heurística  do
pensamento deste estudioso do século XVIII. Na presente tradução, optamos por respeitar
ao máximo a estilística/estrutura do texto, fazendo as mínimas mudanças suficientes para
dar sentido ao texto em português.  

Bibliografia

BERNOULLI, Daniel.  1753. Réfléxions et Eclaircissemens sur les Nouvelles Vibrations
des Cordes Exposées dans les Mémoires de l’Academie de 1747 & 1748. In: Mémoires de
l’Academie Royale des Sciences et Belles-Lettres, tom. IX. 147–172.

DARRIGOL,  Olivier.  2007.  The acoustic  origins  of  harmonic  analysis.  In:  Archive  for
history of exact sciences, vol. 61, n° 4. 343–424.

TRUESDELL, Clifford. 1960. The rational mechanics of flexible or elastic bodies 1638–
1788. In: Leonhardi Euleri Opera Omnia, vols. X e XI, Ser. 2. 

RBHM, Vol. 21, nº 42, pp. 229–274, 2021 231

Oscar João Abdounur

Departamento de Matemática – Mat – campus São 
Paulo- Brasil

E-mail: abdounur@ime.usp.br

Glauco Aparecido de Campos

Instituto Federal de São Paulo – IFSP – campus 
Bragança Paulista - Brasil

E-mail: glaucodecampos@ifsp.edu.br



Oscar João Abdounur & Glauco Aparecido de Campos

Reflexões e esclarecimentos sobre as novas vibrações de cordas expostas nas memórias
da Academia de 1747 e 1748

por Daniel Bernoulli

Introdução

I. O sr. Taylor veio a ser o primeiro a conhecer o número de vibrações, que faz em
um tempo dado uma corda uniformemente espessa com um comprimento dado, com um
peso dado e tensionada por uma força dada. Não seria possível determinar esse número sem
conhecer  previamente  as  curvas,  que  formariam  as  cordas  durante  todo  o  tempo  que
durariam suas vibrações; foi, portanto, demonstrado, que essa curva seria constantemente a
companheira  de  uma  cicloide  extremamente  alongada,  sobre  a  qual  as  ordenadas
representam o seno dos arcos representados pelas abscissas: também é a meu ver que sob
esta  forma  as  vibrações  podem  se  tornar  regulares,  simples  e  isócronas,  apesar  da
desigualdade de excursões. Com esta ideia que eu sempre tive, eu só posso estar surpreso
de ver nos  Mémoires dos anos 1747 e 1748 uma infinidade de outras curvas dotadas da
mesma  propriedade;  não  me  seria  necessário  menos  que  os  grandes  nomes  dos  srs.
d’Alembert e Euler, que eu não posso suspeitar de qualquer desatenção, para examinar se
não existiria algum equívoco na agregação de todas estas curvas com aquela do sr. Taylor, e
em qual sentido poder-se-ia admiti-las. Eu vi imediatamente, que só se pode admitir esta
multitude  de  curvas  num  sentido  absolutamente  impróprio;  eu  não  estimo  menos  os
cálculos dos srs. d’Alembert e Euler, que abarcam certamente tudo que a análise pode ter de
mais  profundo  e  mais  sublime;  mas  que  mostram ao  mesmo tempo,  que  uma  análise
abstrata, que se leva em consideração sem qualquer exame sintético da questão proposta,
está  sujeita  a  nos  surpreender  mais  do  que  nos  esclarecer.  Parece-me que  bastaria  dar
atenção à natureza de vibrações simples das cordas, para prever sem quaisquer cálculos
tudo que estes dois grandes geômetras encontraram pelos cálculos mais espinhosos e mais
abstratos, com um espírito analítico que permanecesse atento.   

 II.   Notemos  inicialmente  que,  segundo  a  teoria  do  sr.  Taylor,  uma  corda
tensionada  pode  formar  suas  vibrações  uniformes  de  uma  infinidade  de  maneiras,  que
diferem entre elas para a física, mas que retornam às mesmas na geometria, uma vez que
em cada uma dessas maneiras faz-se somente mudar a unidade que serve de medida. Estas
diferentes maneiras consistem no número de ventres, que a corda pode formar durante suas
vibrações. Quando existe somente um ventre, como na primeira figura3, as vibrações são
mais lentas, elas formam o som fundamental; quando existem dois ventres, e um nó no
meio do eixo, as vibrações dobram, e elas formam a oitava do som fundamental; quando a
corda forma três, quatro ou cinco ventres, com dois, três ou quatro nós, segundo distâncias
mútuas  iguais,  como  nas  figuras  3,  4  e  5,  as  vibrações  triplicam,  quadruplicam,  ou

3 As figuras se encontram na última página do original francês, após o fim da tradução.
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quintuplicam, e formam a décima-segunda, a oitava dupla, ou a terça maior da oitava dupla,
relativamente ao som fundamental. Esta multiplicidade vai ao infinito. Em cada espécie4

destas vibrações, as excursões totais podem ser grandes ou pequenas a critério, dado que as
maiores podem ser consideradas extremamente pequenas. A natureza destas vibrações é tal
que não somente cada ponto começa e termina cada vibração simples ao mesmo tempo,
mas ainda que todos os pontos se colocam após cada meia vibração simples na posição do
eixo AB . É necessário considerar todas estas condições como essenciais, e disso decorre
imediatamente que há apenas as curvas dadas por Taylor que satisfazem o problema. Mas
ao separar estas condições pode-se formar uma infinidade de curvas, que satisfazem alguma
condição separadamente; mas eu mostrarei  quão pouco seria fundamentado nestes casos
recorrer  às vibrações isócronas para cada ponto. Estas vibrações são como movimentos
recíprocos dos corpos, que descem e sobem alternadamente sobre uma curva; esta curva só
pode ser a cicloide, se for requerido que todas as descidas,  grandes ou pequenas,  sejam
isócronas entre elas da mesma forma que as subidas; mas se se quer simplesmente que as
vibrações inteiras sejam isócronas entre elas, se pode dar tantas curvas quanto se queira,
que satisfazem a este problema; uma vez que eu demonstrei nos Mémoire de Petersburgo,
que para qualquer que seja a curva de descida dada, pode-se sempre determinar a curva de
subida,  tal  que  os  dois  tempos  empregados  para  a  descida  e  para  a  subida  tomados
juntamente resultem numa mesma soma, qualquer que seja a desigualdade existente entre as
amplitudes das excursões. 

III.  Se  eu  disse  que  as  cordas  podem  fazer  suas  vibrações  simples  de  uma
infinidade de maneiras, em que as cinco primeiras figuras servem de exemplo, isto não é
somente  uma  verdade  abstrata;  pode-se  fazê-la  real,  como  o  exemplo  dos  trompetes
marinhos  o  mostra  suficientemente  pelos  sons que  se  tira:  as  experiências  feitas  ao  se
colocar  um cavalete  em algum dos  pontos a ,  e  ao  pinçar  o  pedaço Aa confirmam a
mesma coisa; uma vez que elas [as experiências] nos ensinam que se formam nos pontos
b , c e d os nós a  distâncias  iguais,  que  permanecem em repouso,  enquanto  todos os

outros pontos estão em movimento. Esta multiplicidade infinita de vibrações manifesta-se
em todos os corpos sonoros, independentemente da natureza que eles possam ter; é por isso
que se pode tirar  da trompa, do trompete etc.  todos os sons que vão em progressão de
números naturais;  quer dizer,  na mesma progressão dos sons, que se pode tirar de uma
única e mesma corda pelas diferentes espécies de vibrações. Ao fechar-se todos os buracos
de  uma  flauta  transversal,  pode-se  pela  simples  variação  de  embocadura  obter
primeiramente o som mais grave ou fundamental, e depois sucessivamente sua oitava, sua
décima-segunda,  sua  oitava  dupla,  sua  décima-sétima  maior,  que  semelhantemente  são
como 1, 2, 3, 4 e 5, mas não é necessário crer que esta progressão seja geral. Após ter
formado uma boa teoria sobre as vibrações de ar nos instrumentos de sopro, eu concluí que
que só se poderia  tirar  de tubos fechados  os  sons que vão em progressão  de  números
ímpares, a saber, 1, 3, 5, 7 etc., e minha conclusão foi confirmada pela experiência: pois
tendo retirado a peça superior de uma flauta transversal e a fechando com a mão, eu tirei
primeiramente o som mais grave, e depois reforçando o sopro sua décima-segunda sem

4 Em relação ao termo espécie, podemos entendê-lo como modo de vibração de uma corda.
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passar  para  a  oitava,  em seguida  a  décima-sétima  maior,  e  enfim  um tom que  não  é
reconhecido na música, e que se aproximava da vigésima-primeira do som fundamental. Eu
não sei  se esta  propriedade já foi  observada por outros;  mas ela  me parece  ainda mais
notável, pois talvez seja adequada para explicar em que consistem esses acessos de fácil
reflexão e de fácil  transmissão dos raios, observados com tanta sagacidade pelo grande
Newton. É sobre isto que eu considero fazer um  Mémoire,  na qual eu teria explicado e
reduzido  [a  propriedade]  ao  cálculo  de  vibrações  de  ar  formadas  nos  tubos  abertos  e
fechados, e demonstrado a analogia entre estas vibrações e aquelas do éter, que faz a luz.
Eu faço aqui esta observação para provar,  que os diferentes sons tirados de um mesmo
corpo sonoro não vão sempre na progressão dos números naturais. Mas eu digo mais: estes
sons podem ter tal proporção a ponto de não existir qualquer fórmula em quantidade finita
que possa exprimi-la; como se pode ver pelos sons, que eu calculei uma outra vez, a saber,
aqueles que se podem tirar de uma vara de aço batidas pelos pequenos golpes. Era um
problema novo, que demandava muito de circunspecção. Depois de tê-lo resolvido, eu o
propus ao sr. Euler, que o deu uma solução perfeitamente conforme a minha, ainda que em
princípio incompleta, na medida em que ele tinha omitido a metade dos sons possíveis. Eu
o adverti e ele a completou nas atas de Leipzig. 

IV. Minha conclusão é, que todos os corpos sonoros contêm em potencial uma
infinidade de sons, e uma infinidade de maneiras correspondentes de fazer suas vibrações
regulares;  enfim, que em cada espécie diferente de vibrações as inflexões das partes do
corpo sonoro se fazem de uma maneira diferente. Mas não é dessa multitude de vibrações
aplicada  a  cordas  tensas,  que  os  srs.  d’Alembert  e  Euler  pretendem falar;  ela  não  era
desconhecida ao sr. Taylor: eles multiplicam ao infinito cada espécie [eles argumentam que
existem infinitas espécies];  em concordância com cada intervalo entre dois nós vizinhos
[existe] uma infinidade de curvas tais que cada ponto começa e conclui ao mesmo instante
as  vibrações,  enquanto  que,  seguindo  a  teoria  de  Taylor,  cada  dito  intervalo  deve
necessariamente  tomar a única curva  da companhia  da cicloide extremamente  alongada
[senoide].  Esta  contradição  aparente  entre  os  também  grandes  geômetras  me  parece
demandar algum esclarecimento.  

V. Observemos, portanto, que a corda AB pode não somente fazer suas vibrações
de acordo com a primeira figura, ou a segunda, ou a terceira e assim por diante, mas pode-
se fazer ainda uma mistura de todas estas vibrações com todas as combinações possíveis; e,
portanto, todas as novas curvas e novas espécies de vibrações dadas pelos srs. d’Alembert e
Euler são apenas uma mistura de várias espécies de vibrações taylorianas. Se isto é verdade,
eu não saberia aprovar a agregação de todas estas curvas novas; uma vez que a corda, ao se
adequar a ela não dá um único tom, mas vários tons ao mesmo tempo. Para perceber a
incongruência  dessa  nova  agregação,  suponhamos  que,  no  lugar  de  uma  só  corda,
[tenhamos] por exemplo cinco cordas inteiramente iguais em todos os sentidos, e que a
primeira faça as suas vibrações de acordo com a lei da primeira figura; a segunda corda de
acordo com a lei da segunda figura, e assim por diante. Supondo que todas estas cordas
comecem suas vibrações em um mesmo instante; querer-se-ia chamar estas cinco espécies
de  vibrações  de isócronas  entre  elas,  simplesmente porque elas  terminam uma de  suas
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vibrações ao mesmo tempo que a primeira corda termina cada uma das suas? Sem dúvida,
uma  vez  que  a  segunda  corda  faz  duas  vibrações,  a  terceira  três,  e  assim  por  diante,
enquanto que a primeira corda  só faz uma;  e  que cada  corda dá um tom diferente  em
proporção. Entretanto, tudo que eu acabei de dizer com relação a várias cordas inteiramente
iguais, pode e deve ser aplicado a uma única corda.

VI. Efetivamente, todos os músicos concordam, que uma corda longa tocada dá ao
mesmo tempo, além de seu tom fundamental, outros tons bem mais agudos; eles observam
sobretudo  a  mistura  da  décima-segunda  e  da  décima-sétima  maior:  eles  também  não
observam distintamente a oitava da oitava dupla, isto é somente por causa da bem grande
semelhança destes dois tons com o tom fundamental. Aqui está uma prova evidente de que
se pode fazer em uma única corda uma mistura de vários tipos de vibrações taylorianas de
uma vez. Ouve-se de forma semelhante nos sons de grandes sinos uma mistura de tons
diferentes. Se se segurar na metade um bastão de aço, no qual se bate, ouve-se de uma vez
uma mistura  confusa  de  vários  tons,  os  quais,  sendo apreciados  por  um músico  hábil,
encontram-se  extremamente  desarmoniosos,  de  maneira  que  se  forma  aqui  uma
concorrência de vibrações, que nunca começam e terminam em um mesmo instante, senão
por um grande acaso: de onde se pode ver que a harmonia de sons, que se ouve em um
mesmo corpo sonoro de uma vez, não é essencial a esta matéria [harmonia], e não deve
servir de princípio para os sistemas de música.  O ar não está isento desta multiplicidade de
sons coexistentes: ocorre frequentemente que se tira de uma vez dois sons diferentes de um
tubo;  mas,  aquilo  que  se  prova  melhor,  quão  pouco as  diferentes  ondulações  de  ar  se
perturbam, é quanto se ouve distintamente todas as partes de um concerto, e que todas as
ondulações causadas por estas diferentes partes formam-se em uma mesma massa de ar sem
se perturbar mutuamente, tudo como os raios da luz, que entram em um quarto obscuro
através de uma pequena abertura, não se perturbando.

VII.  Depois destas observações, será fácil construir uma infinidade de curvas a
partir da curva AB com a condição de que cada ponto da corda chegue alguma vez ao
mesmo tempo a um ponto de repouso instantâneo, e dar a lei geral para todas estas curvas
sem qualquer cálculo preliminar. Comecemos pela combinação das duas primeiras figuras.
Suponhamos que a corda faça suas vibrações para formar o som fundamental conforme a
primeira  figura;  esta  curva  sendo supostamente  infinitamente  pequena,  a  corda  poderia
ainda ser considerada como uma linha reta,  e sua curva poderia servir de eixo móvel à
curva da segunda figura, a dois ramos; e disso resulta uma nova curva, que preencheria a
condição prescrita. Aqui está, portanto, a construção desta nova curva.

VIII.  Seja (fig. 6) AmanB a curva da primeira figura: considera-se esta curva
como um eixo reto, sobre o qual se constrói ApaqB inteiramente a mesma com relação ao
seu eixo curvo que aquela da figura segunda, com relação ao eixo perfeitamente reto AB ,
e esta curva ApaqB será tal qual se desejava, a mais simples das curvas dadas pelos srs.
d’Alembert e Euler.
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Como a aplicada [ordenada] maior pm pode ter uma certa  razão em relação à
aplicada [ordenada] maior ar , está claro que esta curva ApaqB já contém uma infinidade
de espécies. Eis aqui as propriedades desta curva ApaqB :

(a) Eu digo que a curva ideal AmanB fará suas vibrações com relação ao
eixo  reto ArB seguindo  inteiramente  a  lei  de  vibrações  simples  da
primeira figura.

(b) Em  seguida,  que  cada  ponto  da  curva ApaqB terá  seu  movimento
relativo com relação a cada ponto correspondente da curva AmanB , o
mesmo que o movimento absoluto representado pela segunda figura.

(c) No  entanto,  cada  ponto  da  segunda  figura  faz  precisamente  duas
vibrações, enquanto o mesmo ponto faz uma nas vibrações da primeira
figura.  É  necessário  portanto  que  todos  os  pontos  da  curva ApaqB
terminem suas  vibrações  alternadas  ao  mesmo tempo,  que  aquelas  da
figura AmanB terminam cada uma de suas.

(d) No início, uma vez que um ponto da curva ApaqB está fora da curva
AmanB , este mesmo ponto no começo de suas duas vibrações estará

dentro desta última curva, que não terá feito uma única vibração, e assim
a curva AmanB tendo assumido a situação Am a n B’ ’ ’ , acontecerá que
a curva ApaqB assuma a situação Ap a q B’ ’ ’ , e que a curva Ap a q B’ ’ ’
seja completamente a mesma que ela tinha sido, mudando a ordem dos
lados,  quer  dizer,  mesma  que BqapA ,  o  que  faz  um  caso  do  belo
teorema do sr. Euler.

IX. Da mesma forma que nós combinamos as vibrações da primeira e da segunda
figura, nós poderemos combinar as vibrações da primeira figura com aquelas de todas as
outras  figuras  sem exceção  até  o  infinito;  todas  estas  combinações  podem subsistir  ao
mesmo tempo; assim; por exemplo, a curva absoluta ApaqB da sexta figura, poderá ser
ainda considerada como uma curva transladada, poder-se-á reparti-la em três partes iguais,
e aplicar aí a mesma curva que, na terceira figura, é aplicada ao eixo reto AB . Qualquer
que seja a curva absoluta resultante de todas estas combinações feitas a critério, ocorrerá
sempre que todos os pontos da curva chegam num mesmo instante ao ponto de repouso
instantâneo  do  lado oposto  do eixo,  e  a  curva  neste  estado  será  sempre  a  mesma,  em
situação oposta, como ela foi no começo, como o diz o sr. Euler. 

X. Se se combina as figuras que têm um número de ventres ímpares, estas curvas
ainda terão a propriedade de que cada ponto da curva absoluta passe num mesmo instante
pelo eixo reto AB , o que se pode fazer consequentemente de uma infinidade de maneiras,
mas assim que uma só curva com ventres pares se mistura, isso não acontece mais. Veja lá
uma exposição física das novas vibrações de cordas dadas pelos srs. d’Alembert e Euler, e
se eu compreendi bem seus enunciados, todas as curvas novas que eles dão, estão incluídas
na nossa construção, e são uma simples mistura de várias espécies de vibrações, em que
cada uma tomada a parte segue as leis descritas pelo sr. Taylor. Mas me parece que isto só é
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uma espécie  de composição de movimento,  que não pode dar  qualquer  amplificação  à
teoria do sr. Taylor. 

XI.  Para  melhor  compreender  a  incongruência  de  uma  tal  amplificação,  nós
combinaremos a curva fundamental do sr. Taylor, que é representada pela primeira figura,
com a curva anguiforme tayloriana que teria 1001 ventres; resultará uma curva [composta]
de número de novas curvas, que terá a propriedade de que todos os pontos começam ao
mesmo  tempo  suas  vibrações,  passarão  todos  num  mesmo  instante  pelo  eixo  reto,  e
chegarão em um mesmo instante ao ponto de repouso, do outro lado do eixo, para começar
um novo movimento semelhante ao precedente. Mas o que ocorre durante este movimento?
Eu digo que haverá na corda precisamente 1000 pontos a distâncias pequenas iguais, em
que cada um faz uma vibração absolutamente da mesma maneira como se as vibrações se
fizessem simplesmente seguindo a lei  da primeira figura,  enquanto que todos os outros
pontos farão 1001 idas e vindas, ou 1001 vibrações, e poderão mesmo passar 1001 vezes o
eixo reto. Estas 1001 vibrações serão inteiras e perfeitas; em cada dessas vibrações cada
elemento terá um momento de repouso absoluto e perfeito,  e um momento no qual sua
velocidade seja a maior. Se desejássemos confundir essas pequenas vibrações rápidas com a
vibração simples fundamental, unicamente porque a milésima primeira vibração pequena
termina ao mesmo tempo em cada ponto, que a vibração fundamental termina, isto seria
chamar síncronos dois pêndulos simples, em que um teria um pé de comprimento e o outro
10020001 pés, pois estes dois pêndulos começavam suas vibrações ao mesmo tempo, as
terminam  também  ao  mesmo  tempo;  se  poderia  mesmo  unir  estes  dois  pêndulos,  em
supondo um corpo extremamente pesado, suspenso por uma corda longa, e um pequeno
corpo anexado ao grande por um pequeno fio,  poder-se-á sempre obter  que o pequeno
pêndulo anexado ao grande começa a primeira de suas vibrações e termina a última, ao
mesmo tempo que o grande pêndulo começa e termina uma única vibração; mas será que
haverá fundamento para chamar estas vibrações de isócronas?

XII. Vejamos  ainda  se  todas  as  novas  curvas  encontradas  pelo  sr.  Euler  são
compreendidas na nossa observação. Para este efeito, será necessário dar uma equação para
todas as  curvas  taylorianas,  das  quais  as  cinco primeiras  figuras  são  exemplos.  Eu me
servirei das denominações do sr. Euler. Seja, portanto, o comprimento da corda AB a= ;
π= a semi-circunferência do círculo cujo raio é expresso pela unidade, a maior ordenada

no meio de cada ventre para a primeira figura α , para a segunda β , para a terceira γ ,
para a quarta δ , seja enfim x uma certa abscissa, e y a ordenada para essa abscissa, se
terá segundo o sr. Taylor. 

para a 1ª figura y αsen= πx
a

para a 2ª figura y βsen= 2 πx
a
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para a 3ª figura y γsen= 3 πx
a

para a 4ª figura y δsen= 4 πx
a

etc.

Portanto,  combinando  todas  estas  curvas  à  imitação  da  sexta  figura,  para  a  qual  nós
combinamos as duas primeiras figuras, nós teremos geralmente para a mesma abscissa x
esta equação:

y αsen= πx
a

βsen+ 2 πx
a

γsen+ 3 πx
a

δsen+ 4 πx
a

etc .

na qual as quantidades α , β , γ , δ etc são arbitrariamente positivas ou negativas.

XIII. Veja lá esta infinidade de curvas encontradas sem qualquer cálculo, e nossa
equação é a mesma que aquela do sr. Euler; vide as  Mémoires de l’Academie para o ano
1748, página 85. É verdade que o sr. Euler, não trata esta multitude infinitamente infinita
[infinita] em geral, e que ele somente a dá no §. 30 como casos particulares; mas é sobre
isto que eu não estou suficientemente esclarecido: se existe ainda outras curvas,  eu não
compreendo em que sentido se pode as admitir.

XIV. Se na nossa equação,  se supuser  os coeficientes  dos termos alternados,  a
saber β , δ= 0 ,  ocorrerá,  portanto,  não  somente,  que  todas  as  espécies  de  vibrações
terminam ao mesmo tempo que termina a vibração fundamental, mas ainda que todos os
pontos da corda se organizam ao mesmo tempo na posição da linha reta AB ; isto não é
senão um corolário do nosso §.10. Nesta suposição, a curva obtém um diâmetro que passa
pela metade da corda AB e que reparte a curva em dois ramos iguais e semelhantes. Este
teorema é, portanto, ainda o mesmo que aquele do sr. Euler do §. 28.

XV.  Se  após  todas  as  nossas  observações  querer-se-ia  ainda  confrontar  as
vibrações compostas com as vibrações simples expostas pelo sr. Taylor, eu não me oporia;
minha intenção não foi senão principalmente a de expor aquilo que as novas vibrações dos
srs.  d’Alembert  e  Euler  tem  de  físico.  Se  ao  contrário,  encontra-se  que  estas  novas
vibrações não saberiam ser consideradas como vibrações simples, que somente faziam o
objeto do sr. Taylor, e que estando decompostas em vibrações simples e uniformes, cada
espécie se faz simplesmente seguindo a lei de Taylor, estas novas curvas só farão confirmar
a teoria de Taylor, quando ele exclui todas as outras curvas e ele admite somente a trocoide
prolongada. Mas eu não admiraria menos a profunda sagacidade com a qual nossos dois
ilustres  geômetras  souberam determinar  analiticamente estas novas curvas.  De resto,  eu
creio que qualquer curva inicial que se dê à corda, ela não se furtará de fazer suas vibrações
quase que imediatamente seguindo a simples uniformidade de movimentos isócronos, e em
conformidade com a natureza da trocoide prolongada exposta pelo sr. Taylor, embora o sr.
Euler não pareça [compartilhar] deste sentimento no §. 27. Aqui está como eu concebo a
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coisa.  A experiência  e  a  razão  nos ensinam,  que de duas  cordas  igualmente  grandes  e
igualmente tensionadas,  a mais longa conserva suas vibrações por mais tempo do que a
menor,  nas  cordas  pequenas  tocadas,  o  som dura somente um instante.  Assim todas as
vibrações  parciais,  misturadas  com  a  vibração  total  e  fundamental,  terminarão  bem
rapidamente,  enquanto que a fundamental  dura ainda bem sensivelmente,  e,  portanto,  a
corda não formará mais do que a trocoide do sr. Taylor. É também isto que nós vemos
sempre ocorrer nas cordas pinçadas de um cravo, nas quais se reconhece pelos olhos tal
curva uniforme, que só forma um único ventre.  

XVI. Pode-se  ainda  observar  acerca  desta  matéria,  que  há  somente  cordas
uniformemente espessas suscetíveis de propriedades que nós acabamos de expor; a razão é,
que quando as cordas irregularmente espessas se dobram segundo a figura 2, 3, 4, 5 etc. as
vibrações não se tornam precisamente 2, 3, 4, 5 etc. vezes mais rápidas que elas são com
respeito à primeira figura, e que assim na mistura destas vibrações elas não terminam nunca
em um mesmo instante, embora elas tenham todas  começado em um mesmo instante. Não
existe, portanto, a meu ver uma única curva para as cordas desigualmente espessas, para um
número  de  intersecções  dadas  ao  nosso problema;  e  se  é  assim,  por  que  existiria  uma
infinidade para as cordas uniformemente espessas? Enfim, que se escolha a mistura mais

simples, considerando a equação y αsen= πx
a

βsen+ 2 πx
a

, na qual os coeficientes α e

β podem ser certas linhas pequenas. Seja o comprimento do pêndulo simples isócrono,
com  as  vibrações  uniformes  que  correspondem  à  primeira  figura  (simples) l ;  o

comprimento de um pêndulo semelhante para a segunda figura
1
4

l ; ou segundo os srs.

d’Alembert  e  Euler,  o  pêndulo  isócrono  para  a  figura  expressa  pela  equação

y αsen= πx
a

βsen+ 2 πx
a

tem sempre  para  comprimento  a  quantidade l ;  embora  este

mesmo  comprimento  é  manifestamente
1
4

l fazendo α= 0 ;  existiria  então  aí  uma

contradição, se estes geômetras não tomassem a palavra isocronismo num outro sentido,
que não aquele vinculado a ele ordinariamente.

XVII. Da nossa solução sintética do problema dos srs. d’Alembert e Euler, se vê
também sem cálculo a maneira de se determinar a curva absoluta da corda a cada instante,
da mesma forma a velocidade de cada ponto: pois, seja a curva inicial expressa por:

y αsen= πx
a

βsen+ 2 πx
a

γsen+ 3 πx
a

δsen+ 4 πx
a

etc+ .

e seja, por exemplo, a questão de determinar a curva no momento em que o meio da corda
passa pelo eixo reto AB : é claro que a curva será expressa neste instante pela relação: 
 

y=−βsen
2 πx

a
δsen+ 4 πx

a
−etc .
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na  qual  os  sinais  são  alternadamente  negativos  e  positivos.  Quanto  às  velocidades,  é
igualmente fácil  determiná-las pela simples composição de movimento, uma vez que se
determina na mecânica a razão de velocidades de cada ponto para cada figura à parte.

XVIII.  Eu evitei até aqui os cálculos, e eu fundamentei todo o meu raciocínio
sobre o princípio confirmado pela experiência (§. 6.), que pode se fazer uma mistura de
vibrações em um único e mesmo corpo sonoro, que sejam absolutamente independentes
umas das outras. Considerando cuidadosamente este princípio, ele não é diferente daquele
da  composição  de  movimento,  entretanto,  para  atualizá-lo,  eu  acreditei  juntar  aqui  as
reflexões mecânicas, e os cálculos que esta matéria demanda.

XIX. Seja um corpo A (fig. 7) arrastado diretamente em direção a um ponto fixo
B ; se se exige que o corpo chegue ao ponto B em um tempo dado, qualquer que seja a

distância inicial AB ,  tem-se que as atrações do corpo A em direção ao ponto fixo B
devem ser em cada ponto proporcionais às distâncias dos corpos desde o ponto B . Tem-se
mesmo que existe somente esta lei da gravitação que satisfaça à questão, então as meias
excursões se tornam de uma parte e de outra perfeitamente iguais. Aí está o verdadeiro
isocronismo e o único que deve ser considerado. Suponhamos após isto que, enquanto o
corpo A é empurrado com a dita lei em direção ao ponto B , os pontos A e B sofrem em
cada instante uma aceleração igual em direção ao ponto C , de modo que o sistema AB
sofre uma gravitação comum em direção a C , que seja ainda proporcional às distâncias
BC , deste modo obter-se-á um outro isocronismo nas excursões do sistema AB . Após

isso,  poder-se-á  novamente  imaginar  que  os  três  pontos A , B e C ,  sofrem  em cada
instante  uma  aceleração  igual  em direção  a  um quarto  ponto D e  que  esta  aceleração
comum aos três pontos A , B e C seja sempre proporcional às distâncias do ponto C ao
ponto D . Desta maneira, poder-se-á multiplicar ao infinito as gravitações do corpo A em
direção  a diferentes  pontos,  e  esse corpo A sofrerá  desse modo uma mistura de várias
espécies de vibrações, que convém examinar. 

XX. Qualquer que seja a distância inicial, o corpo A empregará sempre o mesmo
tempo para alcançar o ponto B , e para fazer uma semi-vibração; após o que o corpo A
fará uma outra semi-vibração, do lado oposto sempre no mesmo momento; ele retornará
ainda ao ponto B após um terceiro momento, e assim por diante: em uma palavra,  esse
movimento  relativo  ao  ponto B fará  o  mesmo,  que  se  este  ponto  permanecesse
inteiramente em repouso. Eu chamaria estes movimentos recíprocos de vibrações isócronas
relativas;  e  essa  distinção  das  vibrações  é  bem  necessária,  pois  de  fato  eles  são  bem
diferentes das vibrações absolutas do mesmo corpo A . Suponhamos que o peso do corpo
A em direção ao ponto B seja igual ao peso natural, fazendo a distância do ponto B a= ;

nessa  suposição  estas  primeiras  vibrações  isócronas  relativas  serão  isócronas  com  as
vibrações absolutas de um pêndulo simples de comprimento a .

Após ter considerado estas primeiras vibrações relativas ao ponto B , nós teremos
as mesmas reflexões a fazer sobre as vibrações isócronas do ponto B relativas ao ponto C
;  e  estas  vibrações  existirão ao mesmo tempo no corpo A ,  sem perturbar  de qualquer
maneira as primeiras vibrações desse corpo. Estas segundas vibrações serão isócronas com
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aquelas de um pêndulo simples de comprimento b , supondo que o peso do ponto B , ou
do corpo A , em direção ao ponto C , se torna igual ao peso natural, onde se faz BC b= .

Se se quer juntar a estas duplas vibrações do corpo A uma terceira espécie, será
necessário supor uma terceira vibração comum ao sistema precedente ABC em direção ao
ponto D , que estará sob denominações isócronas semelhantes com aquelas de um pêndulo
simples  de  comprimento c .  Desta  maneira  se  poderá  ir  tão  longe  quanto  se  queira  e
produzir  no  corpo A tantas  espécies  de  vibrações  isócronas  relativas  quanto  se  será
proposto.  Mas  não  vamos  mais  longe,  e  suponhamos  esta  terceira  vibração  absoluta,
considerando  o  ponto D como fixo.  Desta  maneira  o  único  e  mesmo corpo A terá  ao
mesmo tempo três espécies de vibrações independentes umas das outras, cujos centros de
força são os pontos B , C , e D , que nós vamos considerar mais de perto.

XXI.  Os  tempos  das  referidas  vibrações  parciais  estarão  sob  razão  dupla
[quadrada] das quantidades arbitrárias a , b e c ; se estas quantidades são como 4, 9 e 36,
os tempos das vibrações serão como 2, 3 e 6; assim, enquanto o ponto C faz uma vibração
inteira relativamente ao ponto fixo D , o ponto B fará duas relativamente ao ponto C , e
o ponto A fará três relativamente ao ponto B : de onde é claro, que todo o sistema não
será retornado ao seu primeiro estado no final de seis vibrações relativas ao ponto B , ou
as quatro vibrações relativas ao ponto C ou as duas vibrações relativas ao ponto D . Mas
segundo a maneira que os srs. d’Alembert e Euler consideram a coisa, toda esta mistura de
vibrações seria apenas duas vibrações simples. Nesse exemplo não acontecerá que os três
pontos A , B e C se  reúnam  ao  ponto  fixo D .  Mas  se  se  supõe  as  três  quantidades
arbitrárias √a , √b e √c , estar em razão de 3, 5, e 15, os tempos de vibração estarão na
mesma razão,  e  os  pontos A , B e C se  encontrarão  reunidos ao  ponto D no final  de
cada semi-vibração do ponto C ; deste modo as excursões serão perfeitamente semelhantes
e  iguais  de cada  lado do ponto fixo D :  mas,  na  minha opinião,  o  ponto A deve [ser
considerado] fazer  cinco semi-vibrações antes que isso aconteça,  ao passo que no outro
sentido ele deve fazer uma única semi-vibração. Para ver a necessidade de considerar esses
movimentos recíprocos em conformidade com a nossa teoria, há que se supor as distâncias
arbitrárias  iniciais BC ,  e CD ,  extremamente  pequenas  em  relação  à  AB ;  haverá,
portanto, somente as vibrações AB  que sejam sensíveis e o corpo A fará manifestamente
cinco semi-vibrações antes da junção perfeita dos pontos A , B e C ao ponto D . Mas,
se se considerasse as distâncias AB , e BC , como extremamente pequenos com relação à
CD ,  haverá somente as vibrações CD que sejam sensíveis,  e o corpo A não poderia

mais [ser considerado] ter feito uma única vibração. É necessário portanto evitar aqui todo
equívoco  nas  palavras  vibração  e  isocronismo.  Se  as  quantidades √a , √b e √c são
incomensuráveis, não poderá jamais acontecer que o sistema retome o seu estado inicial,
nem que o corpo A retornaria ao ponto de onde ele tinha partido, uma vez que os pontos
A , B e C não terão jamais seus mais compridos alongamentos relativos em um mesmo

instante: entretanto cada espécie de vibração relativa se fará separadamente segundo a lei
dos pêndulos simples cicloidais. Essa é a fonte da razão que impede de entender a nova
teoria dos srs. d’Alembert e Euler a todos os tipos de corda, qualquer lei de desigualdade
que possa ter na sua espessura.
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XXII.  Na aplicação  dessas  reflexões  às  cordas  vibrantes  será  necessário  supor

b= 1
4

c , a= 1
9

c etc. de sorte que os números de diferentes espécies de vibrações simples

estejam em razão de números naturais 1, 2 e 3 etc. começando por aquele do ponto C
relativo ao ponto fixo D , em seguida aquele do ponto B relativo ao seu centro de força
móvel C , e então aquele do ponto A relativo ao centro de força móvel B . 

XXIII.  Suponhamos agora a distância inicial AB α= , BC β= , CD γ=  etc.  e
que ao final de um tempo dado t a distância AB seja tornada x , a distância BC y= , a
distância CD z= etc.;  seja  também  a  velocidade  relativa  entre  os  pontos A e B u= ’ ,
aquela entre os pontos B e C u= ’’ , aquela entre os pontos C e D u= ’’’ etc, ter-se-á

du' =
x
a

dt e u' = √
αα − xx

a

du'' =
y
b

dt e u'' = √
ββ − yy

b

du''' =
z
c

dt e u''' = √
γγ − zz

c

Além dessas equações a geometria nos ensina ainda acerca de construções e equações entre
o tempo t e as distâncias x , y , z etc. Pois, seja o seno total expresso pela unidade e que
se denota por A . cos F um arco de círculo, cujo raio é um, e cujo cosseno é uma certa
quantidade F , poder-se-á exprimir o tempo t por cada uma das equações seguintes

t= √a × A . cos
x
α

t= √b × A . cos
y
β

t= √c × A . cos
z
γ

Por meio destas equações poder-se-á determinar cada uma das distâncias x , y , z etc pelo
mesmo tempo t comum convertendo os sinais; dessa forma ter-se-á

x α= cos A . t

√a

y β= cos A . t

√b

z γ= cos A . t

√c

Nessas equações é necessário entender por cos A
t

√a
o cosseno de um arco de um círculo,

que  é  igual  a t

√a
e  cujo  raio  é  igual  à  unidade,  e  assim  os  outros.  Além  disso,  as
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quantidades √a , √b , √c , etc. marcam os tempos de um corpo animado pelo peso natural

empregado para cair livremente de alturas
1
2

a ,
1
2

b ,
1
2

c , etc.

Nós determinamos, portanto, cada uma das quantidades x , y , z e etc. pelo mesmo tempo
t , e por consequência a distância absoluta do corpo ao último ponto fixo, cuja distância é
x y z etc+ + + .  Nós  determinamos  semelhantemente  para  cada  instante  as  velocidades

relativas u' , u'' , u''' ,  etc  e  a  velocidade  absoluta  do  ponto A expressa  por
u' u+ '' u+ ''' etc+ .  assim como os elementos de todas essas velocidades.

XXIV.  Poder-se-á,  no  lugar  dos  tempos  expressos  por √a , √b , √c ,  etc.
considerar  os tempos que respondem a uma vibração  simples  relativa  do ponto A com
relação ao ponto B , e depois do ponto B com relação ao ponto C , em seguida do ponto
C em relação ao ponto D .  Se nós designamos, portanto,  esses  tempos por θ' ,  θ'' e
θ''' e que π seja a semicircunferência de um círculo que possui por raio a unidade, será

necessário  supor  nas  equações  do  artigo  precedente √a =
θ'
π

, √b=
θ''
π

,  √c =
θ'''
π

,

substituições após as quais todas as quantidades tornam-se manifestamente homogêneas. 
Seja, por exemplo, θ'=1'' , θ ''=2'' , θ '''=3'' , e seja questão de determinar todas

as circunstâncias do movimento fazendo t= um quarto de segundo; eu digo que se terá

x α= cos A
πt
θ' α= cos A

1
4

π α= √1
2

; y β= cos A
πt
θ'' β= cos A

1
8

π β= cos 22 ° 30 ' ;  e

z γ= cos A
π

12
γ= cos 15 ° ; portanto x y z+ + = 0,70710 α+ 0,92387 β+ 0,96592 γ ,

quantidade  [esta]  que  marca  a  distância  do  corpo A ao  ponto D após  um  quarto  de

segundo  de  tempo.  Ter-se-á,  em  seguida, u'=√
αα−xx

a
=

α

√a
senA

1
4

π ;

u''=√
ββ−yy

b
=

β

√b
senA

1
8

π= β

2 √a
senA

1
8

π ,  e u'''=
γ

3 √a
senA

1
12π .  Disso

resulta  para  nosso  exemplo  a  velocidade  absoluta

u
'

u+ ''
u+ '''

=
6 αsen 45 °+ 4 βsen 22° 30'+2 γsen 15 °

6 γa
.

XXV.  Mas,  sem  nos  determos  a  este  tipo  de  determinações,  que  não  têm
muita relação com aquilo que eu propus como principal, examinamos sobretudo sobre quais
circunstâncias a velocidade absoluta u' u+ '' u+ ''' pode tornar-se 0 ,  nos restringindo às
três espécies de vibrações simples juntamente misturadas. Será necessário para este efeito,

em virtude do §.  23, fazer √
αα−xx

a
+√

ββ−yy
b

+√
γγ −zz

c
=0 ,  substituímos para x ,

y ,e z seus  valores  em t ,  e  nós  teremos
α

√a
senA

t

√a
+

β

√b
senA

t

√b
+

γ

√c
senA

t

√c
=0 . Eu me proponho a determinar o valor de

t , que satisfaça a essa equação em algum exemplo particular. Nós suporemos, portanto,
θ''' ou π √c =2 θ'' ou 2 π √b=3 θ' ou 3 π √a , quer dizer nós suporemos, que, enquanto
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o ponto C faz uma vibração para o ponto fixo D , o ponto B faça duas para o ponto C ,
e o ponto A faça três para o ponto B , suposição que demanda √c =2 √b =3 √a . A nossa
expressão acima dará

3 αsenA
3 t
√ c

+2 βsenA
2 t
√c

γsenA+ t
√c

=0 .

Seja agora A
t

√c
q= , e ter-se-á senA

2 t

√c
, quer dizer o seno do arco duplo 2 q √ (1−qq )

e senA
3 t

√c
=3 q − 4 q3 , e a expressão de cima nos fornece

3 α (3 q −4 q3) +2 β×2 q √ (1− qq )  γq + = 0

ou

9 α−12 αqq + 4 β √ ( 1−qq )  γ  + = 0

Pela primeira destas equações já se vê que se pode fazer q senA= t

√c
=0 , o que fornece

z γ= cos A
t

√c
=±γ ; y β= cos A

t

√ b
β= cos A

2 t

√c
β= , e x=±α , e por consequência

x y z+ + =±α β+ ±γ . Este é o caso que se oferece; mas existem ainda outros indicados
para  a  segunda  equação,  que  podem  ser  bem  reais.  Para  encurtar  o  cálculo,  nós  nos

limitaremos aos casos que fazem 9 α γ+ = 4 β ; e nesses casos encontram-se senA
t

√c
ou

q=±
√ (6 αβ −ββ )

3 α
;

e em seguida o cos A
t

√c
ou

√ (1−qq )=±
√ (9 αα−6 αβ ββ+ )

3 α
=±(1−

β

3 α ) .

Daí, obtém-se z=± γ (1−
β

3 α ) ,

este valor de z já marca a posição do ponto C ; encontrar-se-á em seguida o valor de y , e
enfim aquele de x , e por aí ter-se-á determinado as posições dos três pontos C , B e A .
Vê-se,  portanto, que a nossa questão é muitas vezes  a mais suscetível  de soluções bem
reais,  apesar de que elas não o sejam sempre: pois no caso presente é necessário que a

quantidade β

3 α
seja sempre um número positivo, e que β seja menor que 6 α .

Desçamos  aqui  a um exemplo bem particular:  suponhamos β= 4 α e por consequência

γ= 7 α . Nesse caso é necessário tomar √ (1−qq ) negativa, e fazer √ (1−qq )=
−1
3

, o que

dá o arco t

√c
de 109d , 28 ' , cujo cosseno é −

1
3

, o arco
2 t

√c
de 218d , 56 ' , cujo cosseno
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é −0 , 77787 ;  e o arco
3 t

√c
de 328d , 24 ' ,  cujo cosseno é 0,83172 .  Estes valores  dão

z= −1
3

γ= −7
3

α ;  y =−0,77787 β=−3,11148 α ;  e x = 0,85172 α ,  e  por

consequência x y z + + =−4,59309 α .  Assim,  a  distância  inicial  do  corpo A desde  o
ponto D sendo expressa por 12, existirá  ainda duas posições do corpo A ,  nas quais a
velocidade  absoluta  seja  nula,  e  as  distâncias  ao  ponto D serão,  portanto, −4 e
−4 , 59309 .

XXVI.  Aqui  está  agora  a  natureza  do  movimento  absoluto  do  corpo A com
relação ao ponto fixo D ; a figura 8 marca os pontos principais com a justa proporção de
distâncias.  Eu  digo,  portanto,  que  o  corpo  partindo  do  ponto A será  primeiramente
acelerado e em seguida retardado, após o que ele será parado por um momento no ponto
B ; ele retornará de lá até o ponto C , onde ele repousará ainda um instante; do ponto C

ele retornará em direção ao ponto B parando lá de novo durante um instante, e do ponto
B enfim ele retornará ao ponto A , do qual ele tinha partido, onde sua velocidade será

ainda nula,  e portanto tudo será reduzido ao seu primeiro estado. Além disso, o tempo
empregado para fazer a primeira vibração AB é expresso por 109o , 28 ' , o tempo para
fazer a segunda pequena vibração BC pelo arco 70o , 32 ' , esse segundo tempo será ainda
empregado para fazer  a  terceira  vibração CB ,  e o primeiro tempo para  fazer  a quarta
vibração BA . Se se expressa, portanto, todo o tempo, que o corpo emprega antes que se
recoloque  em seu  primeiro  estado  por 21600 ,  a  primeira  vibração  empregará 6568 da
mesma maneira que a quarta, ao passo que cada uma das duas médias empregará 4232 .
Como nesse exemplo a segunda e terceira excursão são bem pequenas, o movimento do
corpo parecerá como quase em repouso durante quase a metade do tempo inteiro. Mas ter-
se-ia podido escolher outros exemplos onde as excursões parciais seriam tornadas como
iguais e como isócronas, e portanto é uma questão, se o corpo deve ser suposto ter feito
quatro vibrações, ou duas; no sentido dos srs. d'Alembert e Euler, seria necessário sempre
dizer, que ele só teria feito duas, embora se pôde fazê-lo cem idas e voltas todas quase
iguais, e quase isócronas, e cujos movimentos far-se-iam quase inteiramente segundo as leis
dos movimentos isócronos simples e ordinários.

XXVII.  Isso que eu acabei de dizer acerca do corpo A , ocorre perfeitamente a
cada  ponto  nas  novas  vibrações  de  cordas:  eu  me  contentaria,  para  fazer  ver  essa
conformidade inteira, em explicar a mistura dessas duas primeiras espécies de vibrações
mais simples, expressas pelas duas primeiras figuras. Eu representei essa mistura pela sexta
figura,  a  qual  eu  dei  a  construção  no  §.  8.  Seja  nessa  curva  absoluta ApaqB a  maior
ordenada relativa pm ρ= , a maior ordenada ar da curva ideal AmanB σ= ; e seja ainda
o comprimento da corda inteira AB a= ; que se tome uma abscissa determinada Ab x=
com  sua  ordenada bd ;  a  partir  disso  ter-se-á  em  virtude  da  teoria  do  sr.  Taylor

cd  ρsen= 2 πx
a

e bc  σsen= πx
a

,  e  por  consequência  a  ordenada

bd  ρsen= 2 πx
a

 σsen+ πx
a

.  Seja bd y= ,  ter-se-á,  supondo dx constante,
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ddy= ( 4 ππ
aa

ρsen
2 πx

a
+

ππ
aa

σsen
πx
a ) dx2 ;  no  entanto,  nomeando P o  peso  que

tensiona a corda, e p o peso da corda tensionada e uniforme, de fato, a força aceleradora

absoluta do ponto d é expressa  por P
p
∙ addy

dx2
;  essa força  aceleradora  será então aqui

P
p

a (4 ππ
aa

ρsen
2 πx

a
+

ππ
aa

σsen
πx
a ) ou

4 P
p

∙ ππρ
a

sen
2 πx

a
+

P
p
∙ ππσ

a
sen

πx
a

,

que faz a força aceleradora do ponto d= 4 P
p

∙ ππ
a

cd∙ + P
p
∙ ππ

a
bc∙ . Nós vemos então,

que a força aceleradora inteira é composta de duas partes, em que a primeira é proporcional
à distância dc , e que faz fazer ao ponto d vibrações isócronas relativas ao ponto c , que
faz aqui um centro de força móvel: a segunda parte da força aceleradora do ponto d é

P
p
∙ ππ

a
bc∙ :  no  entanto,  pela  natureza  da  curva AcanB ,  o  ponto c é  animado  em

direção ao ponto imóvel b com a mesma força aceleradora P
p
∙ ππ

a
bc∙ ; assim a segunda

força produz constantemente a mesma aceleração aos pontos d e c , e só fará transportar a
pequena distância dc sem mudá-la de jeito nenhum. Nós estamos, portanto, inteiramente
no  mesmo  caso  que  aqueles  dos  §§.  19  e  20.  Para  obter  uma  identidade  inteira  será

necessário  supor  na  sétima  figura CD o= , AB dc= e BC cb= ,  ou α ρsen= 2 πx
a

,

β σsen= πx
a

e γ= 0 ,  e  nessas  expressões  a  quantidade x é constante  com relação  ao

movimento do mesmo ponto d . Assim o movimento de cada ponto na curva AdaqB será
com relação à curva ideal AcanB , o mesmo que o movimento absoluto da segunda figura,
e  o  movimento  absoluto  da  curva  ideal AcanB será  o mesmo que aquele  da  primeira
figura;  assim  a  vibração  segundo  a  figura  a AdaqB não  é  absolutamente  senão  uma
mistura de vibrações segundo a primeira e a segunda figura combinadas conjuntamente, em
que cada espécie se faz independentemente uma da outra.  Esse movimento absoluto do
ponto d abarca  realmente  dois  movimentos periódicos,  um com relação  ao ponto c ,  e
outro com relação ao ponto b ; o número dos primeiros retornos periódicos será sempre o
dobro  daqueles  dos  segundos.  O espírito  percebe  uma  e  outra  espécie  desses  retornos
periódicos e percebe com isso um som duplo, em que um é a oitava do outro. Como as
pequenas  quantidades pm e ar designadas  por ρ e σ podem  ter  alguma  relação,  só
observar-se-á a  primeira espécie  de movimento periódico fazendo pm muito maior que
ar , enquanto que só sentir-se-á a segunda espécie fazendo ar muito maior que pm ; no

primeiro caso, o tempo de uma vibração é manifestamente a metade menor que o segundo,
enquanto que segundo a maneira de considerar as vibrações dos srs. d’Alembert e Euler, o
tempo de cada período é sempre o mesmo, qualquer razão que haja entre ρ e σ , isso que
não me parecia conforme o princípio de continuidade. Pois, se o tempo de uma vibração é
segundo  eles  sempre t ,  qualquer  razão  que  houvesse  entre ρ e σ ,  porque  ele  torna

manifestamente
1
2

t fazendo ρ= 0 ? Para responder a esta dificuldade, me parece que é

preciso necessariamente dizer, que ele faz ao mesmo tempo uma dupla espécie de vibração

246 RBHM, Vol. 21, no 42, pp. 229–274, 2021



Tradução do Texto “Réflexions Et Eclaircissemens Sur ...”

na corda, e que a mistura dessas duas espécies forma aquilo que esses geômetras chamam
vibrações simples; que a segunda espécie diminui à medida que se diminui a quantidade σ
, e que ela se torna nula fazendo σ= 0 ; e, portanto, não haverá qualquer descontinuidade.

XXVIII. Eu espero que aquilo que eu acabei de dizer nesse Mémoire poderá servir
para propagar luz sobre a natureza das novas vibrações das cordas, encontradas com tanta
sagacidade pelos srs. d’Alembert e Euler; e isso era todo meu objetivo. Se o método em que
eles se fizeram servir para resolver seus problemas é muito mais difícil que o meu, eu não
me admiro com a vantagem da superioridade do gênio deles. Quanto à questão se as novas
vibrações são realmente vibrações simples e síncronas para todos os pontos, onde elas não
são  sobretudo uma mistura  de  várias  diferentes  vibrações  coexistentes  em uma mesma
corda e todas de diferentes durações,  eu só falei para melhor explicar a natureza dessas
vibrações, estando bem distante de fazer uma querela com estes também grandes homens
sobre o significado de certos termos.

Eu tratarei em um segundo Mémoire de alguns problemas novos, em que a solução
resulta bem facilmente de nossos princípios e que ao mesmo tempo coloca esta matéria em
uma nova luz.
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