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Resumo

Este artigo apresenta uma traducao do texto Réflexions et Eclaircissemens sur les Nouvelles
Vibrations des Cordes Exposées dans les Mémoires de I’Académie de 1747 & 1748 do
estudioso Daniel Bernoulli (1700-1782), publicado nas Mémoires de I’Académie Royale
des Sciences et Belles-Lettres em Berlim. Este texto fora escrito em resposta as memorias
De vibratione chordarum exercitatio (1748) de Leonhard Euler (1707-1783) e Recherches
sur la courbe que forme une corde tendue, mise en vibration (1747), de Jean le Rond
d’Alembert (1717-1783), trabalhos que também foram publicados nas Mémoires da
academia mencionada. Em contrapartida ao tratamento matematico apresentado por Euler e
d’Alembert, Bernoulli procura construir uma justificativa para a percep¢do dos sons
ouvidos simultaneamente ao som principal de uma corda vibrante, por meio da
sobreposicdao dos modos de vibracdo de uma corda qualquer, dando continuidade a uma
acirrada disputa sobre a questdao. Em tal abordagem, é fundamental ressaltar que Bernoulli
mantém continuamente um sentido fisico para as teorizacdes dos sons simultaneos por ele
estabelecidos e inferéncias delas decorrentes.
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TRANSLATION OF THE TEXT “REFLEXIONS ET ECLAIRCISSEMENS SUR LES
NOUVELLES VIBRATIONS DES CORDES EXPOSEES DANS LES MEMOIRES DE
L’ACADEMIE DE 1747 & 1748”, BY DANIEL BERNOULLI

Abstract

This article presents a translation of the text Réflexions et Eclaircissemens sur les Nouvelles
Vibrations des Cordes Exposées dans les Mémoires de I’Académie de 1747 & 1748 written
by the scholar Daniel Bernoulli (1700-1782), published in Mémoires de I’Académie Royale
des Sciences et Belles-Lettres in Berlin. It was written as an answer to the memoirs De
vibratione chordarum exercitatio (1748) de Leonhard Euler (1707—-1783) and Recherches
sur la courbe que forme une corde tendue, mise en vibration (1747), de Jean le Rond
d’Alembert (1717-1783), two works which were also published in the Mémoires of the
academy mentioned above. In contrast to the mathematical approach presented by Euler
and d’Alembert, Bernoulli seeks to build a justification to the perception of the sounds
listened simultaneously with the main sound of a vibrating string, via superposition of
vibration modes of an arbitrary string, carrying on to a tough dispute about the issue. In this
approach, it is fundamental to point out that Bernoulli mantains a physical meaning to the
theorizations of the simultaneous sounds established by him and inferences resulted by
them.

Keywords: Vibration strings, physical approach, overtones, history of acoustic.

Apresentacdo

Uma evidéncia representativa da abordagem fisica referente a percepcdo dos sons
percebidos simultanemente se dd quando Euler critica argumentos fisicos de Bernoulli, por
exemplo, opondo-se ao fato de que o enésimo harménico de uma corda deveria ser uma
senoide!, o que Fuler considerava uma particularizacdo. Fundamentado em Taylor,
Bernoulli concebia um harmonico como uma senoide (companheira de uma cicloide
extremamente alongada), ainda por que ele ndo compreendia em que sentido outras curvas
poderiam ser admitidas. A abordagem citada é talvez a razdo pela qual Bernoulli vé a
necessidade de responder aos textos dos estudiosos mencionados.

As tentativas de Bernoulli de racionalizar os harménicos? tendo por base a corda
vibrante parece permitir a ele a possibilidade de conceber tais sons para qualquer corpo
sonoro, que, portanto, possui uma infinidade de sons e uma infinidade de maneiras
correspondentes de fazer vibragdes regulares. O tipo de inferéncia mencionado (analogia) é
bastante recorrente na argumentacao utilizada por Bernoulli no presente texto.

! DARRIGOL, 2007, p. 361.
% Na realidade, Bernoulli ndo utilizava este termo, mas optamos por utiliza-lo nesta introdugdo para a facilitar a
compreensao.
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Bernoulli trata a composicao de sons distintos de maneira semelhante com que
trata a composicdo de harmonicos de um som, estabelecendo uma analogia entre a
percepcdao de fontes sonoras distintas em um concerto com o quanto 0s respectivos
harmonicos de tais fontes ndo se impedem. Com isso, Bernoulli estd concebendo o que a
historiografia costuma chamar de principio da superposicao.

Do ponto de vista estilistico, Bernoulli apresenta seu texto muitas vezes com frases
mais espontaneas, o que por um lado dificulta a apreensdo do encadeamento légico
subjacente ao texto, mas por outro favorece a compreensdo da natureza heuristica do
pensamento deste estudioso do século XVIII. Na presente traducdo, optamos por respeitar
ao maximo a estilistica/estrutura do texto, fazendo as minimas mudangas suficientes para
dar sentido ao texto em portugués.
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Reflexdes e esclarecimentos sobre as novas vibracoes de cordas expostas nas memdrias
da Academia de 1747 e 1748

por Daniel Bernoulli

Introducao

I. O sr. Taylor veio a ser o primeiro a conhecer o nimero de vibragdes, que faz em
um tempo dado uma corda uniformemente espessa com um comprimento dado, com um
peso dado e tensionada por uma forga dada. Ndo seria possivel determinar esse nimero sem
conhecer previamente as curvas, que formariam as cordas durante todo o tempo que
durariam suas vibragoes; foi, portanto, demonstrado, que essa curva seria constantemente a
companheira de uma cicloide extremamente alongada, sobre a qual as ordenadas
representam o seno dos arcos representados pelas abscissas: também é a meu ver que sob
esta forma as vibragdes podem se tornar regulares, simples e isdcronas, apesar da
desigualdade de excursdes. Com esta ideia que eu sempre tive, eu s6 posso estar surpreso
de ver nos Mémoires dos anos 1747 e 1748 uma infinidade de outras curvas dotadas da
mesma propriedade; ndo me seria necessario menos que os grandes nomes dos srs.
d’Alembert e Euler, que eu ndo posso suspeitar de qualquer desatengdo, para examinar se
ndo existiria algum equivoco na agregacao de todas estas curvas com aquela do sr. Taylor, e
em qual sentido poder-se-ia admiti-las. Eu vi imediatamente, que s6 se pode admitir esta
multitude de curvas num sentido absolutamente impréprio; eu ndo estimo menos o0s
calculos dos srs. d’Alembert e Euler, que abarcam certamente tudo que a anélise pode ter de
mais profundo e mais sublime; mas que mostram ao mesmo tempo, que uma analise
abstrata, que se leva em consideracao sem qualquer exame sintético da questdo proposta,
estd sujeita a nos surpreender mais do que nos esclarecer. Parece-me que bastaria dar
atencdo a natureza de vibragdes simples das cordas, para prever sem quaisquer célculos
tudo que estes dois grandes gedmetras encontraram pelos céalculos mais espinhosos e mais
abstratos, com um espirito analitico que permanecesse atento.

II. Notemos inicialmente que, segundo a teoria do sr. Taylor, uma corda
tensionada pode formar suas vibragdes uniformes de uma infinidade de maneiras, que
diferem entre elas para a fisica, mas que retornam as mesmas na geometria, uma vez que
em cada uma dessas maneiras faz-se somente mudar a unidade que serve de medida. Estas
diferentes maneiras consistem no nimero de ventres, que a corda pode formar durante suas
vibragdes. Quando existe somente um ventre, como na primeira figura®, as vibragdes sdo
mais lentas, elas formam o som fundamental; quando existem dois ventres, e um né no
meio do eixo, as vibracoes dobram, e elas formam a oitava do som fundamental; quando a
corda forma trés, quatro ou cinco ventres, com dois, trés ou quatro nés, segundo distancias
mutuas iguais, como nas figuras 3, 4 e 5, as vibracdes triplicam, quadruplicam, ou

* As figuras se encontram na ultima péagina do original francés, ap6s o fim da tradugao.
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quintuplicam, e formam a décima-segunda, a oitava dupla, ou a terca maior da oitava dupla,
relativamente ao som fundamental. Esta multiplicidade vai ao infinito. Em cada espécie*
destas vibragdes, as excursoes totais podem ser grandes ou pequenas a critério, dado que as
maiores podem ser consideradas extremamente pequenas. A natureza destas vibracdes é tal
que ndo somente cada ponto comeca e termina cada vibragdo simples ao mesmo tempo,
mas ainda que todos os pontos se colocam apds cada meia vibragdo simples na posicdo do
eixo AB . E necessério considerar todas estas condicdes como essenciais, e disso decorre
imediatamente que ha apenas as curvas dadas por Taylor que satisfazem o problema. Mas
ao separar estas condi¢des pode-se formar uma infinidade de curvas, que satisfazem alguma
condicdo separadamente; mas eu mostrarei qudo pouco seria fundamentado nestes casos
recorrer as vibragOes is6cronas para cada ponto. Estas vibragdes sdo como movimentos
reciprocos dos corpos, que descem e sobem alternadamente sobre uma curva; esta curva sé
pode ser a cicloide, se for requerido que todas as descidas, grandes ou pequenas, sejam
is6cronas entre elas da mesma forma que as subidas; mas se se quer simplesmente que as
vibragGes inteiras sejam isdcronas entre elas, se pode dar tantas curvas quanto se queira,
que satisfazem a este problema; uma vez que eu demonstrei nos Mémoire de Petersburgo,
que para qualquer que seja a curva de descida dada, pode-se sempre determinar a curva de
subida, tal que os dois tempos empregados para a descida e para a subida tomados
juntamente resultem numa mesma soma, qualquer que seja a desigualdade existente entre as
amplitudes das excursoes.

III. Se eu disse que as cordas podem fazer suas vibracGes simples de uma
infinidade de maneiras, em que as cinco primeiras figuras servem de exemplo, isto ndo é
somente uma verdade abstrata; pode-se fazé-la real, como o exemplo dos trompetes
marinhos o mostra suficientemente pelos sons que se tira: as experiéncias feitas ao se
colocar um cavalete em algum dos pontos a , e ao pingar o pedago Aa confirmam a
mesma coisa; uma vez que elas [as experiéncias] nos ensinam que se formam nos pontos

b, cedos nos a distancias iguais, que permanecem em repouso, enquanto todos os
outros pontos estdo em movimento. Esta multiplicidade infinita de vibragdes manifesta-se
em todos os corpos sonoros, independentemente da natureza que eles possam ter; é por isso
que se pode tirar da trompa, do trompete etc. todos os sons que vdo em progressdo de
nimeros naturais; quer dizer, na mesma progressdo dos sons, que se pode tirar de uma
Unica e mesma corda pelas diferentes espécies de vibragdes. Ao fechar-se todos os buracos
de uma flauta transversal, pode-se pela simples variacio de embocadura obter
primeiramente o som mais grave ou fundamental, e depois sucessivamente sua oitava, sua
décima-segunda, sua oitava dupla, sua décima-sétima maior, que semelhantemente sdo
como 1, 2, 3, 4 e 5, mas ndo é necessario crer que esta progressao seja geral. Apds ter
formado uma boa teoria sobre as vibracdes de ar nos instrumentos de sopro, eu conclui que
que s6 se poderia tirar de tubos fechados os sons que vdo em progressdo de numeros
impares, a saber, 1, 3, 5, 7 etc., e minha conclusdo foi confirmada pela experiéncia: pois
tendo retirado a pecga superior de uma flauta transversal e a fechando com a mao, eu tirei
primeiramente o som mais grave, e depois reforcando o sopro sua décima-segunda sem

“Em relagdo ao termo espécie, podemos entendé-lo como modo de vibragdo de uma corda.
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passar para a oitava, em seguida a décima-sétima maior, e enfim um tom que ndo é
reconhecido na musica, e que se aproximava da vigésima-primeira do som fundamental. Eu
ndo sei se esta propriedade ja foi observada por outros; mas ela me parece ainda mais
notavel, pois talvez seja adequada para explicar em que consistem esses acessos de facil
reflexdo e de facil transmissdo dos raios, observados com tanta sagacidade pelo grande
Newton. E sobre isto que eu considero fazer um Mémoire, na qual eu teria explicado e
reduzido [a propriedade] ao calculo de vibracdes de ar formadas nos tubos abertos e
fechados, e demonstrado a analogia entre estas vibragGes e aquelas do éter, que faz a luz.
Eu faco aqui esta observacdo para provar, que os diferentes sons tirados de um mesmo
corpo sonoro ndo vao sempre na progressao dos nimeros naturais. Mas eu digo mais: estes
sons podem ter tal propor¢do a ponto de ndo existir qualquer formula em quantidade finita
que possa exprimi-la; como se pode ver pelos sons, que eu calculei uma outra vez, a saber,
aqueles que se podem tirar de uma vara de ago batidas pelos pequenos golpes. Era um
problema novo, que demandava muito de circunspeccao. Depois de té-lo resolvido, eu o
propus ao sr. Euler, que o deu uma solugdo perfeitamente conforme a minha, ainda que em
principio incompleta, na medida em que ele tinha omitido a metade dos sons possiveis. Eu
o adverti e ele a completou nas atas de Leipzig.

IV. Minha conclusdo é, que todos os corpos sonoros contém em potencial uma
infinidade de sons, e uma infinidade de maneiras correspondentes de fazer suas vibracdes
regulares; enfim, que em cada espécie diferente de vibragoes as inflexdes das partes do
corpo sonoro se fazem de uma maneira diferente. Mas ndo é dessa multitude de vibragoes
aplicada a cordas tensas, que os srs. d’Alembert e Euler pretendem falar; ela ndo era
desconhecida ao sr. Taylor: eles multiplicam ao infinito cada espécie [eles argumentam que
existem infinitas espécies]; em concordancia com cada intervalo entre dois nds vizinhos
[existe] uma infinidade de curvas tais que cada ponto comeca e conclui ao mesmo instante
as vibracdes, enquanto que, seguindo a teoria de Taylor, cada dito intervalo deve
necessariamente tomar a tnica curva da companhia da cicloide extremamente alongada
[senoide]. Esta contradicdo aparente entre os também grandes geOmetras me parece
demandar algum esclarecimento.

V. Observemos, portanto, que a corda AB pode ndo somente fazer suas vibracoes
de acordo com a primeira figura, ou a segunda, ou a terceira e assim por diante, mas pode-
se fazer ainda uma mistura de todas estas vibracoes com todas as combinagGes possiveis; e,
portanto, todas as novas curvas e novas espécies de vibragdes dadas pelos srs. d’Alembert e
Euler sdo apenas uma mistura de varias espécies de vibracoes taylorianas. Se isto é verdade,
eu ndo saberia aprovar a agregacao de todas estas curvas novas; uma vez que a corda, ao se
adequar a ela ndo da um tunico tom, mas varios tons ao mesmo tempo. Para perceber a
incongruéncia dessa nova agregacdo, suponhamos que, no lugar de uma s6 corda,
[tenhamos] por exemplo cinco cordas inteiramente iguais em todos os sentidos, e que a
primeira faca as suas vibragdes de acordo com a lei da primeira figura; a segunda corda de
acordo com a lei da segunda figura, e assim por diante. Supondo que todas estas cordas
comecem suas vibracdes em um mesmo instante; querer-se-ia chamar estas cinco espécies
de vibracGes de isdcronas entre elas, simplesmente porque elas terminam uma de suas
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vibragGes ao mesmo tempo que a primeira corda termina cada uma das suas? Sem duavida,
uma vez que a segunda corda faz duas vibragOes, a terceira trés, e assim por diante,
enquanto que a primeira corda s6 faz uma; e que cada corda d4 um tom diferente em
proporcdo. Entretanto, tudo que eu acabei de dizer com relacdo a varias cordas inteiramente
iguais, pode e deve ser aplicado a uma tinica corda.

VI. Efetivamente, todos os musicos concordam, que uma corda longa tocada da ao
mesmo tempo, além de seu tom fundamental, outros tons bem mais agudos; eles observam
sobretudo a mistura da décima-segunda e da décima-sétima maior: eles também nao
observam distintamente a oitava da oitava dupla, isto é somente por causa da bem grande
semelhanca destes dois tons com o tom fundamental. Aqui estd uma prova evidente de que
se pode fazer em uma unica corda uma mistura de vérios tipos de vibragdes taylorianas de
uma vez. Ouve-se de forma semelhante nos sons de grandes sinos uma mistura de tons
diferentes. Se se segurar na metade um bastdo de ago, no qual se bate, ouve-se de uma vez
uma mistura confusa de varios tons, os quais, sendo apreciados por um musico habil,
encontram-se extremamente desarmoniosos, de maneira que se forma aqui uma
concorréncia de vibragoes, que nunca comegam e terminam em um mesmo instante, sendo
por um grande acaso: de onde se pode ver que a harmonia de sons, que se ouve em um
mesmo corpo sonoro de uma vez, ndo é essencial a esta matéria [harmonia], e nao deve
servir de principio para os sistemas de musica. O ar ndo esta isento desta multiplicidade de
sons coexistentes: ocorre frequentemente que se tira de uma vez dois sons diferentes de um
tubo; mas, aquilo que se prova melhor, qudo pouco as diferentes ondulacdes de ar se
perturbam, é quanto se ouve distintamente todas as partes de um concerto, e que todas as
ondulacGes causadas por estas diferentes partes formam-se em uma mesma massa de ar sem
se perturbar mutuamente, tudo como os raios da luz, que entram em um quarto obscuro
através de uma pequena abertura, ndo se perturbando.

VII. Depois destas observagdes, serd facil construir uma infinidade de curvas a
partir da curva AB com a condicdo de que cada ponto da corda chegue alguma vez ao
mesmo tempo a um ponto de repouso instantaneo, e dar a lei geral para todas estas curvas
sem qualquer calculo preliminar. Comecemos pela combinacdo das duas primeiras figuras.
Suponhamos que a corda faga suas vibragGes para formar o som fundamental conforme a
primeira figura; esta curva sendo supostamente infinitamente pequena, a corda poderia
ainda ser considerada como uma linha reta, e sua curva poderia servir de eixo mével a
curva da segunda figura, a dois ramos; e disso resulta uma nova curva, que preencheria a
condigdo prescrita. Aqui estd, portanto, a construcdo desta nova curva.

VIIIL. Seja (fig. 6) AmanB a curva da primeira figura: considera-se esta curva
como um eixo reto, sobre o qual se constréi ApagB inteiramente a mesma com relagdo ao
seu eixo curvo que aquela da figura segunda, com relacdo ao eixo perfeitamente reto AB ,
e esta curva ApagB sera tal qual se desejava, a mais simples das curvas dadas pelos srs.
d’Alembert e Euler.
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Como a aplicada [ordenada] maior pm pode ter uma certa razdo em relagdo a
aplicada [ordenada] maior ar , estd claro que esta curva ApagB ja contém uma infinidade
de espécies. Eis aqui as propriedades desta curva ApagB :

(@) Eu digo que a curva ideal AmanB fard suas vibragdes com relacdo ao
eixo reto ArB seguindo inteiramente a lei de vibragdes simples da
primeira figura.

(b) Em seguida, que cada ponto da curva ApagB tera seu movimento
relativo com relacao a cada ponto correspondente da curva AmanB , 0
mesmo que o movimento absoluto representado pela segunda figura.

(c) No entanto, cada ponto da segunda figura faz precisamente duas
vibragGes, enquanto o mesmo ponto faz uma nas vibracGes da primeira
figura. E necessario portanto que todos os pontos da curva ApaqB
terminem suas vibragdes alternadas ao mesmo tempo, que aquelas da
figura AmanB terminam cada uma de suas.

(d) No inicio, uma vez que um ponto da curva ApagB estd fora da curva

AmanB , este mesmo ponto no comeco de suas duas vibragOes estara
dentro desta tdltima curva, que ndo tera feito uma tnica vibragdo, e assim
a curva AmanB tendo assumido a situacdo Am’a’n’B , acontecera que
a curva ApaqB assuma a situacdo Ap’a’q’B , e que a curva Ap’a’q’B
seja completamente a mesma que ela tinha sido, mudando a ordem dos
lados, quer dizer, mesma que BgapA , o que faz um caso do belo
teorema do sr. Euler.

IX. Da mesma forma que nés combinamos as vibracdes da primeira e da segunda
figura, nés poderemos combinar as vibragdes da primeira figura com aquelas de todas as
outras figuras sem excecdo até o infinito; todas estas combina¢des podem subsistir ao
mesmo tempo; assim; por exemplo, a curva absoluta ApagB da sexta figura, podera ser
ainda considerada como uma curva transladada, poder-se-a reparti-la em trés partes iguais,
e aplicar ai a mesma curva que, na terceira figura, é aplicada ao eixo reto AB . Qualquer
que seja a curva absoluta resultante de todas estas combinagoes feitas a critério, ocorrera
sempre que todos os pontos da curva chegam num mesmo instante ao ponto de repouso
instantaneo do lado oposto do eixo, e a curva neste estado serd sempre a mesma, em
situacdo oposta, como ela foi no comego, como o diz o sr. Euler.

X. Se se combina as figuras que tém um ntiimero de ventres impares, estas curvas
ainda terdo a propriedade de que cada ponto da curva absoluta passe num mesmo instante
pelo eixo reto AB , o que se pode fazer consequentemente de uma infinidade de maneiras,
mas assim que uma sé curva com ventres pares se mistura, isso ndo acontece mais. Veja la
uma exposicao fisica das novas vibra¢des de cordas dadas pelos srs. d’Alembert e Euler, e
se eu compreendi bem seus enunciados, todas as curvas novas que eles dao, estdo incluidas
na nossa construcao, e sdo uma simples mistura de varias espécies de vibragdes, em que
cada uma tomada a parte segue as leis descritas pelo sr. Taylor. Mas me parece que isto s6 é
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uma espécie de composicdo de movimento, que ndo pode dar qualquer amplificagdo a
teoria do sr. Taylor.

XI. Para melhor compreender a incongruéncia de uma tal amplificacdo, nés
combinaremos a curva fundamental do sr. Taylor, que é representada pela primeira figura,
com a curva anguiforme tayloriana que teria 1001 ventres; resultard uma curva [composta]
de ntimero de novas curvas, que terd a propriedade de que todos os pontos comecam ao
mesmo tempo suas vibragdes, passardo todos num mesmo instante pelo eixo reto, e
chegardo em um mesmo instante ao ponto de repouso, do outro lado do eixo, para comecar
um novo movimento semelhante ao precedente. Mas o que ocorre durante este movimento?
Eu digo que havera na corda precisamente 1000 pontos a distancias pequenas iguais, em
que cada um faz uma vibragdo absolutamente da mesma maneira como se as vibragdes se
fizessem simplesmente seguindo a lei da primeira figura, enquanto que todos os outros
pontos fardao 1001 idas e vindas, ou 1001 vibracoes, e poderdao mesmo passar 1001 vezes o
eixo reto. Estas 1001 vibracGes serdo inteiras e perfeitas; em cada dessas vibracGes cada
elemento terdA um momento de repouso absoluto e perfeito, e um momento no qual sua
velocidade seja a maior. Se desejassemos confundir essas pequenas vibragoes rapidas com a
vibragdo simples fundamental, unicamente porque a milésima primeira vibragdo pequena
termina ao mesmo tempo em cada ponto, que a vibracdo fundamental termina, isto seria
chamar sincronos dois péndulos simples, em que um teria um pé de comprimento e o outro
10020001 pés, pois estes dois péndulos comegavam suas vibracdes ao mesmo tempo, as
terminam também ao mesmo tempo; se poderia mesmo unir estes dois péndulos, em
supondo um corpo extremamente pesado, suspenso por uma corda longa, e um pequeno
corpo anexado ao grande por um pequeno fio, poder-se-& sempre obter que o pequeno
péndulo anexado ao grande comeca a primeira de suas vibracdes e termina a ultima, ao
mesmo tempo que o grande péndulo comeca e termina uma unica vibracdo; mas sera que
haverad fundamento para chamar estas vibra¢des de is6cronas?

XII. Vejamos ainda se todas as novas curvas encontradas pelo sr. Euler sdo
compreendidas na nossa observacdo. Para este efeito, serd necessario dar uma equagdo para
todas as curvas taylorianas, das quais as cinco primeiras figuras sdo exemplos. Eu me
servirei das denominagdes do sr. Euler. Seja, portanto, o comprimento da corda AB=a ;

w= a semi-circunferéncia do circulo cujo raio é expresso pela unidade, a maior ordenada
no meio de cada ventre para a primeira figura « , para a segunda 3 , para a terceira v ,
para a quarta § , seja enfim z uma certa abscissa, e y a ordenada para essa abscissa, se
terd segundo o sr. Taylor.

. Ly
para a 1° figura y=asen e

para a 2° figura y=Qsen Zf:m
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Qe _ 37
para a 3" figura y=-vysen 0

4 x

para a 4° figura y=dsen etc.

Portanto, combinando todas estas curvas a imitacdo da sexta figura, para a qual nos
combinamos as duas primeiras figuras, nés teremos geralmente para a mesma abscissa &
esta equacdo:

2 mx 3

—= +~vsen 2L 4 5sen 4 ma
a a

T
y=asen - = +Bsen etc .

na qual as quantidades «, 8, v, § etc sdo arbitrariamente positivas ou negativas.

XIII. Veja 14 esta infinidade de curvas encontradas sem qualquer célculo, e nossa
equacdo é a mesma que aquela do sr. Euler; vide as Mémoires de I’Academie para o ano
1748, pagina 85. E verdade que o sr. Euler, nio trata esta multitude infinitamente infinita
[infinita] em geral, e que ele somente a da no §. 30 como casos particulares; mas é sobre
isto que eu ndo estou suficientemente esclarecido: se existe ainda outras curvas, eu nao
compreendo em que sentido se pode as admitir.

XIV. Se na nossa equagao, se supuser os coeficientes dos termos alternados, a
saber 8, =0, ocorrerd, portanto, ndo somente, que todas as espécies de vibragdes
terminam ao mesmo tempo que termina a vibracao fundamental, mas ainda que todos os
pontos da corda se organizam ao mesmo tempo na posicdo da linha reta AB ; isto ndo é
sendo um corolario do nosso §.10. Nesta suposicdo, a curva obtém um didmetro que passa
pela metade da corda AB e que reparte a curva em dois ramos iguais e semelhantes. Este
teorema é, portanto, ainda o mesmo que aquele do sr. Euler do §. 28.

XV. Se ap6s todas as nossas observacOes querer-se-ia ainda confrontar as
vibra¢Ges compostas com as vibracdes simples expostas pelo sr. Taylor, eu ndo me oporia;
minha inten¢do néo foi sendo principalmente a de expor aquilo que as novas vibra¢es dos
srs. d’Alembert e Euler tem de fisico. Se ao contrario, encontra-se que estas novas
vibragdes ndo saberiam ser consideradas como vibragdes simples, que somente faziam o
objeto do sr. Taylor, e que estando decompostas em vibragoes simples e uniformes, cada
espécie se faz simplesmente seguindo a lei de Taylor, estas novas curvas sé fardo confirmar
a teoria de Taylor, quando ele exclui todas as outras curvas e ele admite somente a trocoide
prolongada. Mas eu ndo admiraria menos a profunda sagacidade com a qual nossos dois
ilustres gedmetras souberam determinar analiticamente estas novas curvas. De resto, eu
creio que qualquer curva inicial que se dé a corda, ela nao se furtara de fazer suas vibragoes
quase que imediatamente seguindo a simples uniformidade de movimentos isécronos, e em
conformidade com a natureza da trocoide prolongada exposta pelo sr. Taylor, embora o sr.
Euler ndo parega [compartilhar] deste sentimento no §. 27. Aqui estd como eu concebo a
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coisa. A experiéncia e a razdo nos ensinam, que de duas cordas igualmente grandes e
igualmente tensionadas, a mais longa conserva suas vibragdes por mais tempo do que a
menor, nas cordas pequenas tocadas, o som dura somente um instante. Assim todas as
vibragdes parciais, misturadas com a vibracdo total e fundamental, terminardo bem
rapidamente, enquanto que a fundamental dura ainda bem sensivelmente, e, portanto, a
corda ndo formara mais do que a trocoide do sr. Taylor. E também isto que nés vemos
sempre ocorrer nas cordas pingadas de um cravo, nas quais se reconhece pelos olhos tal
curva uniforme, que s6 forma um unico ventre.

XVI. Pode-se ainda observar acerca desta matéria, que ha somente cordas
uniformemente espessas suscetiveis de propriedades que nés acabamos de expor; a razao é,
que quando as cordas irregularmente espessas se dobram segundo a figura 2, 3, 4, 5 etc. as
vibragGes ndo se tornam precisamente 2, 3, 4, 5 etc. vezes mais rapidas que elas sdo com
respeito a primeira figura, e que assim na mistura destas vibragdes elas ndo terminam nunca
em um mesmo instante, embora elas tenham todas comec¢ado em um mesmo instante. Nao
existe, portanto, a meu ver uma tnica curva para as cordas desigualmente espessas, para um
nimero de interseccdes dadas ao nosso problema; e se é assim, por que existiria uma
infinidade para as cordas uniformemente espessas? Enfim, que se escolha a mistura mais

. . ~ T 2 7x . .
simples, considerando a equagao y=asen o +0sen =g -+ Ma qual os coeficientes a e

B podem ser certas linhas pequenas. Seja o comprimento do péndulo simples is6crono,
com as vibragoes uniformes que correspondem a primeira figura (simples) [ ; o

comprimento de um péndulo semelhante para a segunda figura %l ; ou segundo 0s SIS.

d’Alembert e FEuler, o péndulo isécrono para a figura expressa pela equacdo

™ 2 . .
y=asen - = +Bsen —, tem sempre para comprimento a quantidade [ ; embora este

. . . 1 . ~ ;
mesmo comprimento e manifestamente Z l fazendo a= 0 ; existiria entdo ai uma

contradigdo, se estes geOmetras ndo tomassem a palavra isocronismo num outro sentido,
que ndo aquele vinculado a ele ordinariamente.

XVII. Da nossa solucdo sintética do problema dos srs. d’Alembert e Euler, se vé
também sem calculo a maneira de se determinar a curva absoluta da corda a cada instante,
da mesma forma a velocidade de cada ponto: pois, seja a curva inicial expressa por:

2 x 3

_ L T 4
y=asen +Bsen 0 +vsen o +dsen

T +etc .
a

e seja, por exemplo, a questdo de determinar a curva no momento em que o meio da corda
passa pelo eixo reto AB : é claro que a curva serd expressa neste instante pela relagao:

27x 4z

y=— fBsen “a +dsen

—etc .
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na qual os sinais sdo alternadamente negativos e positivos. Quanto as velocidades, é
igualmente facil determina-las pela simples composicdo de movimento, uma vez que se
determina na mecanica a razdo de velocidades de cada ponto para cada figura a parte.

XVIIIL. Eu evitei até aqui os célculos, e eu fundamentei todo o meu raciocinio
sobre o principio confirmado pela experiéncia (§. 6.), que pode se fazer uma mistura de
vibragcGes em um uUnico e mesmo corpo sonoro, que sejam absolutamente independentes
umas das outras. Considerando cuidadosamente este principio, ele ndo é diferente daquele
da composicdo de movimento, entretanto, para atualizd-lo, eu acreditei juntar aqui as
reflexdes mecanicas, e os calculos que esta matéria demanda.

XIX. Seja um corpo A (fig. 7) arrastado diretamente em dire¢do a um ponto fixo
B ; se se exige que o corpo chegue ao ponto B em um tempo dado, qualquer que seja a
distancia inicial AB , tem-se que as atracdes do corpo A em direcdo ao ponto fixo B
devem ser em cada ponto proporcionais as distancias dos corpos desde o ponto B . Tem-se
mesmo que existe somente esta lei da gravitacdo que satisfaca a questdo, entdo as meias
excursoes se tornam de uma parte e de outra perfeitamente iguais. Ai estd o verdadeiro
isocronismo e o tnico que deve ser considerado. Suponhamos apés isto que, enquanto o
corpo A é empurrado com a dita lei em dire¢do ao ponto B , os pontos A e B sofrem em
cada instante uma aceleracdo igual em direcdo ao ponto C' , de modo que o sistema AB
sofre uma gravitacdo comum em direcdo a C' , que seja ainda proporcional as distancias
BC , deste modo obter-se-a um outro isocronismo nas excursoes do sistema AB . Apos
isso, poder-se-4 novamente imaginar que os trés pontos A, B e C , sofrem em cada
instante uma aceleracdo igual em direcdo a um quarto ponto D e que esta aceleracdo
comum aos trés pontos A , B e C seja sempre proporcional as distancias do ponto C ao
ponto D . Desta maneira, poder-se-4 multiplicar ao infinito as gravitagcdes do corpo A em
direcdo a diferentes pontos, e esse corpo A sofrerd desse modo uma mistura de varias
espécies de vibragdes, que convém examinar.

XX. Qualquer que seja a distancia inicial, o corpo A empregarad sempre 0 mesmo
tempo para alcangar o ponto B , e para fazer uma semi-vibragdo; ap6s o que o corpo A
fard uma outra semi-vibracdo, do lado oposto sempre no mesmo momento; ele retornara
ainda ao ponto B apds um terceiro momento, e assim por diante: em uma palavra, esse
movimento relativo ao ponto B fard o mesmo, que se este ponto permanecesse
inteiramente em repouso. Eu chamaria estes movimentos reciprocos de vibra¢Ges isdcronas
relativas; e essa distingdo das vibracOes é bem necessaria, pois de fato eles sdo bem
diferentes das vibra¢Ges absolutas do mesmo corpo A . Suponhamos que o peso do corpo
A em direcdo ao ponto B seja igual ao peso natural, fazendo a distancia do ponto B=a ;
nessa suposicao estas primeiras vibragdes isdcronas relativas serdo isécronas com as
vibragGes absolutas de um péndulo simples de comprimento a .
Apbs ter considerado estas primeiras vibragoes relativas ao ponto B , nds teremos
as mesmas reflexdes a fazer sobre as vibragoes is6cronas do ponto B relativas ao ponto C'
; e estas vibragOes existirdo ao mesmo tempo no corpo A , sem perturbar de qualquer
maneira as primeiras vibragdes desse corpo. Estas segundas vibracdes serdo is6cronas com
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aquelas de um péndulo simples de comprimento b , supondo que o peso do ponto B, ou
do corpo A , em direcdo ao ponto C', se torna igual ao peso natural, onde se faz BC=b .

Se se quer juntar a estas duplas vibragdes do corpo A uma terceira espécie, sera
necessario supor uma terceira vibragdo comum ao sistema precedente ABC' em direcdo ao
ponto D , que estard sob denominagdes isdcronas semelhantes com aquelas de um péndulo
simples de comprimento ¢ . Desta maneira se podera ir tdo longe quanto se queira e
produzir no corpo A tantas espécies de vibragdes isocronas relativas quanto se sera
proposto. Mas ndo vamos mais longe, e suponhamos esta terceira vibragdo absoluta,
considerando o ponto D como fixo. Desta maneira o tinico e mesmo corpo A tera ao
mesmo tempo trés espécies de vibragoes independentes umas das outras, cujos centros de
forga sdo os pontos B, C , e D , que n6s vamos considerar mais de perto.

XXI. Os tempos das referidas vibragbes parciais estardo sob razdo dupla
[quadrada] das quantidades arbitrarias a , b e ¢ ; se estas quantidades sdo como 4, 9 e 36,
os tempos das vibragdes serdo como 2, 3 e 6; assim, enquanto o ponto C' faz uma vibracdo
inteira relativamente ao ponto fixo D , o ponto B fard duas relativamente ao ponto C , e
o ponto A fara trés relativamente ao ponto B : de onde é claro, que todo o sistema ndo
serd retornado ao seu primeiro estado no final de seis vibracoes relativas ao ponto B, ou
as quatro vibragoes relativas ao ponto C' ou as duas vibragdes relativas ao ponto D . Mas
segundo a maneira que os srs. d’Alembert e Euler consideram a coisa, toda esta mistura de
vibracGes seria apenas duas vibracdes simples. Nesse exemplo ndo acontecera que o0s trés
pontos A, B e C se retinam ao ponto fixo D . Mas se se supde as trés quantidades
arbitrdrias va , Vb e ¢ , estar em razdo de 3, 5, e 15, os tempos de vibragdo estardo na
mesma razdo, e os pontos A , B e C se encontrardo reunidos ao ponto D no final de
cada semi-vibracdo do ponto C' ; deste modo as excursdes serdo perfeitamente semelhantes
e iguais de cada lado do ponto fixo D : mas, na minha opinido, o ponto A deve [ser
considerado] fazer cinco semi-vibracGes antes que isso acontega, ao passo que no outro
sentido ele deve fazer uma tnica semi-vibragao. Para ver a necessidade de considerar esses
movimentos reciprocos em conformidade com a nossa teoria, hd que se supor as distancias
arbitrarias iniciais BC' , e CD , extremamente pequenas em relacio a AB ; havera,
portanto, somente as vibracdes AB que sejam sensiveis e o corpo A fard manifestamente
cinco semi-vibracdes antes da juncao perfeita dos pontos A, B e C ao ponto D . Mas,
se se considerasse as distancias AB , e BC , como extremamente pequenos com relagdo a

CD , havera somente as vibragdes C'D que sejam sensiveis, e o corpo A ndo poderia
mais [ser considerado] ter feito uma tinica vibracdo. E necessério portanto evitar aqui todo
equivoco nas palavras vibragdo e isocronismo. Se as quantidades va , Vb e V¢ sdo
incomensuraveis, ndao podera jamais acontecer que o sistema retome o seu estado inicial,
nem que o corpo A retornaria ao ponto de onde ele tinha partido, uma vez que os pontos

A, B e C ndo terdo jamais seus mais compridos alongamentos relativos em um mesmo
instante: entretanto cada espécie de vibragdo relativa se fara separadamente segundo a lei
dos péndulos simples cicloidais. Essa é a fonte da razdo que impede de entender a nova
teoria dos srs. d’Alembert e Euler a todos os tipos de corda, qualquer lei de desigualdade
que possa ter na sua espessura.

RBHM, Vol. 21, n°42, pp. 229-274, 2021 241



Oscar Jodo Abdounur & Glauco Aparecido de Campos

XXII. Na aplicacdo dessas reflexdes as cordas vibrantes serda necessario supor

1 1 . . - . S
b= 26 a= 3¢ etc. de sorte que os numeros de diferentes espécies de vibragdes simples
estejam em razdo de nimeros naturais 1, 2 e 3 etc. comegando por aquele do ponto C
relativo ao ponto fixo D , em seguida aquele do ponto B relativo ao seu centro de forca

movel C , e entdo aquele do ponto A relativo ao centro de forga mével B .

XXIII. Suponhamos agora a distancia inicial AB=« , BC=83, CD=v etc. e
que ao final de um tempo dado ¢ a distdncia AB seja tornada z , a distdncia BC=y , a
distdncia CD=z etc.; seja também a velocidade relativa entre os pontos A e B=u',
aquela entre os pontos B e C=u"’, aquela entre os pontos C' e D=u""’ etc, ter-se-a

du'zzdteu'zzu
a a

"_Y " _ BB — vy
du—bdteu = b

dum:%dt e um= L; zz

Além dessas equacOes a geometria nos ensina ainda acerca de construgdes e equagdes entre
o tempo ¢ e as distancias = , y , z etc. Pois, seja o seno total expresso pela unidade e que
se denota por A .cos F um arco de circulo, cujo raio é um, e cujo cosseno é uma certa
quantidade F', poder-se-a exprimir o tempo ¢ por cada uma das equagdes seguintes

= xz
t—«/EXA.cosa
t=«/3><A.cos%
t=«/E><A.cos§

Por meio destas equagdes poder-se-a determinar cada uma das distancias z , y , z etc pelo
mesmo tempo ¢ comum convertendo os sinais; dessa forma ter-se-4

_ t
x=a cos A . Te
_ t
y=08 cos A . NG
_ t
z=v cos A . T

~ . t .
Nessas equacdes é necesséario entender por cos A To o0 cosseno de um arco de um circulo,

que € igual a 7o © cujo raio € igual a unidade, e assim os outros. Além disso, as
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quantidades va , Vb , Ve , etc. marcam os tempos de um corpo animado pelo peso natural
1 1

=b, —c,etc.

2 2

No6s determinamos, portanto, cada uma das quantidades z , 1 , z e etc. pelo mesmo tempo
t , e por consequéncia a distancia absoluta do corpo ao tltimo ponto fixo, cuja distancia é
z+y+z+etc . Nos determinamos semelhantemente para cada instante as velocidades

ni

relativas u', u" , u'"', etc e a velocidade absoluta do ponto A expressa por
u +u +u +etc. assim como os elementos de todas essas velocidades.

- 1
empregado para cair livremente de alturas 50,

XXIV. Poder-se-a, no lugar dos tempos expressos por va , Vb, V¢,
considerar os tempos que respondem a uma vibracdo simples relativa do ponto A com
relacdo ao ponto B , e depois do ponto B com relacdo ao ponto C , em seguida do ponto

C em relacdo ao ponto D . Se nés designamos, portanto, esses tempos por §', 6" e
0" e que 7 seja a semicircunferéncia de um circulo que possm por raio a umdade sera
necessario supor nas equagbes do artigo precedente va=—, Vb= 0 , Ve —6—
substituicdes ap6s as quais todas as quantldades tornam-se rnamfestarnente homogeneas

Seja, por exemplo, 9=1 , 0 =2, 9 =3 , e seja questdo de determinar todas
as circunstancias do movimento fazendo t= um quarto de segundO' eu digo que se tera

x=acosA%=acosA%7r=a\E y= BcosA —BcosA m=fc0s22°30"'; e
z=7vycos A % =+ cos 15 ° ; portanto z+y+z= 0,70710 a+ 0,92387 B+ 0,96592 ~ ,

quantidade [esta] que marca a distancia do corpo A ao ponto D apds um quarto de
" Jaa—zT _ o

segundo de tempo. Ter-se-4, em  seguida, u = a \/—asenA —7r ;
u“:1M:%senA%7r— 2’3_ senA g™ © um:3’\y/asenA—7r. Disso
resulta para nosso exemplo a velocidade absoluta
w4y 4y = 6asen 45°+4 Bszn 22° 30 +2 ysen 15 ‘
Ya

XXV. Mas, sem nos determos a este tipo de determinacOes, que ndo tém
muita relacdo com aquilo que eu propus como principal, examinamos sobretudo sobre quais
circunstancias a velocidade absoluta v +u +u'"' pode tornar-se 0, nos restringindo as
trés espécies de vibragdes simples juntamente misturadas. Serd necessario para este efeito,

em virtude do §. 23, fazer \/aa;xw +\/ﬂﬂ;yy +\/'y'y;zz =0, substituimos para z ,
u ez seus Valores em t, e nos teremos

T senA —= \/_ \/BB senA ﬁ-'- \/_ senA T =0 . Eu me proponho a determinar o valor de

t , que satisfaca a essa equacdo em algum exemplo particular. N6s suporemos, portanto,
0" ou mVc=280" ou 27w Vb6=36' ou 3 7w Va , quer dizer nds suporemos, que, enquanto
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o ponto C faz uma vibracédo para o ponto fixo D , o ponto B faca duas para o ponto C',
e oponto A faga trés para o ponto B , suposigdo que demanda vc=2+vb=3Va . A nossa
expressdo acima dara

3t 2t t _
3asenA J_E+2 BsenA T +’ysenA% =0.

Seja agora A % =q , e ter-se-a senA ZTZ , quer dizer o seno do arco duplo 2 g v(1—qq|

e senA 3Tz:Bq— 4 q3 , € a expressdo de cima nos fornece
3al3¢—4¢%+28%x2qV1—qql+7¢=0
ou

9a—12aqq+4,3\/(1—q¢J]+’y= 0

Pela primeira destas equagdes ja se vé que se pode fazer g=senA % =0, o que fornece
z=vcos A L:iy ; y=Bcos A L =B cos A 2t =0 ,e z==*a , e por consequéncia
Ve Vb Je
z+y+z=+a+B+~ . Este é 0 caso que se oferece; mas existem ainda outros indicados
para a segunda equagao, que podem ser bem reais. Para encurtar o calculo, nés nos

. t
limitaremos aos casos que fazem 9 a+~= 4 § ; e nesses casos encontram-se senA 7o ou

VI6aB-pB) .

3a ’

q= +
e em seguida o cos A £ ou
Ve

m——qu:J‘g’aa—saﬁﬂﬂ’:i(l_i).

3« 3a
B
! 3 a) ’

este valor de z ja marca a posigdo do ponto C' ; encontrar-se-a em seguida o valor de y , e
enfim aquele de z , e por ai ter-se-a determinado as posi¢des dos trés pontos C', Be A .
Vé-se, portanto, que a nossa questdo é muitas vezes a mais suscetivel de solugdes bem
reais, apesar de que elas ndo o sejam sempre: pois no caso presente é necessario que a

Dai, obtém-se z==+ «

quantidade 3£ seja sempre um numero positivo, e que 3 seja menor que 6« .
o
Descamos aqui a um exemplo bem particular: suponhamos 5= 4 « e por consequéncia

4= 7 a . Nesse caso é necessario tomar V|1 — gq| negativa, e fazer (1 —qq|= _?1 , 0 que

. t d nat o ;1 21 d car o
da o arco NG de 109%,28", cujo cosseno é 3 0 arco 7e de 218%,56"', cujo cosseno
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é —0,77787 ; e o arco % de 328¢ ,24" , cujo cosseno é 0,83172 . Estes valores ddo

I=—y=—7u0a,; y=-0,77787 p=—-3,11148 o ; e z=0,85172a, e por

consequéncia z+y+z =—4,59309 o . Assim, a distdncia inicial do corpo A desde o
ponto D sendo expressa por 12, existird ainda duas posi¢des do corpo A , nas quais a

velocidade absoluta seja nula, e as distdncias ao ponto D serdo, portanto, —4 e
—4,59309 .

XXVI. Aqui estd agora a natureza do movimento absoluto do corpo A com
relacdo ao ponto fixo D ; a figura 8 marca os pontos principais com a justa proporcao de
distancias. Eu digo, portanto, que o corpo partindo do ponto A serd primeiramente
acelerado e em seguida retardado, apos o que ele sera parado por um momento no ponto

B ; ele retornarda de 14 até o ponto C', onde ele repousara ainda um instante; do ponto C
ele retornard em direcdo ao ponto B parando 14 de novo durante um instante, e do ponto

B enfim ele retornard ao ponto A , do qual ele tinha partido, onde sua velocidade sera
ainda nula, e portanto tudo serd reduzido ao seu primeiro estado. Além disso, o tempo
empregado para fazer a primeira vibragio AB é expresso por 109°,28', o tempo para
fazer a segunda pequena vibragdo BC pelo arco 70°,32 ", esse segundo tempo serd ainda
empregado para fazer a terceira vibragdo CB , e o primeiro tempo para fazer a quarta
vibracdo BA . Se se expressa, portanto, todo o tempo, que 0 COIpo emprega antes que se
recoloque em seu primeiro estado por 21600 , a primeira vibracdo empregard 6568 da
mesma maneira que a quarta, ao passo que cada uma das duas médias empregara 4232 .
Como nesse exemplo a segunda e terceira excursdo sdo bem pequenas, o0 movimento do
corpo parecera como quase em repouso durante quase a metade do tempo inteiro. Mas ter-
se-ia podido escolher outros exemplos onde as excursdes parciais seriam tornadas como
iguais e como is6cronas, e portanto é uma questdo, se o corpo deve ser suposto ter feito
quatro vibracGes, ou duas; no sentido dos srs. d'Alembert e Euler, seria necessario sempre
dizer, que ele s teria feito duas, embora se pode fazé-lo cem idas e voltas todas quase
iguais, e quase is6cronas, e cujos movimentos far-se-iam quase inteiramente segundo as leis
dos movimentos is6cronos simples e ordinarios.

XXVII. Isso que eu acabei de dizer acerca do corpo A , ocorre perfeitamente a
cada ponto nas novas vibracoes de cordas: eu me contentaria, para fazer ver essa
conformidade inteira, em explicar a mistura dessas duas primeiras espécies de vibragGes
mais simples, expressas pelas duas primeiras figuras. Eu representei essa mistura pela sexta
figura, a qual eu dei a construgdo no §. 8. Seja nessa curva absoluta ApagB a maior
ordenada relativa pm=p , a maior ordenada ar da curva ideal AmanB=0 ; e seja ainda
o comprimento da corda inteira AB=aq ; que se tome uma abscissa determinada Ab=z
com sua ordenada bd ; a partir disso ter-se-4 em virtude da teoria do sr. Taylor

_ 2 T T ~
cd = psen e bc = osen o e por consequéncia a ordenada
2 e T . p
bd = psen Y + osen o Seja bd=vy , ter-se-4a, supondo dr constante,
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47 27 T T
ddy= (—psen—+—asen = dz? ; no entanto, nomeando P o peso que
aa a aa a
tensiona a corda, e p o peso da corda tensionada e uniforme, de fato, a forca aceleradora
. P  add L s .
absoluta do ponto d é expressa por 7 . a_2y ; essa forca aceleradora sera entdo aqui
dz
P |4nm 2mr T Ut 4P Twmp 2mx P 7o s
— psen ——+—osen ——|ou —— ¢ sen +— sen — ,
D aa a p a a p a
_4P 7w P 7mr , ~
que faz a forca aceleradora do ponto d=—— ¢ — ecd+ 7 o *bc . N6s vemos entdo,

que a forca aceleradora inteira é composta de duas partes, em que a primeira é proporcional
a distancia dc , e que faz fazer ao ponto d vibragdes is6cronas relativas ao ponto ¢ , que
faz aqui um centro de forca mével: a segunda parte da forca aceleradora do ponto d é

P 7mr

p
direcdo ao ponto imével b com a mesma forca aceleradora % .

*bc : no entanto, pela natureza da curva AcanB , o ponto ¢ é animado em

Ly
a
forca produz constantemente a mesma aceleracdo aos pontos d e c , e s6 fara transportar a
pequena distancia de sem muda-la de jeito nenhum. No6s estamos, portanto, inteiramente
no mesmo caso que aqueles dos §§. 19 e 20. Para obter uma identidade inteira sera

‘s - . 2 x
necessario supor na sétima figura CD=o0, AB=dc e BC=cb, ou a=psen ol

ebc ; assim a segunda

T ~ . . ~
ﬁ=asen7 e y=0, e nessas expressdes a quantidade r é constante com relacdo ao

movimento do mesmo ponto d . Assim o movimento de cada ponto na curva AdagB sera
com relagdo a curva ideal AcanB , o mesmo que o movimento absoluto da segunda figura,
e o movimento absoluto da curva ideal AcanB serd o mesmo que aquele da primeira
figura; assim a vibragdo segundo a figura a AdagB ndo é absolutamente sendo uma
mistura de vibragGes segundo a primeira e a segunda figura combinadas conjuntamente, em
que cada espécie se faz independentemente uma da outra. Esse movimento absoluto do
ponto d abarca realmente dois movimentos periddicos, um com relagdo ao ponto c , e
outro com relagdo ao ponto b ; o nimero dos primeiros retornos periédicos sera sempre o
dobro daqueles dos segundos. O espirito percebe uma e outra espécie desses retornos
periédicos e percebe com isso um som duplo, em que um é a oitava do outro. Como as
pequenas quantidades pm e ar designadas por p e ¢ podem ter alguma relacdo, s6
observar-se-a a primeira espécie de movimento periédico fazendo prm muito maior que

ar , enquanto que s6 sentir-se-a a segunda espécie fazendo ar muito maior que pm ; no
primeiro caso, o tempo de uma vibracdo é manifestamente a metade menor que o segundo,
enquanto que segundo a maneira de considerar as vibragoes dos srs. d’Alembert e Euler, o
tempo de cada periodo é sempre o mesmo, qualquer razdo que haja entre p e ¢ , isso que
ndo me parecia conforme o principio de continuidade. Pois, se o tempo de uma vibracdo é
segundo eles sempre ¢ , qualquer razdo que houvesse entre p e o, porque ele torna

manifestamente %t fazendo p= 0 ? Para responder a esta dificuldade, me parece que é

preciso necessariamente dizer, que ele faz a0 mesmo tempo uma dupla espécie de vibragdo

246 RBHM, Vol. 21, n° 42, pp. 229-274, 2021



Tradugdo do Texto “Réflexions Et Eclaircissemens Sur ...”

na corda, e que a mistura dessas duas espécies forma aquilo que esses gedmetras chamam
vibrac¢Ges simples; que a segunda espécie diminui a medida que se diminui a quantidade o
, e que ela se torna nula fazendo =0 ; e, portanto, ndo havera qualquer descontinuidade.

XXVIIL Eu espero que aquilo que eu acabei de dizer nesse Mémoire podera servir
para propagar luz sobre a natureza das novas vibragoes das cordas, encontradas com tanta
sagacidade pelos srs. d’Alembert e Euler; e isso era todo meu objetivo. Se o método em que
eles se fizeram servir para resolver seus problemas é muito mais dificil que o meu, eu ndo
me admiro com a vantagem da superioridade do génio deles. Quanto a questdo se as novas
vibracdes sdo realmente vibragoes simples e sincronas para todos os pontos, onde elas ndo
sdo sobretudo uma mistura de varias diferentes vibracdes coexistentes em uma mesma
corda e todas de diferentes duragdes, eu so falei para melhor explicar a natureza dessas
vibracGes, estando bem distante de fazer uma querela com estes também grandes homens
sobre o significado de certos termos.

Eu tratarei em um segundo Mémoire de alguns problemas novos, em que a solucdo
resulta bem facilmente de nossos principios e que ao mesmo tempo coloca esta matéria em
uma nova luz.

RBHM, Vol. 21, n°42, pp. 229-274, 2021 247



Oscar Jodo Abdounur & Glauco Aparecido de Campos

REFLEXIONS

ET

ECLAIRCISSEMENS

SUR LES NOUVELLES YVIBRATIONS DES COR-

BES IEFHFEEE DANS LES Hﬁﬂﬂlll{.ﬁ
DE L'ACADEMIE

de ry74qy & 1948
rar M. DANIEL BERNOULLL

. ﬂé’&é L

M- & Tiylor oft parvenu le premier i connoitre le nombre des
¥ g vibrations, que fait dans un rems donné une corde uni-
- * formement epaillfe d'une longueur donnée, d'un poids
donné, & rendu@ par une force donnée. Il n'éroir peg

poilible de déterminer ce nombre fans connoitre préalablement les
courbures, que preadroient les cordes pendant tout le tems que dure-
roient leurs vibrations ; il @ done démontré 5 que cette courbure it
T a con-
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conftamment la compagne d'une cycloide extremement allongrée,, dans
laquelle les appliquées repréfencent les finug des arcs reprélentés par
les absfeiffes : audli n'elt-ce & mon avis que fous certe forme que les
vibrarions pevvent devenir réaulieres, fimples, & ilochrones, malgré
Pindmalid des exeurlions.  Avee cerre idée, que jai rovjours cug, je
ne pouvois qudire furpris de voir dans les Mémoires des années 1747
& 1748, une infinité d'avires coorbures comme doudes de la méme
propriéeé; il ne me falloic pas moirs que les grands noms de M. d°4-
Jember? & Euwlor ; que je ne pouvois {oupronner daucune inaftention,
pour examiner sl o'y auroir pas queique equivogue dins Paggréga-
tion de routes ccs courbes avee celle de M. Tiplor, & dans quel fens
on pourroit les sdmerre.  J'si vid auili- 16t, qu'on ne pouvoir admet-
tre cetre mulritude de courbes que dans i fens cout - d- fait impropre;
je n'en eltime pas moins les caleuls de Mt d"dllebery & Kulory qui
renferment certainement tour ce quc I'Analyle peur avarr de plus pro-
fond & de plus fublima ; mais qui montrent en méme fems, gu'une ana-
Iyfe abftraire, qu'on écoure fans aucun examen fynrherique de la que-
ftion propolée, elt fijerre & nous furprendre plutér qu'i nous écluirer.
Nl me femble & mei, quil o'y avoic qu'i fiire arcention & la mrare des
vibrations fimples des cordes, pour prévoir fins aucun caleul rour ce
que ces deux grands Géomerres onr trouvé par les calculs les plus
épincux & les plus abftrairs, dont I'efprit analytique fz foir encore avilé

I. Remarquons d'sbord que, fuivant la théorie de M. Tiyplor,
une corde tendué peut former fes vibrations uniformes d'une infinité
de manieres, qui different entre elles pour le phyfique, mais qui revien-
nent au méme pour le géomerrigue, parce gque dans chacune de ces
manieres on ne fir que changer Nunité qui fert de mefure.  Ces ma-
nieres differentes conliftent dans le nombre des ventres, que la corde
peut former durant fes vibrarions. Quand il n'y a quvn feu] ventre,
comme dans la premiere Figure, les vibrations font les plus tardives,
elles formeac e fon fondamental ; quand I y o dewx veomes, & :E

noe
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noeud s milien de Paxe, les vibrations fo doublent, & elles forment
l'oftave du fon fondamenml ; lursque la corde forme trois, quarre, on
cing ventres, avec deux, rrois, ou quatre noeuds, par des diltances
muroelles égales, comme dans les figures 3. 4 & 5. les vibrations fe
rriplent, guadruplent, ou guinmeplent, & forment la douzidme, la
double oftave, ou la rierce majeure de la double oftave, rélativement au
fon fondamental.  Certe mulriplicité va i infini.  Dans claque cfpe-
ce de ces vibrarions les excurfions rotales peuvent érre grandes ou pe-
tites 4 diferdrion, pourvii que les plus grandes puillent fve confées
extrémement perites.  La matre de ces vibrarions et relle que, non
leulement chaque point commence & finit chague vibrarion fimple 2o
méme inftant, mais encore que rous les points fe mewent aprds cha-
que demi- vibration fimple dans la polition de l'axe AD, 1 faut conf-
dérer toures ces conditions comme ellenticlles, & tour aulli-tér il
n'y aque les courbes données par M. Zirplor, qui farisfallent au pro-
biéme.  Mais en féparant ces conditions on peut former une infinité
de courbes, qui fansfaflent 4 quelque condition fparément ; mais je
ferai voir combien peu on leroit fondé en ces as 4 appeller les vibra-
tions ilochrones pour chagque poine, 11 en elt de ces vibrations, com-
me des mouvemens réciproques des corps, qui delcendent & mon-
tent alternativement fur une courbe ; cene courbe ne peur érre que la
cycloide, iilon demande que roures les defeenres, grandes ou petires,
foyent ifochrones entre elles de méme que les montdes ; mais @i I'on
veut fimplement que les vihrations entieres foyent ifochrones entre el-
les, on peur donner autant de courbes qu'on demande, qui [adsfalent
i ce problime; puisque i demanné dans les Mémoires de Perers-
bourg, que quelle courbe de defcente on donne, on peut toujours
dérerminer Ja courbe de montée, relle que les deux rems employés 4 la
defcente & # la montée pris enfemble faffent ure méme lomme, quel-
que inégalité qu'il y it entre les amplitedes des excurfions.

HL  Sijai dit que les cordes peuvent faire leurs vibrations fim-

ples d'une infinigé de manieres, dont les cing premieres figures fervent
a1 3 d'exem-
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d'exemples, ce n'clt pas li une véritd abitraite feulement ; on peur la
rendre réelle, comme [exemple des rompettes marines le montre
affez par les fons qu'on en tire : les Expéricnces quon fair en plagant
un chevaler dans quelqu'un des peints 2, & en pingant le bour Aag,
confirment la méme chole ; puisgu'elles nows aprennent, gu'il {z forme
aux points &, &, , &c. des noeuds & diftances égales, qui demeurent
comme en repos, pendant que tous les aurres points font agirés. Cerre
multiplicicé infinie de vibrations fe manifelte dans tous kes corps fono-
res, de quelque narure qu'ils puiffent &re ; ceft par i qu'on peur d-
rer des cors de chaflfe, des rromperres, Sc. rous les fong qui vone en
progrellion des nombres naturels ; celt 4 dice dans la méme pro-
ilion que les fons, qu'on peut rirer dune feule & méme corde

¢ Tes differentes efpeces de vibrarions. En fermant tous les rrous
d'une fiee traverfiere, on peut par la imple variarion de l'embouchure
abrenir d'abord le fon le plus bas, ou fondamental, 8 puis luccelfive-
ment fon oftave, fa douziéme, fa double oftave, fa dix-feponéme ma-
jeure, qui font parcillement comme 1, 2, 3, 4 & 5. mais il ne faue
pas croire pour cela, que cette progreilion foit générale. Apris m'drre
formé ane honne théorie fur les vibrations de l'air dans les inftrumens
& vent, J'en ai conclu, qu'on ne pourroit tirer des nryaux bouchés que
les fons, gui vont en progrelfion des nombres impairs, favair 1, 3, 1,
=, &ec. & ma conclufions ¢1é confirmée parI'Expérience : car ayane oré
la P'u:c,,-, d'en - havr d'une Aite traverfiere, & la bouchane avee la main,
jen 4 tiré d'aberd lc fon le plus bas, & puis renforgant le foufle fa
douzitme fins paffer par lodbave, enflire fadix-fepridme majeure, &
enfin un ron qui n'eft pes recu dans la Mulique, & qui approchoir de la
vingr- uniéme du fon fondamencal.  Je ne [ai i cetre propriéeé a déji
éré remarqude par dautres ; mais elle me paroit d'sutant plus remar-
guable, qu'elle elt peut-étre propre d expliquer en quoi confiltent ces
acces de fcile réfléxion & de facile transmillion des rayons, oblervés
avee tant de fagacité par le g'rand MNewton, Clelt fur quoi je compre
de donner un Mémoire , quand janrai expliqué 8 réduit au galenl les
vibra-
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vibrations de I'air formées dans des ruyame ouverts & bouchés, & dé-
montré 'inalogie entre ces vibrations de 'air & celles de l'ether , qui
fair la lumiere.  Je n'ai fait ici cetre remarque, que pour prouver, que
les differens fons tirés du méme corps fonore ne vonr pas roujours
dans la progrellion des nombres naturels:  Mais je dis plus : ces fons
peuvent aveir telle proportion; qu'l n'y & aucune formule en quantis
tés finies qui puifle 'exprimer; comme on peut voir par les fons, que
jai calculés aurrefois, qui fonr ceux qu'on peur tirer d'une verge d'a-
cler frappée par des petitseoups. C'éroit un probléme nouvean, & qui
demancdoit beaucoup de circonfpection; apréslaveir réfuly, je 1'ai pro-
pofé & M. Euler, qui en a donné une folution parfairement conforme
a la mienne , quoique incomplere d'aberd en ce gu'il aveir omis la mai-
tié des fons poffibles ; je len ai averti, & il y a fuppléé dans les Adtes
de Leiplig.

IV. Ma conclufion eft, que rous les corps fonores renferment
en puilfance vne infinité de fons, & uneinfinicé de manieres correlpon-
dantes de faire leurs vibrarions régulieres ; enfin, que dans chague dif-
ferente efpece de vibrarions les infléxions des parties du corps fonore
fe fonr d'une maniere differenre.  Mais ce o'elt pas de cems muliitude
de vibrations appliquée aux cordes tenduis, que M. dflemberr &
Euler prérendent parler ; elle n'éroir pas inconnué & M. Tapler - ils
multiplient & l'infini chagque efpece, en accordant 4 chaque intervalle en-
tre deux noeuds voifing une infinité de courbures relles que chague
point commence & acheve aux mémes inftans fes vibrations, pendant
que, fuivant la chéorie de M. Taylor, chaque dit intervalle doit nécefTai-
rement prendre la feule courbure de la compagne de la cycloide exté-
mement allongée. Cetre conrradiétion apparente enrre d'awili grands
Gépmerres me paroir demander quelque éclaireifement.

V. Remarquons done, quels corde AB peur non feulement
faire fes vibrarions fuivant la figure premiere, ou feconde, ou troifiéme,
& ainfi i l'infini, mais qu’il peot fe faire encore un mélange de toutes
e vibrations avec toutes les combinaifons poflibles; & cependam

[oules
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soutes les nouvelles courbes & nouvelles efpecesde vibrations données
par nre & dflenpbort & Euler ne font ablolument qu'un rru.f-'lm'ng-e =

ufieurs elpeces de vibraticns Tayloriennes.  Si cela eft vrai, je ne
aurois approuver lagarégation de toures ces nouvelles courbes ; puisque
1z corde en 5’y conformant ne donne pas un feul & méme ton, mais

lufieurs tons & la fois. Pour fentiv lincongrofré de certe nouvelle
aperégation, fuppofons, aulieu d'one feule corde, cing cordes par exem-
ple, entierement égales en tout fens; quela premiere faile fos vibrea-
tions fuivane la loi de la premiere figure ; la feconde corde fuivant la
loi de la feconde figure, & ainfi des aurres. Suppofons que wures ces
cordes commencent leurs vibrations dans un méme inlbant ; voudroi-
on appeller ces cing efpeces de vibrarions ifochrones entre dles, fim.
plement parce qu'elles finiffent une de leurs vibrations au méme ins-
tant que la premicre corde finit chacune des fiennes ? Non fans
doute , parce que la feconde corde fair denx vibrations, la troifidme
trois, & ainfi des aotres, pendamt que la premiere corde n'en fait
qu'une; & que chague corde donne un ton different 4 proportiomn
Cependant tour ce que je viens de dire par vapport @ plufieurs cordes
entierement émales, peur & doic érre appliqué & une feule & méme
corde.

V1. Effedtivement rous les Muficiens conviennent , qu'une lon-
gue corde pincle donne en méme rems, outre fon ton fondamental,
d'autres rons beaucoup plus aigus ; ils remarguent fur tour le mélange
de la douziéme & de la dix-fepriéme majeure : s'ils ne remarquent pag
guili diftinétement Poétave & la double oilave, ce n'elt quii caule de
la trop grande reffemblance de ces deux rons avee le ton fondameneal,
Vaili une preuve éviderte, qu'il peut fe faire dans une feule & méme
corde un mélange de plulieurs fortes de vibrmions Tayloriennes 3 la
fois. On entend pareillement dars le fon des grofles cloches un mé-
lange de tons differens.  5i Fon ticnt par le milien one verge d'acier,
& gu'on la frappe, on entend i la fois un mélange confus de plufieurs
tons, lesquels étant appréeids par un habile Mulicien fe rouvent extré-

TR
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mement desharmonieux, de forte qu'il fe forme ici un concours de wi-
brations, qui ne commencent & ne finilfent jumais dans un méme ins-
rant , finon par un grand hazard : d'od 'on voir que Pharmonie des
fons, qu'on entend dans une méme corps fonore d la fois, n'eft pas
effenticlle & cette matiere, & ne doit pas fervir de principe pour les
fyftémes de Mulique. L'ir n'eflt pas exemt de cerre muldpliciné de
lons cotxiftans : ilarrive fouvent gu'on tire deux fons differens 4 la
fois dun tuyaw ; mais, ce gui prouve le miewmx, combien peu les diffe-
rentes endulations de I'nir s'entre- empéchent, eft qu'an entend dis-
tinétement toutes les parries d'un concerr, & que toutes les onduls-
tions caufies par ces differentes parries fe forment dans la méme malTe
d'air fans fe troubler mutuellement , tout comme les ravons de la lu-
miere, qui entrent dans une chambre obfcure @ eravers une petite ou-
verrure, ne fe troublent poinr.

WVIL  Aprés ces remargues il fera facile de conftruire une infi-
nité de courbes initiales i la corde AR avec cette condition, que cha-
gue point de I corde arrive quelquefois en méme rems 3 un point de
repos inftantané, & de donner la loi générale pour roures ces courbes
fans aucun caleul préaleble.  Commengons par la combimeifon des
deux premieres figures.  Soppofons que la corde falle fes vibratiens
pour former le fon fondamental conformément & la premiere figure ;
cette courbure érznt cenlée infiniment petite, la corde pourrs encore
étre confidérée comme une ligne droice, & fi courbe poorm fervir
daxe mobile 4 la courbe de la feconde figure, 4 deux branches; & de
H il réflulee une nouvelle courbe, qui remplira la condition préferire.
Veici done la conftruétion de cetre nouvelle courbe.

VL  Soir (Fig.6.) Amaa B la courbure de la premiere figu-
re: quon confidére cere courbe comme un axe droit, fur Jequel on
conftruile A pagB, entiérement la méme par rapport i fon axe courbé
que celle de la Aigure feconde, par rapport 4 'axe parfairement droit
AB; & cette courbe A pagD feratelle quion defiroir, & la plus fimple
des courbes données par Mt 4’ llembert & Euler.

Mt de 1" cad, T, IX, ¥ Comme
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Comme la plus grande appliquée pm peur avoir un rapport quel.
conque & la plus grande appliquée a r, il elt clir, que cerre courbe
ApagB contient déji une infinité d'efpeces.  Voici i préfent les pro-
pri¢nés de cere courbe ApagB.

(#) Je dis que l2 courbe idéale AmanB fera fes vibrations par
rapport i laxe droit A r #, entierement fuivant la loi des vibrations fim-
ples de la premicre figure.

(5) Enluite, que chaque point de la courbe ApagB aura fon
mouvement rélatif par rapport 4 chaque point correfpondant de I
courbe AmanB, le méme que le mouvement ablolu repréfenté par la

feconde figure.

(e} Or chaque point de la feconde figure fuic précifément deux
vibrations, pendant que le m&me poine en fait une dans les vibrations
de la premiere figure. 11 fuut done que tous les points de la conrbe
Ap agB Aniffenr lenrs vibrationsalrernes au méme inftant, que ceux de
la figure AmanB finilfent chacune des leurs.

(d) Lorsque, su commencement, un point de la courbe ApagB
eft en dehors de la courbe AmanB, ce méme point au bour de fes
deux vibrations fera en dedans de certe derniere courbe, qui n'aure
fair qu'une fevle vibrarion; & ainfi la courbe AmanB ayant pris la fi-
tearion Am' @ &' B, il arrivera que lacourbe ApagB prenne la fita-
tion Ap/a'y'B, & que la courbe Ap’'a’¢'B [oit tout i fait la méme
qu'elle avoit éié, en changeant fimplement I'ordre des cotés, celt &
dire; la méme que Byap A, cequi fait un cas du bean théoreme de
M., Euler,

IN. Dela méme facon que nous avons combiné les vibrarions

de la premiere, & de la feconde figure, on pourra combiner les vi-
brations de la premiere figure, avec celles d& rouse aume figure fans
_exception
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exception i l'infini; roures ces combinaifons peuvent mime Tubfifter 4
la fois ; ainfi; per exemple, la courbe abfolug ApagB de la fixitme
figure, pourra encore e confidérée comme une courbe transiarrice,
on povrra 1a partager en trois parties égales, & y appliquer ln méme
courbe qui, dans la rroifidéme figure, elt appliquée 4 'ave droir AR,
Quelle que foit la courbe ablolug réfulante de toures ces combinai-
fons faies & diferétion, il arrivera roujours que tous les points de la
courbe arrivent dans un méme inflant an point de repos inftantané du
coné oppalt de 'axe, & la courbe dans cer érar fera roujours la méme,
en firuation renverfée, qu'elle avoir été au commencement, comme
le dit M. Euler.

X. SiTon ne combine enfemble que les figures, qui ont un
nombre de ventres impair, ces courbes suront encore cette propriété,
que chaque point de la courbe abfolué réfulrante paffe dans un méme
inftant par 'axe droit AB, ce qui peur par conféquent fe faire d'une
infinité de fagons ; mais aulli- 1dr qu'une feule courbe & ventres pairs
'y méle, cela parrive plus.  Voild un expofé phyfique des nouvelles
vibrations des cordes données par Mes. & Hembere & Enler; & i j'ui
bien compris leurs énoncés, roures les nouvelles courbes quiils don-
nent, font comprifes dans notre conftraftion, & fonr un fimple mé-
lange de plufieurs efpeces de vibrations, dont chacune i pare fe fair fui-
vt bes Joix déerites par M. Figpdor. Mais il me femble que ce n'elt 1i
gu'une efpece de compofition de mouvement, qui ne pewr donner ou-
cune amplification & la théorie de M. Faylor.

XI.  Pour mieux fentir Vincongruied dune telle amplification,
nous combinerons la courbe fondamentale de M. Taylor, qui elt re-
préfentée par la premiere figure, avee la figure anguiforme Taylo-
rienne qui aureit 1oo1 ventres ; il en réfulrera une courbe du nom-
bre des nowvelles conrbes, qui aura cetre propriéeé, que tous les poins
commengans au méme inftant leur vibration, palferont reus dans un
méme inllant par I'axe droir, & arriveront dans un méme inftant au

L point
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point de rcpos, de Paotre obté de laxe, pour recommencer un nou-
weau mowvement parcil au précedent.  Mais qu'arrive - r-il pendant
ee modvemnent ? Je dis qu'il y aura dans la corde préciément 1coo
points & de perites diftances égales, dont chacun Rit une vibration, ab-
folument de la méme maniere que fi les vibrations fe failoient timple-
ment fuivant la loi de 1a premiere figure, pendane que rous les aurres
points feront toot gllées & venués, oo 1oo1 vibrations, & pourront
méme paffer 1001 fois Uaxe droir.  Ces 1oor vibrarions feront en-
ticres ¥ parfires ; dans chacune de ces vibrations chague éément ap-
ra un moment de repos ablolu & parfait, & un moment suquel fa vi-
tefle {oit la plus grande.  5i I'on vouleir confondre ces petites vibra-
tions rapides ave la imple vibration fondamentale, uniquement parce
que la mille & uniéme petire vibration finit au méme inftant dans cha-
que point, que la vibration fondamentale finit, ce leroir appeller fyn-
chrones deux pendules fimples, dont'un aurcir 1 pied de longueur
& l'sutre 1oo2001 pieds, parce que ces deux pendules, commen-
gans leurs vibrarions au méme inftanc, les finiffent aulli dans on m@me
tems ; on pourroit méme unir ces deux pendules en fuppofant un
corps extrémement pefant, fufpendu par vne trés longue corde, & un
perit corps artaché au grand par un petit fil, on pourra toujours ob-
tenir que le petit pendule attachE au grand commence la premiere de
fes vibrarions, & finillz la derniere, aux mémes inftans que ke grand pen-
dule commence & finit une feule vibradon ; mais fera-t-on fondé
pour cela d'appeller ces vibrations fochrones ?

XII. Voyons encore §i toutes les nouvelles courbes tronvées

ML Ewler, font comprifes dans notre remarque. Pour cer effer il
findra donner une équation pour toutes les courbes Tayloriennes,
dont les cing premieres figures font aurant d'exemples.  Je me fervi-
rai des dénominations de M. Ewler,  Soir donc Ja longueur de la cor-
de AB—a; #= i la demi- circonference du cercle donr le rayon

elt exprimé par 'unité, la plus grande appliquée au milieu de chaque
ventre
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wventre poar la premiere figure —a, pour la feconde =&, pour I
troifiéme = ¥, pour la quarriéme — 4'; foir enfin x une abfeiffe:
quelcongue, & y lappliquée pour cetre ablcille, on aura fuivanr
M. Tirplor,

pour la 1. fig ¥y — & {in —

pour la 2. fig. y = € fin —

3Ty

pour la 3. ig. y — 7 fin =—

i
pnmlaq..ﬁg.y‘_—'cl'fin? Bee.
Fin combinsnt done toutes ces courbes & ['imimtion de la figare fixié-
me, pour laquelle nous n'avons combiné que les deux premieres figu-
res, nous aurons généralement pour la méme abliille x cetre équation

y= & in TS Gin 25 oy fn I 00 T2 e

dans laquelle les quantités @, €, ¥, &, &c [lonr arbirraires affirma-
tives ou négatives.

XII.  Voild donc cette infinicé de courbes rrouvées fans aucun
caleul , & notre équarion el la méme que celle de M. Ewfer ; voyez
les Mémoires de PAcadémie pour I'Annde 1748 page 85.  H eft vrai
que M. Euler, ne traite pas cerre multitude infiniment infinie de géné-
rale, & qu'il ne Ia donne gu §. 30. que comme des cas particuliers ;
mais c’elt fur quoi je ne fis pas encore allez éclairci @ 57l ¥ 2 encore
d'autres courbes, jo ne comprens pas dans quel fens on peut les
admaenre.

XIV.  Sidans notre équation on foppofelescoéfficiens des rermes

alternes, favoir €, 4, &c. = o, i arrivera alors non feulement, que
L Toures

258 RBHM, Vol. 21, n° 42, pp. 229-274, 2021



Tradugdo do Texto “Réflexions Et Eclaircissemens Sur ...”

toures les efpeces de vibrarions finiffent au m&me inftant que finit la vi-
bration fondamentale, mais encore que rous les poimrs de la corde fe
rangent su méme inftznr dans la polion de la ligne droire AB; cela
r'elt qu'un corollsire de notre §. 10, Dans cenefuppofition la courbe
obtienr un diametre qui paffe par le milien dela corde AR, & qui
partage la courbe en deux branches parfairement égales & femblables.
Ce théoreme elt done encore le méme que celui de M. Ewler du §. 28,

XV. 5iaprds toures nos remargues on vouloit encore confon-
dre les vibrations compofées avec les vibrarions fimples expofées par
M. Taylr, je ne m'y oppolerai pas; mon intention n'a éré principa-
lement que dexpoler ce queles nouvelles vibrations de Mrs- d'Aembere
& Euler ont de phyfique.  Si an conrraire on trouve que ces nouvel-
les vibrations ne faurcient &re prifes pour des vibrations fimples, qui
feules faifoient Tobjer de M. Tayler, & gqu'érant décompolées en vi-
brations fimples & uniformes, chague efpece fe fair fimplement fui-
vane la loi de Firplor, ces nouvelles courbes ne ferone que confirmer
la théorie de M. Fiplor, quand il exclud rouzes les aurres courbes, &
qu'il n'admet que fa trocheide prolongée . Mais je n'en admirerai pas
moins la profonde fagacieé avec laquelle nos deox illultres Géometres
ont fu déterminer analyriguement ces nouvelles courbes.  Au refle je
crois que quelque courbure initiale qu'on donne i la corde, ellene man-
quera pas de faire fes vibrarions presque auffite fuivant 1z fimple uni-
formité des mouvemens ifochrones, & eonfiormément i la nature de la
trochoide prolongée expolée par M. Tindar, quoique Mr. Evlor ne
paroiflfe pas de ce fentiment 20 §.27. Voici commenr je congois la
chofe. L'expérience & la ruifon nous apprennent, que de deux cor-
des également & également tendués, la plus lomgue conferve
plos | vibrarions que la plos petive; dans les perives cordes
pincées Je fon ne dure qu'un inftant.  Ainfi toutes les vibrations par-
rielles, mélées avec la vibration totale & fondamenrale, finiront bien vire,
pendant que la fondamentale dure encore trés lenfiblement ; & alors ls

corde
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corde ne formera plus que la trochoide prolongée de M. Taylr. C'eft
aulli ce que pous voyons toujours arriver dans Jes cordes pincées d'un
clavecin, dans lesquelles on reconnoir affex par les yeux ladite courbe
uniforme, quine forme quiun feul ventre.

XVI.  On peur encore rermrquer fur certe matiere, qu'iln'y a
que les cordes uniformement épailles, qui foient fufcepribles des pro-
priétés que nous venons d'expofer; la raifon en eft, que lorfque les
cordes inégalement épaiffes fe replient fuivant les figores 2. 3. 4. 5. &e.
les vibrarions n'en deviennent pas précifement 2. 3. 4. 1. &c. fois plus
rapides qu'elles fonr par rapport 4 In premidre figure, & qu'ainfi dans
le mélange de ces vibradons elles ne finiflent jamais dans un meme in-
ftant, quoigqu'elles ayent toures commencé dans un méme infbant,
Il 'y a done i mon avis quune feule courbe pour les cordes indgale-
ment épaiffes, pour un nombre dinterfeftions donné, qui farisfale &
notre probléme ; & {i celaeft, pourquoi v en auroit-il une infinité
pour les cordes uniformement épaifles? Enfin, gu'on choififfe le ma-

lange le p]mrmpk,mmﬂdmml'aqumnyzaﬂn?+erm

k.3 y dans laquelle les codfficiens & & £ peuvent &ire de petires lignes
it

quelcongues.  Soit la longueur du pendule fimpie ifochrone,, avec les

vibrations uniformes qui répendenr 4 Ja kmple premidre figore — /;

la longueur d'un pareil pendule poor la feconde figure = £ /; ou fui-

vant Mrs. d' flembers & Eulery le pendule ifochrone pourla figure ex-

primée par I'équmonj:ﬂﬁn'—:.h-l—ﬂﬁnz—;:—famujummu:

longueur la quantité /; cependant cerre méme longueur eft manifefte-
ment — 1 [ en faifant & — o; il ¥ auroir done li dedans une contra-
diction, Euas Géometres ne prenocient le mor d'ifochronifme dans un
auwre fons, qu'on ne lui attache ordinairement. s
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XVII. De notre folution frothetique du probléme de Mre. &4
Lemibere & Euler , on voir aufli fans calenl la maniere de dérerminer la
courbe abfolué de la corde 4 chaque inftant, de méme que la vitelle de
chague point: l:ir; foit la courbe initiale exprimés par

y=efn— +ern’”+ in = 4 ;ﬁni’.’i’Jf &e.

& qu'il foir, par c:umph:, queltion de déterminer ka courbe su moment
que le milieu de la corde paffe par I'axe droit AB: i eft clair que la
sourbe fera exprimée dans cet inftant par cette équation

47x

=8 i &

dans laquelle les fignes fonr alrernarivemenr négarifs & affirmarifs.
Quant aux virefes, il eft de méme facile d les déterminer par la fimple
compofition du mouvement, puifguon détermine dans la Méchanique
le rapport des virefTes de chague point pour chaque figure & part.

XVIH.  J'ai évité julques ici les ealculs, & jlai fondé tout mon
raffonnement fir le principe confirmé par Texpérience (§.6.) quil
peut fe faire un mélange de vibrations dans un feul & méme corps fo-
nore, qui Toient ablolumenr indépendantes les unes des autres. A'bien
confidérer ce principe, il n'elt pas differant de cehui de la compolition
du mouvement ; cependant, pour le mettre dans rout fon jour, J'ei cru
devoir gjoater ici les péfléxions méchaniques, & les calculs que cerre ma-
tiere 3

XIX. Saitun corps A (fig.7.) tiré diretement vers un point
fixe B: fi I'on demande que le corps arrive au point B dans un tems
donnt, quelle que foir la diftance initizle AB, on fait que les gravira-
i dn corps A vers le point fixe B, deivent dtre dans chaque point
proportionellés aux diftances du corps depuis le 'pmnr . On fair mé-
me, quil 0’y a que certe feule loi de graviration qui farisfalle 4 1a ques-

fHon ;
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tion; abors les demi-cxcurfions deviennent de part & d'auere pas fii-
tement égales.  Voili le veai ifochronifme, & le feul qu'il faille confi-
dérer. Suppofons aprds cela que, pendant que le corps A eft poulé
gvec la diee loi vers le point B, les deux poins A & B fouffrent dans
chaque ‘nftane une sccéleration éale vers le point C, de forte que le
fyitéme A B fouffre une gravitrion commune vers C, qui foir encore
proporionslle aux diftances BC; par lon obtendra un aurre ifuchro-
nifme dans les excorfions du fyfkéme AB.  Aprds cela on pourra de
nouvesn imaginer que les trois points A, B, & C, {ouffrent dans cha-
gue inltant une sccélération égale vers un guarriéme point D, & que
cette graviration commune sux trois poins A, B, & O, foir tovjours
propartionelle aux diftances du point C au point 1), De cetre fagon
on pourra multiplier 4 linfini les gravicarions du corps A vers diffe-
rens points, & ce corps A foufftira par i un mélange de plufieurs efpe-
ces de vibrarions, quil conviznr d'examiner.

XX. Quelle que fvir la diftance inirisle, l2 corps A employera
toujours le méme tems pour parvenir au point B, & pour fire une
demi - vibrarion; aprés quoei le corps A fera une aurre demi-vibration,
du ciité oppolé roujours dans le méme tems; il reviendra encore au
point B aprés un rroifiéme rems, & anfi dz fuite: en un mot ce mou-
vement rélaif gu point B lera le méme, que {i ce point demeuroit en-
ticrement en repos.  J'appellerai ces mouvemens réiciproques, des vi-
brations ifuchrones rélatives ; & cette diltindtion des vibeations elt bien
nécefliire, parce qu'en effer elles fone bien difffrentes des vibrations
abfolugs du méme corps A, Suppolons que la pefanteur do corps A
vers le point B foit égale 4 la pefanteur naturelle, en fifant fa diftance
aupoint B—a; dans cette fuppofition ces premicres vibrations ifochro-
nes rélarives feront ifochrones avec les vibrations ablulués diun per
dule fimple de Ia longueur .

Aprés avair confidieé ces premicres vibrarions réiarives au poine
B, nous surons les mémes réféulons 4 faire fur les vibrations ilocheo-

Mim, di §2ead, Tum, TC X nes
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nes du point B, rélatives ou pointC ; & ces vibrarions exifteronr enmé-
me tems dzns le corps A, fans troubler en aucune fagon les premiéres
vibrations de ce corps.  Ces fecondes vibrations feront ifochrones
avec celles d'un pendule fimple de la longueur #, en fuppolant que la
pefanteur du point B, ou du corps A, vers le pointC, devient égale i la
pelantewr naturclle, lors qu'on Bt BC — &,

Si 'on veut ajourer & ces doubles vibrations du corps A une troi-
fitme efpece, il faudra fuppofer une troifliéme vibration commune su
fyltéme précedent ABC vers un point D, qu'on fera fous de pareilles
denominations ifochrones avec celles d'un pendule fimple de la lon-

ure.  De certe maniere on pourra aller aulliloin qu'on voudra, &
produire dans le corps A rant d'efpeces de vibrarions ifochrones réla-
tives qu'on fe fera propofé.  Mais n'allons pas plus loin, & fuppofons
cette troifiéme vibration abfoloé, en confidérant le poimt D comme
five. De cere fagon le feul & méme corps A sura en méme rems
trois efpeces de vibrations indépendantes les unes des autres, dont les
eentres de force font les points B, C, & D, que nous allons confidérer
de plus prés.

XXI. Les tems desdites vibrarions parielles feront en raifon
fous- doublée des quantitds arbitraires o, &, &e; {1 ces quanrinss font,
par exemple, comme 4, 9, & 36, les rems des vibrations feront comme
3, 3,8 6; Iinﬁ, Fcn&mr que Ie puinr{: fair une vibration entiere ré.
larivement au point fixe I3, le point B en Fern deux rélarivement ag
point C, & le point A en fera trois rélarivement au point B: d'od il eft
clair, que tout le fyltéme ne fera remis dans fon premier éoar quiau
bout de fix vibratione rélatives au paint B, o de quatre vibrations pé.
larives au point C, ou de deux vibrations rélarives au poinr fixe D,
Mais, [uivant la maniere dont Me. d"diembert & Ewler envilagent la
chofe, tout ce mélange de vibrations ne feroir jamais que deux vibra-
tions fimples. . Dans cet exemple il n'arrivera point, que les rrois poines
A, B, &G, fe rétniffent au point fixe D, Mais 6 I'on fuppole les trois

quanti-
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quantités arbitraires ¥, ¥ &, & Ve, étre en raifon de 3,5,& 11, les
rems des vibrations feront en méme raifon, & les poinis A, B, & Cfe
trouverant relinis au point I au bour de chague demi - vibration du
point C; de certe maniere les excuriions feront parfairement fembla-
bles & égales de chaque cdré du point fixe I): mais i mon avis le
point A n'en doit pas moins éere cenfé faire cing demi-vibrarions avant
que ccla arrive, au liew que dang "susere fens il n'elt cenfé de Faire qu'u-
‘ne feule demi - vibration. Pour voir la nécelied denvifager ces mouve-
miens réciproques conformément & norre théorde, il n'y a qua foppo-
fer Jes diftances arbirraires initigles BC, & CD), extrémement petites
par rapport 3 AB; il o'y aura alors que les vibrations A D qui foyent
fenfibles , & le corps A fera manifefbement cing demi - vibrations avant
la rétinion parfaite des points A, B, & C, au point D, Mais, fi on con-
fidérvit les diftances A B, & BC, comme exerimemenr perites par rap-
port 4 CD, il v'y aura que les vibrarions CD qui foyenr fenfibles, &
le corps A ne pourrcit plus &ire cenlé que d'avoir fair une feule demi-
vibration. Il faur done éviter ici oure équiveque dans les mors de vi-
brazion & difochronisme.  Si les quaniinds Va, V&, & ¥e, fom
incommenfurables, il ne pourra jamais arriver, que le fyltéme repren-
ne fon érar inirial , ni que le corps A revienne au point donr il éoir
parti, parce que les poines A, B, & C, masrone jamais leurs plus lon-
gues Elongarions rélarives dans un méme inftant : cependane chaque
elpece de vibrarion relative 4 pare fe fera fuivane la loi des pendules
limples cycluidiques. C'eft la fource de Ia raifon, qui empéche d'é-
tendre la nouvelle théorie de Mo d' fembert & Ewler & toures forres
de cordes, quelque loi d'inégalié quil puiffe y avoir dans leur

épailleur,

XXII. Dans 'application de ces réfiéxions aux cordes vibrantes,
il fandra fuppofer é = § ¢, @ = §¢ &e. de forre que les nombres
des ditferentes efpeces de vibrations fimples [oyent en raifon des nom-
bres natoreds 1, 2, 3, &c. en commengant par celle du point € rélar-
. 2 Y&
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ve au poant five D, enfuite celle du point B rélative i fon centre de
force mobile C, & puis celle dupoinr A rélarive 2u cenrre de force mo-
bile B.

XXIL  Suppofons & préfent I diftance initiale A B ——u,
BC =£, CD =y, & & qu' bou- d'un rems donné ¢ Ja diftan-
c¢ AB foit devenué = x, la diltance B C =y, la diftance CD=3s
dec. ; foit aulli la virelTe rélarive entre les points A & B =, cclle
d'entre les points B & C = w¥/, celle d'entre les poins C & D =wi!

&, on aura
i =% 0 & v =y 22
i &
dit =2 4t & Wi = Yy =23
&
dnfit — % der & ¥ = FTT TE, &e.

Qutre ces équations la Géomerrie nous enfeigne encore des conlbrue-
tions & équarions cntre le tems £ & les diftances x, y, s, &e Car,
foit le finus toral exprimé par I'unité, & qu'on dénote par A. cofF un
arc de cercle, dont le rayon elt un, & dont le cofinus eft une quanrité
quelconque F, on pourra exprimer Je tems ¢ par chacune des dqua-
tions fuivantes

t=VaxA cof =

[+ ]
- ¥
r_.}’ﬁ::!s.mff

l:'l-"rx.ﬂ.:ul’gﬁ:c.

Pukmy:ndeméﬁuldm on pourrd dérerminer chacone des dis-
Tances
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rances x, y, &, &e. parle mime tems # commun, en convertiflant

les fignes ; de cette fagen on aura

# = acol A ]7{.1'

0.
b

y = Cecol A

]

Ve
¢

Dans ces équarons il faut entendre par col A T le cofins d'un arc

s == ¢ cof A e,

dc cercle, qui eft égal & 1}“ & dont le rayon eft égal & lunité, & ainf

des aueres,  Ourre cela les quanrités Ve, V4, Ve, &c. marquent
les tems, qu'un corps animé par la pefanteur naturelle employe pour
tomber librement des haureurs 34, 34, §r, &e.

Nous svons donc déterminé chacune des quantitds »#, y, 8, &e.
par le méme tems ¢, & par conféquent la diftance abfolué du corps au
dernier point fixe, hgquelle dilbince elt = » ~f= y = & ~=&ec.
Nous avons pareillement déterminé pour chaque inftant les viteffes ré-
latives ', &, @i, &c. & la virelle ablolué du poinr A exprimée par
W = &/ S ol = &c. de méme que les éémens de toutes
ees virefles,

XXIV. On pourra, su lieu desrems exprimés par ¥a, V§, Ve,

Q. confidérer les tems qui répondent & une vibration ﬁmprt rifarive
du point A par rapport au point B, & puis du point B par rapport au
point C, enfuire du point C par rapport gu point D, Si nous défi-
guons donc ces tems par B, 8, 84 &e. & que = loit la demi-circon-
férence d'un cercle qui a lunité pour rayon, i faudra fuppofer dins
X 3 les
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les £quations du precédent article 1 = = V= - Ye— —

aprds lesquelles fubltirutions roures les quanrirés deviennent manifelte-
ment homogenes.

Soit, par exemple, 0 — xi/, B0 — 2V WV — ¥, &
quiil foit queltion de dérerminer toures les circonftances du mouve-
ment en faifmet ¢ = un quarc de feconde; je dis quon aura
at
5

—feolAx—Ccol22°30), & s —ycol A E:Tcnh;“;

doncx 4=y == =o,70710 @ = ,52387 & —}-0,96592%,
laguelle quanrité marque la diltance du corps A au point 1) aprés un
e — I X

;:um{'ﬁ.%’ —awlAjr=aV}; y=FCcwlA

quart de feconde derems.  On aura enfuire &' =V

_ @ S ot PO i
g

- T i g o
ﬁ;ﬂnﬁ{r, B wfift — Va fin A frx Deli il rélulte pour
norre exemple la virelle sbfolué ' —= o = o/¥ —=

6 afin 45° - 4 6 fin 22° 3¢ - 2 ¥ fin 15°

&Y a

XXV. Mais, fans nous arréter 4 cette lorre de déterminations,
qui n'ont pas trop de rapport avec ce que je me fuis propofé de prin-
:;ipl], examinons plutdt [ous quelles circonftances la vitelle abloleé
w —— ¥ — W peur devenir = o, en nous bornant zux trois
efpeces de vibrations limples mélécs cnfembcl::. I! fandra pour cer ef
fty en verta du §.23, ire V5T SO MW

{ublt-
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£ 163 4
fubftimons pour #, ¥, & = leur walevr en #, & nous surons
a ¢ 3 t ¥y .
Vﬂﬁ“ﬂﬂ+yﬁrmﬁﬁ —|--ﬁﬁuﬂ ve=o Je me
propole de déterminer Ja valeur de ¢, qui farisfaffe & cerre équarion
dans quelque exemple particulier. MNous :I-uppqﬁamns done 6" gu
#1e — 2" oy 2210 — gﬂf ou 3 Va, c'elt i dire nous fupa
poferons, que, pendant que le point C fait une vibration pour le point
five 1), le poinr B en falle deux pour le point C, & le point A en fulle
trols Jn;lu]' le !.'n-l:l:illlln:, ]ir{u:“: ﬁ:plxxﬁnm mde]-"'f e 21‘1‘: ‘iVﬁ.
Li deflus notre équarion donnera
2

38 t N
3nfmﬁ},—‘_—|—:€ﬁnﬂ—-‘:+fﬁnﬂﬁ_,u.

Vv
Soit & préfent fin "*17:? — ¢, & onsura fin A %; celt d dire

le finus de l'arc double =2 ¢ V{(r——g¢¢) & finA _j,—:: IF=49%
& ki deffus nous aurons
e (3 — 4") + 2 Ex 29 V(1 —g)+r7=0,
ou bien
g8 — 128974 4EV(i—gq) 4+ ¥ = o
Par la premiere des ces équations on voit déji, qu'on peur faire
g:l’mhL:n. ce qui dnnne:.:fmfﬂi;}zlirj

Ve
y=6eof Asy=Ecol AZ- =6 &x=+a, & par conféquent

ey =Fa=Cty Clelt lile cas qui soffr= de foi-
miéme; mais il ¥ en a encore d'autres indiqués par la feconde équarion,

qui peuvent éure trés réels.  Pour abréger le calcul, nous nous borne-
rons
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& 15 B
rons sux a5 qui font 9 & ==y = 4 B; & dans ces cas on trouve
¢ .
ﬁnﬁﬁuu bien
. V(sa8-£8)

==

& enfiire le col A -L ou hizn
V{ﬁm -6a6—-E6) __
=+(1-32)-

jﬁ

V(t—gp ==+

De i on obrient 5 = +'_r'( -

cette valeur de = marque déji la puil'mn du point C; on trouvera en-
fuite 1a valeur de ¥, & enfin celle dea, & par i on aura dérerming les

politions des rois points C, B, & A

On voit done gue notre queltion oft le plus fouvent fulceprible
de plufieurs folutions wés réelles, quoiqu’elles ne le fovent pas roujours:

car dans le cas prirﬂ'l'! il faur que la quanticd 5.—“ foiz tuujuuﬁ un nom-
bre afirmarif, & que & [oit plus perir que & 2.

Defcendons ici 4 un exemple tout particulier: fuppofons §— 42
& par conféquent y =7 & Dans ce cas il Rut prendreV (1 —4)

négativement, & faire ¥ (1—¢9) =-§, cc qui donne l'arc _Fi
ciad
Ve

dont Je cofinus eft- = — o, 777875 & l'arc F d: 3284, 247, dont

le cofimus et —o, 83173, Ces valeursdonnenr s =~ {y—=-1&;
Yy =

de rogd, 28/, dont le coflinus et = — %; l'arc — de 2184, 56/,
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y==o, yr7a7€==13, 11148a; &x"o, Ry172 4, & per
conféquent x ==y - =—4, 59309 0. Ainfi la diftance iniciale
du corps A depuis le point [} étant exprimde par 13, il y sura encore
deux pofitions du corps A, dans lesquelles fa vitelTe ablolué foit nulle, &
fes diftances au poine D feront alors — 4 & — 4, §9308.

XXVL  Voici i prelent s narure du mowvement ablol du corps
M par rapport au point fixe D ; la fgure § marque les points capitaux
avec la julte proportion des diftances. Je dis donc que le corps par-
tant du point A fera d'sbord accéléré & enfuire rerardé, aprds quoi il
fera arrété pour un moment au point B; il rebrouffera de | jusques au
point C, ot il repofera encore un inftdhr; du paintCil retournera vers
le point B en 5'y arrérant de nouvean pendant un inftant, & du poine
B enfin il rerourners au poine A dont il éroir parti, ol fa virelle fera
encore nulle, & alors tout fera réduit d fon premier éat.  Outre cela
le tems employé pour faire la premiere vibration A B elt exprimé par
larc rog?, 28/, le rems pour fuire la feconde petire vibration BC par
I'erc 74 337; ce fecond tems fera encore employd pour faire la mroi-
fiéme vibration CB, & le premier tems pour faire la quatriéme vibra.
tion BA. 5i on exprime donc tout le tems, que lecorps employe avant
gue de fe remetere en fon premier tar, par 21606, la premiere vibra.
tion emplovera 6565 de méme que laquatriéme, pendant que chacune
des deux movennes employera 4232, Comme dans cet exemple la
feconde & la troifime excurfion font trés perites, le mouvement du
corps paroitra comme presque en repos pendant prelque la moitié du
tems entler, Mais on aureit pu choifir d'aurres exemples, od les excur-
fions partielles feroient devenués comme égales & comme ifochrones,
& alors <'eft une queltion, fi le corps doirérre cenfé avoir fair quarre vi-
beations, ou deux; dans le fens de Mes. A tlembert & Enler, il fandroit
roujours dire, qu'il n'en auroit fait que deux , quoiqu'on put lui faire
faire cent allées & venuks toutes prefque égales, & prelque ifochrones,
& dont les mouvemens fe feroient prefque entierement felon les laix
des mouvemens ifochrones fimples & ordinnires.

Mim, drJ Acad, Tom. TG Y XXVIT

270 RBHM, Vol. 21, n° 42, pp. 229-274, 2021



Tradugdo do Texto “Réflexions Et Eclaircissemens Sur ...”

$ 0 F

XXVII. Ceque je viens de dire du mouvement du corps A, ar
rive parfaitement & chaque poinr dans les nouvelles vibeations des cor-
des: je me contenterai, pour faire voir cetre ennere conformité, d'ex-
pliquer le mélange des deux prt:nur:m efpeces de vibratiogs ]:5 plus
fimples, exprimées par les deux premieres figures.  J'ai repréfenté ce
mélange parla figure fixiéme, dont j'ai donné la conltruftion au §. §.
Soit dans cetre courbe ablolug A p a ¢ B la plus grende appliquée réla-
tive prm=—p, la plus grande appliquée a» de la courbe idéale
Amanm = o; & loit encore la longueur de la corde entiere
AB = a; gqu'on prenne unc ablcifle quelcongue A § = x avee fon
appliquée § ; li-deflus on aura en-vertu de la Théorie de M. Faplor

2 7

¢d= plin &be—=rln #—:, & par conféquent 'appli-

quée bd—p fin J-—-E-—'E =t fin n'__{ . Soic F /=, onaurs, en

fuppofantd ¥ conltante, 4dy— q.:: =="”-l-— ﬁnin’ dx*;

or, nommant Ple poids qui tend Ia corde, &p le pmds de I mrdt ten-
dué & uniforme, on fait que la foree accélératrice ablolug du point Jeft

exprimée par ; : %TJ‘ ; certe force accéléraice fera done ici
P ryrw iFx fin =2 S
Frr —;—a—g —-—i---- s ou bien ——

P 3 -
‘; .2 ﬂ'f+— =2 fin :;,cl:qmﬁuh
force accélératrice entiere du point J—';—P s .:-d'+ =k

Mousvoyons donc, que la force utcélérm entiere eft mnpﬂﬁe da
deux parties, dontla premiere elt proportionelle d I diftance 4¢, & qui
Kit fuire su point # des vibrations ifochrones réladves u point ¢, qui

fait
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g m B
fair ici un cenmre de force mobile: ki feconde partie de la foree accélé
ratrice dl:lpu'miﬂ'l:ﬂ!::;- '—:.h: or, par la narure de la
eourbe A can B, le point ¢ elt animé vers le peint immobile F svec la
méme force acoflérairice P— . 1; »bey ainfila feconde force

produit conftamment la méme accélération aux points & ¢, & ne fera
que transporter Ja petite diftance o ¢ fans la changer aucunement.
Wous fommes donc entierement dansle miéme cas que celui des §§. 19,
& 20. Pour obtenir une entiere identicé il faudra fuppoler dans Ia fep-
tidme Agure CD o, AB=4d¢ & BC—¢#, ou bien

a—gfin E-E:, E=rfin == &y = o, & dansces expre(lions
a i

la quantité x elt conltantepar rapport au mouvement du méme poine d.
dinfi le mouvement de chague peint dans la courbe A da g B, fsr'; par
rapport a la eourbe idéale A cou B, le mdme que le mouvement ablolu
de ln feconde Agure, & le mouvement ablola de [ courbe idéle
A ¢ an B lera le méme que celoi de la premiere figure; ainfi la vibra.
tion fuvant Ia figure A o & ¢ B n'elt ablolument qu'un mélange des vi-
brations fuivant la premiere & la feconde figure combinées enfemble,
dont chaque efpece fe fair indépendamment 'une de I'aurre.  Ce mou-
vement ablolu du point f renferme réellement deux mouvemens pério-
digues, I"an par rapport au point ¢, & l'sutre par rapport au poine #;
le nombre des premiers retours périodiques fera toujours double de
celui des feconds.  L'efprit- s'appergoir de 'une & de I'sutre efpece de
ces retours périodiques, & remarque par ki un double fon, donr ['un
elt I'octave de 'mre.  Comme les petites quantités par & ardéfignées
par p & o peuvent avoir un rapport quelconque, on Né remarquera
que la premitre efpece de mouvemens périvdiques en failant p m beau-
coup plus grande que a r, pendsnt qu'on ne fentira que la feconde
elpece en faifant a v beaucoup plus grande que pm; dans le premier

Y o2 cas
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cas le tems d'une vibration eft manifeltement de la moitié plus peric
que dans le fecond, pendant que, felon la maniere d'envilager ces vibra-
tions de M. d' Alewbert & Eufer, le tems de chagque période eft ron-
jours le méme, quelque rappore qu'il y ait entre g & e, ce qui ne me
paroir pas conforme au principe de continuité.  Car {i le rems d'une
vibration eft felon eux roujours ¢, quelque rapport qu'il y gitenirep &,
pourquai devient- il manitelbement § ¢ en faifant ¢ — o ? Pour ré-
pondre & cerre difficulté, il me femble qu'il faut néceffairement dire,
qu'il fe fait en méme rems une double elpece de vibrations dans la cor-
de, & que le mélange de ces deux efpeces forme ce, que ces Géome-
tres appellent vibrarions fimples; que la feconde efpece diminoé & me-
fure qu’on diminu: I quantiré &, & qu'elle devient nulle enfaifintr—0o;
& alors il n'y aura aucune difcontinuing,

XXVIL Jelpire que ce que je viens de dire dans c2 Mémoire
pourra fervir i répandre plus de jour fur la narure des nouvelles vibra-
tions des cordes, rrouvées avec rant de fagacité par Me- d" Alembert &
Ewler; & céroit K tour mon bur. 51 la méthode donr ils fe fonr fer-
vis pour rélondre leurs problémes eft beaucoup plus difficile que la
mienne, je n'en admire que davanrage la fupériorié de leur génie.
Quanr & [a queftion, (i les nouvelles vibrations font réellement des vi-
brations fimples & {ynchrones pour tous les points, ou i elles ne font
pas plurde un mélange de plufieurs différenres vibrations co@xiltantes
dans une méme corde, & toutes de différenre durée, jen'en ai parlé
que pour mieux expliquer la nature de ces vibrations, éanr bien £loi-
gné de faire une quérelle & d'aufli grands hommes fur la fignificerion
de cerrains rermes. '

Je traiterai dans un fecond Mémoire quelques nouveaux problé-
mes, dont la folurion découle affez facilemenr de nos principes, & qui
en méme [ems mefronk cetre mariers dans un nouveau jour.

SUR
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