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Resumo

Esta é uma traducdo do artigo De summis serierum reciprocarum (Sobre a soma das séries
de reciprocos), de Leonhard Euler (1707-1783), em que ele resolve o famoso problema de
Basileia.
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[ON THE SUMS OF SERIES OF RECIPROCALS]

Abstract

This is a translation of the paper De summis serierum reciprocarum (On the sums of series
of reciprocals), by Leonhard Euler (1707-1783), where he solves the famous Basel
Problem.

Keywords: Basel problem, history, Euler.

1. Introducao

O artigo De summis serierum reciprocarum (Sobre as somas das séries de reciprocos) trata
da solugdo que L. Euler (1707-1783) deu ao problema conhecido como o problema de
o L 1.1 1 1 N
Basileia: encontrar a soma da série 1+Z+§+E+2—5+etc. na forma de uma expressao
numérica fechada, envolvendo algumas constantes conhecidas e outras poucas operacoes

aritméticas.
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Originalmente proposto por Pietro Mengoli (1625-1686), esse problema se
mantinha sem solugdo no tempo de FEuler. O wvalor aproximado de
1,6449340668482264364..., como Euler nos apresenta com precisdo espantosa, era
conhecido, mas ninguém sabia ainda como encontrd-lo a ndo ser pelo processo
insatisfatério de somar cada termo. Sua resolugdo foi tentada pelas geracdes anteriores de
matematicos, notadamente por Johann Bernoulli (1667—1748), o mentor de Euler.

Quando Euler entra em cena, o problema acaba resolvido em apenas onze
2

~ ~ ™ . .
paragrafos, e ele encontra, como solugdo, o valor exato de R Mas ele continua por mais

oito paragrafos derivando consequéncias do método que o levou a solucdo. E, como é
padrdo em seus escritos, Euler se vangloria mais do seu método do que de ter resolvido o
proprio problema, e é pelo seu método, a nosso ver, que este artigo merece atencao.

Somos da opinido, compartilhada por muitos, que a leitura das obras originais costuma
ser mais instrutiva e formadora do que a leitura de um bom livro didético. E nesse sentido
que realizamos essa traducao, aguardando também criticas e alternativas tradutérias que
possam engrandecer e facilitar a leitura desse trabalho.
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2. A traducao
Sobre as somas das séries de reciprocos

8.1.
As séries reciprocas de poténcias de nimeros naturais ja foram de tal maneira examinadas e
investigadas que parece bem pouco provavel que se possa encontrar algo de novo sobre
elas. Pois quase todos os que refletiram sobre somas de séries inquiriram também sobre as
somas destas séries e, entretanto, ndo as puderam exprimir satisfatoriamente por nenhum
método. Eu também, tendo apresentado vérios métodos de somad-las, investiguei
frequentemente essas séries com diligéncia e, no entanto, ndo consegui nada sendo definir
aproximadamente suas somas exatas ou reduzi-las a quadraturas de curvas principalmente
transcendentes, o que ja apresentei em uma dissertacdo publicada hd pouco também na
precedente. Falo aqui, no entanto, de séries de fracOes cujos numeradores sdo 1 e os
denominadores sdo quadrados, cubos ou outras poténcias de niumeros naturais, por exemplo
11 1

1+—+—+—+L+etc ou também 1+1+L+i+etc e semelhantes de poténcias
479716 25 Cooouta 8727 64 OO a potencia

. . 1
superiores cujo termo geral tem a forma F

8.2. Recentemente fui conduzido, completamente de surpresa, a uma elegante expressao da
- 1. 1.1 1 . .
soma da série 1+ 1 + 5 + 16 +2? +etc, que depende da quadratura do circulo de tal maneira
que, se a verdadeira soma da série for obtida, dai imediatamente se segue a quadratura do
circulo. Pois descobri que o séxtuplo da soma desta série é igual ao quadrado da periferia’
do circulo cujo didmetro é 1; em outras palavras, posta a soma da série = s, entao a razao da
periferia para o didmetro serd de v6 s para 1. Mostrei recentemente, porém, que a soma
dessa série é aproximadamente 1,6449340668482264364, nimero que, extraida a raiz
quadrada do seu séxtuplo, dard o numero 3,141592653589793238, que exprime a periferia
do circulo de didmetro 1. Em seguida percebi, da mesma maneira como cheguei a essa
1 1 1 1

soma, que a soma da série 1+ — +—+——+—— +etc também depende da quadratura do
d 16 81 256 625 P d

circulo. De fato, essa soma, multiplicada por 90, d4 o biquadrado? da periferia do circulo de
didmetro 1. E, da mesma maneira, pude determinar também as somas das séries seguintes
nas quais os expoentes das poténcias sdo nimeros pares.

§.3. Para mostrar, portanto, como cheguei a essa conclusdo, farei uma exposicao clara do
método que utilizei. No circulo descrito AMBNA de centro C e raio AC ou BC = 1, tomei
um arco qualquer AM, cujo seno é MP e o cosseno é CP.

1 . . J— . . L . .. P
Euler quer dizer circunferéncia. Assim também “semiperiferia” quer dizer semicircunferéncia.
2 6 L . -
Biquadrado indica o quadrado do quadrado, ou seja, a quarta poténcia.
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R

Posto agora que o arco AM = s, 0 seno PM = y e o cosseno CP = x, por um método ja bem

conhecido, tanto o seno y quanto o cosseno x podem ser definidos por séries a partir do arco
s’ s s

+ - +

1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7

dado s, como se vé em toda parte: y=s — etc

2 4 6
S S

S
1.271.23.4 1.2.3.4.5.6
cheguei as somas das séries de reciprocos referidas mais acima; em verdade, ambas
equagles servem quase a0 mesmo proposito, e por isso basta que eu trate de uma sé, o que
passo a fazer a seguir.

ex=1-— +etc. A partir da consideragdo destas séries,

3 5 7
S S

s
1.2.3+1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7
uma relacdo entre o arco e o seno. Com ela, tanto o seno podera ser determinado a partir de
um arco dado, quanto o arco a partir de um seno dado. Vou considerar entdo o seno y como
dado e vou investigar como encontrar o arco s a partir de y. Mas antes de tudo é preciso
observar que a cada seno y correspondem inumeraveis arcos e, portanto, que a equagao
proposta deve fornecer esses inumeraveis arcos. De fato, se nessa equagao s é visto como
uma incognita, ela tem infinitas dimensoes, e por isso ndo é de se espantar que esta equacao
contenha indmeros fatores simples, qualquer um dos quais, se feito igual a zero, deve dar
um valor conveniente para s.

8.4. A primeira equagao y=s — +etc exprime

8.5. Se todos os fatores dessa equacdo fossem conhecidos, também todas as raizes ou
valores de s seriam conhecidos; por sua vez, se todos os valores de s pudessem ser
atribuidos, entdo todos os fatores dessa equacdo também seriam encontrados. Mas para que
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eu possa tratar melhor tanto das raizes quanto dos fatores, transformo a equagdo proposta
5

3
nesta forma 0=1 — >+ $ — s
Yy 1.2.3.y 1.2.3.4.5.y

equacdo ou todos os arcos que tém o mesmo seno y forem A, B, C, D, E etc., entdo os

+etc. Agora, se todas as raizes desta

fatores também serdo todas essas quantidades 1 — %, 1- %, 1- %, 1- % etc. Dal serd
3 5
s s s s s s s
1-24 - rete.=(1— = |[1— 5|1 - = |[1—- 5] etc.
vy 123y 1.2.3.4.5.4 ¢ A B) C) D)%

~ ~ - 1
§8.6. Da natureza e da resolucdo das equagdes, o coeficiente m do termo no qual se encontra

s é igual a soma de todos os coeficientes de s nos fatores, ou seja,
1 1 1 1 1 , . , ) .
—=—+tm+t=+t=+ =
J-AYBYCTD etc. E também o coeficiente de s°, que é = 0, e por isso esse termo
. - N C e .1 1 1 1
estd ausente na equacdo, é igual a multiplicacdo de fatores da série —, =, =, — etc.
A B> C’ D
. . . 1 L. N e s |
tomados dois a dois. E dai que 12 3 4 5 igual a multiplicacdo dos fatores da série @
1 1 1 ~ A3 . L RV
50D etc. tomados trés a trés’. De maneira semelhante, serd = 0 a multiplicacdo de
L 1 R s s
fatores da mesma série tomados quatro a quatro, e m= a multiplicacdo de

fatores da mesma série tomados cinco a cinco, e assim por diante.

8.7. Posto agora o arco minimo AM = A, cujo seno é PM = y, e a semiperiferia do circulo =
p,serdo A,p—A,2p+A,3p—A,4p+ A, 5p— A, 6p + A etc., e também —p — A, -2p + A,
-3p—A,-4p + A, -5p — A, etc. todos os arcos cujo seno é também y. Portanto, tomada a
1 1 1 1 1 1 1
B CTD T -4 —p—A 2piA°
1 1 1 1 1
—2p+tA’ 3p— A’ —3p— A’ 4ptA’ —4p+A’

série anterior etc, ela se transforma em

etc. Dai que a soma de todos estes

termos é = 7 mas a soma dos fatores desta série [multiplicados] dois a dois €é igual a 0; a

- ~ N . -1

soma dos fatores [multiplicados] trés a trés é m; a soma de todos os fatores
[multiplicados] quatro a quatro é = 0; a soma dos fatores [multiplicados] cinco a cinco

+1 - . . . .
= —————; a soma dos fatores [multiplicados] seis a seis = 0. E assim por diante.

1.2.3.4.5.y

8.8. Mas se é tomada uma série qualquer a + b + ¢ + d + e + f + etc. cuja soma seja o, a
soma dos fatores [multiplicados] dois a dois = 3; a soma dos fatores [multiplicados] trés a
trés = y; a soma dos fatores [multiplicados] quatro a quatro = § etc., a soma dos quadrados

» o«

3 . .
No original, Euler se engana e escreve “ex quaternis”, “tomados quatro a quatro”.
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de cada termo, isto é, a* + b? + ¢* + d* + etc. serd = o — 23, e a soma dos cubos a® + b* + ¢*
+d + etc. = a® — 3o} + 3y; a soma dos biquadrados = a* — 40°B + 4ay + 2B° — 48. Mas para
que fique mais claro como estas formulas progridem, facamos a soma dos proprios termos
a, b, ¢, d, etc. ser = P, a soma dos quadrados = Q, a soma dos cubos = R, a soma dos
biquadrados = S, a soma das quintas poténcias = T, a soma das sextas = V, etc. Feito isso,
seraP=a; Q=Pa—-2B; R=Qa—-PB+3y; S=Ra—-QB +Py+45 T=Sa—-Rp+Qy-Ps
+ 5¢; etc.

§.9. Como, portanto, em nosso caso, a soma de todos os termos da série %, p—;A’
1 ! 1 ! ! etc. é a = L. a soma dos fatores
_p_Ai 2p+A’ _2p+A’ SP_A’ _3p_A’ . y’

- . s o . -1 _ _ +1 B
[multiplicados] dois a dois é B = 0 e os seguintes y = 123 0 " 6=0,¢e= 12345 0 " (=
0, etc., a soma dos proprios termos sera P = %; a soma dos quadrados dos termos Q = % =
1 a soma dos cubos dos termos R = Q L. a soma dos biquadrados S = 2 P
v y 12y d y 123y

. s _Q [ R rp .V
Bainda T = =t 1034y VY 123y 123455 VY

S Q 1

N B . . - .
123y 12345y 1234569 ' A partir desta lei, as somas das poténcias mais

altas restantes sdo determinadas facilmente.

8.10. Facamos agora o seno PM = y igual ao raio, tal que y = 1, e sera o arco minimo A,
. . e 1

cujo seno é 1, a quarta parte da periferia, =5 P, ou, denotando por g a quarta parte da
e Lo _ . ‘. . 11 1

periferia, serd A = q e p = 2q. E dai que a série anterior se transforma nesta T

¢ 3¢
1 +1 +1 1 1 +1 +1

-, —, ——, ——, —, —, etc. com termos iguais dois a dois. Dai que a soma
3¢°5¢ 59" 7q° 7q 9¢q 9¢ & d

destes termos, que é —3 1 ——; +% - —; +—; - —111+et0- é igual a P = 1. Daqui vem,

1.1 1.1 1 , g p ~ . P
l—=+——=+=———+etc. é=7=".

portanto, que M A IEET] ee.é=5 =7 Entdo o quadruplo desta série é

igual a semiperiferia do circulo cujo raio é 1, ou a toda a periferia do circulo, cujo didmetro
é 1. Esta é a série ja tratada por Leibniz, com a qual ele encontrou a quadratura do circulo.
Com isso, fica claro o fundamento sélido deste método, se a alguém ele talvez ndo pareca
certo; assim também ndo se pode em absoluto duvidar das outras coisas que se derivam
desse método.

RBHM, Vol. 21, n° 42, pp. 206-228, 2021 211



Frederico J. A. Lopes

§.11. Somemos agora o quadrado dos termos encontrados para o caso y = 1, e vem esta

L 1 1 1 1 . ,1(1,1,1 1
série —wt+t—S+—+—+ 5+ s+etc. cuja soma é — |- +—+_—+—+elc.
¢ q¢ 9q¢ 9q 25q 25¢ g\1 9 25 49
que, portanto, deve ser igual a Q = P = 1. Dai segue que a soma da série
1. 1 1 ., _q p e . .
1+=+—+—+etc. =T =45
gttt g tete. €75 4 denotando como p toda a periferia do circulo cujo

1.1
didmetro é 1. Mas a soma desta série 1+§+£+ etc. depende da soma da série

1 1 1 1 , .
1+Z+§+E +£+etc. porque esta diminuida de uma quarta parte sua da aquela. E a

soma desta série é igual a soma daquela com seu terco. Por isso, sera
1 1. 1 1 1 P

l+—+=+—+—+—+etc.=% Ari il 4
479716 25 36 etc 5 e, portanto, a soma desta série multiplicada por 6 é

igual ao quadrado da periferia do circulo cujo didmetro é 1; esta é a proposi¢do que
mencionei o inicio.

§.12. Como no caso em que y = 1 temos que P =1 e Q = 1, os [valores] das letras restantes
. cono Ll 1 5 2 6l o 17
R, S, T, V etc. serdo como a seguir: R = > S= 3’ T= Y V= 5 W= 7207 X = 305

1 .1 1.1 1
—3+—3— —3+——etc.) = E

‘s 1 , 2
etc. Como a soma dos cubos é igual aR = —, serd — |1 —

2’ q 3 57 79
. ] 1 1 1 1 ¢ P . o
Por isso, serd 1— S+ ——+— —elc.= 2~ = £ Assim, a soma dessa série
3 5 79 4 32
multiplicada por 32 d4 o cubo da periferia do circulo cujo didmetro é 1. De maneira
2 1,1 1.1
semelhante, a soma dos biquadrados, que é — | 1+ ? + g"' ? + ; +etc .| deve ser igual a
p
1 1 1. 1. 1 4 4 16
=, eporisso serd 1+ —+—+—+—+etc.= 4 - P_ g esta série multiplicada por — é
2 °P 35 7o 6 96 prcada por 15
) 1.1,.1 .1 ) . p’ .
igual a 1+?+?+E +E+etc ., € por isso essa série é igual a <—; ou soma da série

1 1
1+?+?+?+€t0. multiplicada por 90 da o biquadrado da periferia do circulo cujo

didmetro é 1.

§.13. De maneira semelhante, serdo encontradas as somas das poténcias superiores,

1 1 1 1 5 >
mostradas como a seguirr 11— =<+ ——=<+—<—elc.= 24 _ S_p;
3 5 79 48 1536
1 1 1 1 ¢ _ P . ) .
1+ —5+—+—+—+etc.= == = £— Encontrada a soma desta série, serd conhecida ao
355 79 15 960
. 1 1 1 1 . p° .
mesmo tempo a soma da série 1+— +—+—+—+etc. que serd ——. Em seguida, para a
2 3 4 5 945
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1 1 1 1 7 7
sétima poténcia, serd 1 — =+—= —=+— —etc.= 6lg _ 6lp e para a oitava,
3 5 79 1440 184320
1 1 1 1 8 8
1+ +—+—+—5tetc.= 7q  _ 17 p ; de onde se deduz que
375 779 630 161280
1.1 1.1 1 »° o
I+ 5 +=5+—5+5+5+etc.= . Devemos observar que os sinais dos termos das
23 4 5 6 9450

séries de poténcias de expoentes impares se alternam e, para as poténcias pares, sao iguais;

. L 1. 1 1 i
e esta é a causa por que a soma da série geral 1+F+?+F+etc. s6 pode ser dada

naqueles casos em que n é um nimero par. Além disso, devemos notar também que se pode

ser encontrado o termo geral da série 1, 1 115 2 6 17 etc., valores que
& €55 3 150 7200 325 Y au
encontramos para as letras P, Q, R, S etc., entdo a quadratura do circulo sera encontrada.

8.14. Para isso, facamos o seno PM ser igual ao raio e vejamos entdo quais séries surgem

. . 1 . .
quando sdo atribuidos outros valores a y. Seja, portanto, y = 72 a cujo seno o arco minimo

1 . 1 . . N
correspondente é 2P Posto entdo A = 7P a serie de termos simples ou de primeira

4 4 4 1
énci —F— — — ——+—+—— —¢lc. 1 Péigual a — = /2.
poténcia serd 3p 5p 7p 9p T etc. da qual s soma elguaay 2
1

Portanto, se tera ﬁ =l+--—-———-"—-—"——-"—-"— - — - etc ., série que difere da

de Leibniz s6 na disposicdo dos sinais, e que ja foi ha muito tratada por Newton. E a soma
1.1

1 1
dos quadrados daqueles termos, a saber, —? 1+=+—+—+etc.| é igual a Q = 2.
P 9 25 49

L0101 01 : ,
Portanto, serd 1+ —+—+—+etc .= p_’ como foi encontrado antes.
9 25 49 8

8.15. Se é feito y = EE o arco minimo correspondente a esse seno sera 60° e, por isso,

1

=3P Neste caso, vem a seguinte série de termos
i+i -3 i+ i+i —etc., cuja soma dos termos é igual a 1_2 Entdo
P 2p 4p 5p 7p 8p A & y V3

2p 1 1 1.1 1 1 1

i —= = 1l+=——=———= === - — —+etc.

sera 33 > T2 5t T g T 0 T 1Lt A soma dos quadrados desses
1 4 : 1.1 1.1 1
termos é = ? =3 de onde vem que 4217) = 1+Z+E +£+E+a+etc ., série da qual
1.1 1

falta cada terceiro termo. Mas esta série depende também desta 1+—+—+—+etc. cuja

4 9 16
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2

soma havia sido encontrada = % pois se desta série se diminui uma nona parte sua vem a
2
s . . . _P 1) _4pp
série anterior, cuja soma, por isso, deve ser = 6 1- 9= 57 De modo semelhante, se

sdo tomados outros senos, outras séries surgirdo, tanto de termos simples quanto de termos
quadrados e de poténcias mais altas cujas somas envolvem a quadratura do circulo.

8.16. Mas se é posto y = 0, as séries nao poderdo mais ter somas por causa do y no
denominador, ou a equagdo inicial dividida por y. Mas séries poderdo ser deduzidas dai de

. , .. 1 1 )
outro modo se n é um numero par na série 1+—;+—,+—+etc.; assim, encontradas as

2ﬂ 37L 4TL

somas destas séries, deduzirei depois o caso em que y = 0. Entdo, posto y = 0, a mesma
3 5 7
s s s

equacdo fundamental se torna 0=s — +etc .,

123. 12345 1234567
equagdo cujas raizes ddo todos os arcos dos quais o seno é = 0. Mas ha uma s6 raiz minima
s =0 e, por isso, a equagdo, dividida por s, mostrara todos os arcos restantes cujo seno é =
0; esses arcos serao as raizes desta equacgao
s’ + st _ s°
1.2.3. 12345 123.45.6.7
p, —p, +2p, —2p, +3p, —3p etc., em que um elemento a cada dois é o negativo do outro, e isso
porque a mesma equacdo, por causa das dimensoes de s, s6 mostra os pares. Por isso, os

0=1-—

+etc . E os arcos dos quais o seno é = 0 sdo

S S S S
ivi a dol— = 1+= 1—— 1+— etc. Vi
divisores daquela equacao serdo L D’ 2p 2p’ etc., e com esses divisores
conjugados dois a dois teremos
S2 84 S6 S2 82 32 2
1- - =1-=1- - - .
12312345 1234567 ( P | s | e | e
L. . ~ - 1 -
§8.17. J& esta manifesto, pela natureza das equagdes, que o coeficiente 123 de ss sera igual
1 1 1 L. 1. .
a—t+t— >+ s+etc. E a soma dos fatores desta série [multiplicados] dois a
p- 4p° 9p° 16p
. . 1 - " . ~
dois sera = m; e a soma dos fatores [multiplicados] trés a trés etc. Por essa razdo,
ra, como no 8.8, a = L B = L 5y = t também
Sera, Como Mo 3.6, A= 953P = 15345 Y 1234567 ¢ ¢ lambemque
1 1 1
posta a soma dos termos —+ + + >+etc.= P, e a soma dos quadrados

p° 4p’ 9p° 16p
daqueles termos = Q; a soma dos cubos = R; a soma dos biquadrados = S; etc., serd, pelo
1 1 1 1
§.8,P—0(—m—g,Q—PO(—ZB—%,R—Q(X—PB+3Y—%, S=Ra-Qp+Py-
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1 1
46—m,T—SO(—RB+QY—P5+5€—m,v— T(X—SB+RY—Q(S+PE—6Z—

691 t
682593555 © O

§8.18. Dai, portanto, as seguintes somas sdo derivadas:

2
1+l2+%+%+ —+etc _%:p
4
1+%+%+%+ 14+etc :g—O:Q
1 1 1 5
1+? §+F+—6+etc.:£‘—5=R
8
1+%+18+%+i8+ = 5450 -
1 1 1 1 1o
1 T ? W'FT tc.= 95555:"[‘
1 1 1 1 691 p "
1+ —=+—F+—F+—+etc.= ——E—— =
2 3% 4" 5% 6825.93555

Com a lei dada, porém, s6 com muito trabalho essas séries podem ser estendidas para
poténcias mais altas. Mas, dividindo cada série pela precedente, surgem as seguintes

Ses: n? = GP = 15Q _21R _ 105 _ 997 _ 6825V
equacoes: p =OF = "B T 50 TR 108 691 T

expressoes é igual ao quadrado da periferia do circulo cujo didmetro €é 1.

etc., e cada uma dessas

8.19. Ainda que as somas dessas séries possam ser exibidas facilmente, elas ndo sdo de
muita utilidade para exprimir aproximadamente a periferia do circulo por causa da raiz
quadrada que deverd ser extraida. Das séries anteriores, vamos derivar expressdes que
sejam iguais a propria periferia p. E elas sdo como se segue:

p=4 1——+l—l+l——+etc
5 79
1 1 1 1
R TO
p=2
JIEE S S Y S S

RBHM, Vol. 21, n° 42, pp. 206-228, 2021 215



Frederico J. A. Lopes

_Ll,1_ 1.1 1
P T Et g T et
4 3 50 7 90 11
A O W W
MR TE
111 1
I A S Ve
S PR U ) e
3 5 7 9 v
1.1 1.1
l——=+—=——+———+elc
_16 3 55 77 9 11
P75 1.1.1 1
R T T
1 1.1, 1. 1
I+ —+—+—+—+—+etc
25 3° 5° 7° 9° 11°
P="g 1.1 1.1 _ 1
=S+~ 5t~ stete
33 5 7 9 11
1,1 1.1 1 e
_ 192 3 5 7 9 v
P="61 1 1.1 1
? E ?-‘-E —6+6tC
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3. Texto original

w533 ) o ( Zele 123

DE
SVMMIS SERIERVM
RECIPROCARVM.

AVCTORE
Leouh. Eulero.

g X

Antopere jam pertractatie et inueftigatie funt fe-wun nn
ries l'l.:l..':i}'l.'tH.".IC ].ZU':L[{'.'I'[I!]ﬂ AUMErOrm  miie-
livm, vt vix probabile videatur de iis noui
quicquam inveniri peffe.  Quicungue enim  de {ummis
ferierum meditati fune, ii fere omnes quoque in fum-
mias huinsmodi ferierum ingufiverunt, neque tamen vlla
methodo eas idoneo modo exprimere pomucruut. Ego
ctism jam fepios, eum varias fummandi methodos ra-
didiffem , has feries diligenter {m perlecutus , neque ta-
men guicquam alivd fim affecutss, nifi vo earum fom-
mam vel proxime veram definiverim vel ad quadrat-
ras corvarnm maxime tranfcendentium reduxcorim quo-
rum illud in differratione proxime pracledta, hoc vero
in praccedentibus praeftiti.  Loguor hic aprem de fe-
riebus fradionum , quarum numeracores fint 1, deno-
minatores vero vel quadeita, vel cubi, vel alise digni-
tates numeroram natucalinm; cuius modi {unt T -4
e L —ete., item T ,L - 5 -1 cte. atgue
fimiles fiperiorum poteftatnm , quarum teymini gencrales
1
K]

&

continentur in hac forma

X
Q o §. 2.
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§. 2. Deduftus fmm antem nuper omuino  inopi-
nato ad elegantermn fummae hoios ferici 1 -3 44~ 2
~=etc. expreflionem, quae a circuli quadraturs pender,
ita, vt i huivs feriei vera [umma haberetar, inde fimul
circuli quadreatora {equeretur.  Inueni enim fummae -
jus feriel fextuplum acquale effe quadrato peripheriac eir-
cili, coius diameter et 15 fen polita iftios ferici fiim-
ma —y, tenchit V 6y ad 1 rationem peripheriae ad
diametrum.  Huios aueem (Eriei (ummam nuper oflendi
proxime efle 1, 6449340668482264364, €X cuins ny-
meri fextuplo, i exerahator radix quadrata, reipf pro-
dit numerns 3, 14150265358¢9095253% exprimens cir-
culi peripheriam, coivs diamerer et 1. Tisdam porro
veftigiis, quibus hanc fommam {im conlecutus, incedens
huins feriei 1 - & -4= & = ol = ok =+ ere. fummam
quoque a quadratura circuli pendere deprebendi. Sum-
ma nempe cius per 9o multiplicata dat biquadratum pe-
ripheriag circuli, ecuivs diameter eft 1. Atque fimili
ratione etiam fequentium ferierum , in quibus exponen-
tes dignitatum funt numeri pares, [ummas determinate
potui.

§. 3. Quo igitur, quemadmodum haec fum adep-
tus, commodiffime oftendam, totam rem, quo iple vivs
fum, ordine exponam. In circolo AMENA centro C

Figm 1opdio AC wel BC—=1 deltripto contemplatus fum ar-
com quemcungue A M, cuios finus et M P, cofinus ve-
ro CP. Pofito none arcu AM =y, fimn PM—y, ct
cofinn CP—yx, per methodom iam fitis cognitim tam
finus ¥ quam cofius x ex dato arcu s per feries pol-

funt
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funt definizi, eft enim, vei paffim videre licc:ﬁ e
Rero {_‘ r:-h:-q--: SR 1-::-_c‘-:' + el ﬂtquﬂ T=I— -JE..-: + 1 .:': o
54

bt Hax harum lcilicet :icquatimmrn Con-
fideratione ad {Bmmas lupra memoratarum {erierum re-
CIPTOCAFITT PErUEN ; quiarum aequationem quidem VEIrague
ad eundem fére fcopum dirigitur, et hanc ob rem fuf-
ficiet alteram antum co, quem fum expofitures , mo-
do tradtafie,
]

§. 4. Aequatio ergo prior y=—is— ',i'; & R

T
oo et exprimit relationem inter aveum ee
finum.  Quare ex ea tam ex dato arcu ¢ius fions, quam
ex dato finn eins arcus determinari poterit.  Confidero
avtemn finum 3 tanquam datum, et inucltigo, quemad-
modam - arcam 5 ex y emi oporreat,  Hic vero ante
omnia animadvertendum eft, eidem finni ¥ inoumera-
biles arcus refpondere, quos ergo innumerabiles arcus
agquatio  propofits  pracbere debebit.  Siogquidem  in
ifta acguatione 5 tangquam incognita fpedtetur, ea in-
finitas  habet dimenfiones , idenque mirum non  eft,
fi ifta aequatio innomeros contineat fidtores fimplices,
quornm quisque nihilo aequalis pofites, idoneum pro §
valorem dare deber.

7

§. 5. Quemadmodum autem , i omnes factores hu-

ius aequationis eognin effint, omnes gquogue radices il-
lins (tar valores ipfius ¢ innotefeerent it viciflim (i omnes
valoves ipfius ¢ aflignari poteruor, twm gquogque ipfi -
¢tores nmnes habebuntur.  Quo autem eo melius tam
de radicibus quam de fadtoribus indicare queam, trans-
Q3 fRTHE)
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muto aequationem propofitam in hanc formam: o=z -

1 5 58

v+ iiaaaz et Si onunc omnes radices
hwus acquationis fen omnes arcus, quonum  idem eft
finus 3, fucrint A, B, C, D, E etc. wm fa&ores quoque
erunt omnes iftac quantitates, 1— 3, 1— 5, 1—5,I-5
etc. Quamobrem erit 1— - % -
=(r—g)(1—g)(1—g) (1—F) etc.

§. 6. Ex natura autem et refolutione asquationum
conftar, eflfe coéfMcientemn termini, in quo indt 5, fen
¢ wequalem fammae omnium cotfficientium ipfivs s in
tidtoribus fen L= { - f—-&--p—+ ete.  Deinde eit
coéthiciens ipfius +*, qui et —=o, ob hunc terminum
in acquatione deficientem, aequalis aggregato fadtorum
ex binis teominis feriei, f:%, &, b etc.  Porro erit —
T :ll?qf]:lllc HEErEEAo fa:f‘t::rllmlnzx quaternis terminis
ciusdemn feriei 4, &, &, & ete. Similique modo erit 0 =
agzregato fidtorom ex quaterms terminis cinsdem feriei,
et - 5 = aggregato fadtorum ex quinis terminis
iftins feriei, et ita porro.

£ 5. Pofito antermn minimo aren AM=A, cuins
finus eft PM—py, et femiperipheria circuli — p, erunt
A:P_*’"! 2P+A? SP—'PL, 4P+A$ S-.Ir]_‘*"! ﬁf'-l-.‘i
ete. ftermn —p—AL 2P A, —gp—A, —4pi-A_
—s5p—A, e, omnes arcus, quornm finus eft idem y.
Quam igitur ante affumfimos feriem §, 3.5, b, €IC. €

cransmutatur in hane §, :rl-l_i e p1 i1 I;.—L e ;,_,_—.u

ey Tt S e ﬁ—'ﬁ—m ctc. Huorum ergo onminm
' termi-
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5 germinorum fumma eft =43 fumma autem fidtorum ex

binis terminis huins feriei eft aequalis o) fmma falto-

PO €X ternis =g, fomma fattorum ex quatcrnis
=¢; [umma Béorm ex quinis :ﬁI;J i fum-
o faftorum ex enis =<, Atque it porro.

§. 8 Si autem habeatur feries quaecungue @ -5

o+ d e e cuivs fumma fic o, fumma
factorum ex binis terminis =83 {umma fidtorum ex
ternis — <5 fumma fadtorum ex quaternis —d , €tc.
erit fumma quadratorum  fingulorum  terminorim, hoc
€t a4+ d' 4 ete. =t —28; fumma véro
cubbrum @ - § ¢ - Tetc. =a’- 3 2843 im-
my bigmdratorum  — o' — 4 B - g2y 2 58— 44.
Quo autem clarivs apparcat, quomodo hae formuolae pro-
grediantur . ponamus iplorom erminorum e, &, ¢, d €.
fummam effe =P, ommam quadeatorum =, {fum-
mam cuborum = R , fimmam biguadratorum =5, fum-
mam poteftatim quintzrom =T , fummam fextarum =V
etc. His pofitis erit P—a; Q—Pa—28; R=Qu—
PE4+3v:iS=Ra—- Q84 Py —+-48; T=Sa—R¥
~+=Qy—Pd 4352, e

§. 9. Cum igitur in noftro cafu ferier 4, e £ =r=fy
oy e -_rfl—'-'ﬁ i i ete. fumima omninm ter-
minorum dea e Gt —*!; fummg fiforum ex binis [ka
e . e s o o ot i
=, nr-'.;unl vlterius e " e E=TIoa i
— o etcoerit fumma iplorum illoram terminorum P—=3;

: : B ;
fumma- tlililli]'ll!flfl!TU IHUHIJ” CEEMEIHOITUT: Q_: ‘} s B

i
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fumma cuborum illorum terminorum R '—;—1 g 1L

ma bl.mmdntorurn S:;—,_f__ 5 Atque Porm Fe=g
2 A e S r—"'_

_1-::._;&‘4--.-: v—’)'_'l.-: : i J..'.:qjjrl "

=g '11_ -
e ey T T, Ex qua lege facile th-

quarum altioruom poteftatum fummae determinantur,

§. 1o. Ponamus nunc foum PM—y aequalem ra-
dioy vt fit p—1, erit minimns arcus A cuius finus eft 1
quarta peripheriae pars, = i, feu denotante 4 quartam
peripherize partem erit A—gq ¢t p==24. Superior ¢r-
go ferics abibit iniftam £, 1,55, — T S

e e R binis terminis exiltentibus aequi-
iibus. Horum ergo terminorum fumma, quae eft 5
{1 —34-i—21-+4— i + etc. | aequalis eft ipi P—1,
Hine igitur oritir 1—j—+-i—} +5— ¢ -ete. —I=8,
Huius ergo feriei quadruplum aequatur {emiperipheriie
circali, cuivs radivs et 1, fen roti peripherize circuli,
cuins diameter eft ¢, Arque haec eft iph feries a Leib-
pitie iam pridem profat, qua circuli quadeatoram  de-
fininit.  Bx quo magoum huios methodi, i coi forte
ea non fitis cerea videatur , firmamentum elucet; ita vt
de reliquis, quae ex hac methodo derivabantur, omnino
non liceat duobitari.

'§, 1I. Sunmmui Nune MOEnteram Eerminorm pro
cafy quo y=1, |]u:u|ﬂl::1 pl‘mlihit{]ul: haee feries %
e i op - e ete cuins fumma et
=] -—|— e th.;, quae ergo aequalis cffe de-
bet ipi Q=P=1. Ex quo fequitur huius ferici 1 —-;

-+
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w2 bete. fummam et = T =% ; denotante p
coram circuli periphediam, cuius diameeer eflb = 1. Sum-
ma antem hmius epei @ =3 == 2 == ctc, pendet a fim-
ma feriel 1 =} —= [ == & = L —-ew. quin baec quar-
ta fi paree minma illim dat.  Eft ergo fumma hoivs
feriei sequalis ummae illins com foi wiente.  Quam-
obrem erit 143 4=+ S+ e -f-ete. = £* ideo-
que huins feriei fumma per 6 multiplicats aequalis eft
guadrato peripheriae cicenli cuivs diameter eft 15 quae
cft iply propofitio cuius initio mentionem feci.

§ 12. Com igir calu quo y—1, fit P—1 et
J—=1, crunt relignarum licterarom R, 5, T,V r:n::
¥ Eqoie: Rt S T=8 i V=4 Vv et [
X= % ec. Cum autem fumma cuborum ipfi R. =
fit aequalis, erit Es[ I—% —l—;g -;rl— 3 ey =
Quare erit T— a3 S— -+ jF—eit = — ¥ —F. Huius
ideo feriei Mnmma per g2 muldiplicata dat cubum pe-
ripherize circuli cuivs diameter eft 1. Simili mode fum-
ma biquadratorum, quae eft ;J R e e s S e
etc. ) aequlis efle deber §, ideogue erit 1 —+ 5+ 5+
ﬁ—|—-;;. —“are. =T :f,': Eft vern haec feries per 5}
multiplicata aequalis huic 1 -—|— B e e il S R 1 (-
quare ifta feries aequalis eft £ fen ferici 1455
—s—ete. fumma per 9o multiplicata dat biquadra-
tum peripherise civcali cuiog diamerer et 1.

§. 13. Simili modo inuenicntur (ummae fuperio-
ram potcilatum ;, prodibic autem ve fequitur 1 — -',—|—’,:
—hAm—ee. =Fh =i aque t+ 5+t 5
Tem. VII. R —— LT.C
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—ete, =9 = *#%. Tnuenta vero huius ferici fumma,

cognofcerur fimul fumma hoius feriel 145 -+ 5+
-+ ¢—+ete. quae crit — 23, Porro pro poreftatibus

g , Loy o
feptimis erit 1—5— v — - —¢tt. =8l =il
ac pro oftams -5 S n - -cle, =W =

:
s200 s vade dedocitur ¥ - 5 —bSe 5 5 - Ete
— 2. Oblruandum auem eft de his fericbus in po-
tentiis exponentum imparivm figna terminorum aleer-
nari, pro poteftatibos paribus vero efle aequalia; hocque
in cauf eft, quod huius generalis feviei £ -~ S,
—+ etc. iistanum cafibus [umma pofic exhiberi, quibus
# elt numerns par.  Praccerea quogue notandom efl, G
ferici 3, 0.5, 4.5, f, flgy o fC. quos ¥alores pro lie-
teris P, Q, R, S cte. inuenimus, terminus gencralis pol-
fee affignari, um eo iplo guadratacam circuli cxhibicumy
iri.

%, 14 In his polnimus finom PM aequalem ra-
dio, videamus ergo quales feries prodeant, fiipli y alii
valores tribuantur.  Sit igite p= ., cui fingi minimus
arcus refpondens el ;p.  Polito ergo A=1p crit feries
terminorum fimpliciom fen primae poteftads ifla 5 -
- -

. 4 L S e eriel i . y P
S S — S p i —OHC. Culus ieriel fumma P aequalis

i P :
eft ;= ¥z, Hnbc_lumr ergo - = jagepiets
S—- ete. quae feries tantum maoone {ignorom a Leib-
nitiana differr, era Newtow iam dodum eft prolats. Sum-
ma vero quadratorum illorum terminorom nempe ',::
(1=t~ -t cte. ) aequalis eft ipi Q=2. Ent
X £ H & 4

cIgm
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ergn Toplo-do-teete. = &, wti ante eft inuen-
tum.

§. 3. Si flao y=7" erit minimus arcus huic fnui
refpondens 6oy ideogue A=1ip. Hoc erzo cafin {g-
quens prodibic feries temminorum e b ey gt
- et. quorum terminorum fumma aequalis cfb iph
4 =, Habebitur ergo 2f —r 11 pror o
— i+ ete.  Summa vero quadratorum illorm  tcrmi-
nomm et = :=1§; vode fequitnr fore H =1 - 4=
1 = % = &~ d -t in qua ferie define termin ter-
nario conflantes.  Pendet autem haec feries quoque ab
it 121 ere. cuings fumma erat imuenta = {',:;
vam {i haec ferics Ui parte nona minuatur prodit ipfa
fuperior feries, cuios ideo fumma debet efle — & (14
=+f7. Simili modo § alii affumantur finus, aliae pro-
dibunt feries, tim fimpliciom, quam terminorum qua-
deatornm altornmaque poreftatum, quacum fimmae qua-
draturam circuli inuoluent,

§. 16. At fi ponator p—o, hoiemodi fetics non
amplius aMgnari poterant, propter 3 in denominatorem
pofitum , fen acquationem initialem per ¥ dinifim.  Alio
autemn maodo feries inde dedoci poterine, qoae cum fing
ipfie feries x-S S ew. fi 4 et numerus
par: quemadmodum harem (ericrnm fimmae fine inne-
niendae; feorfam ex hoc cafi quo y =< deducam.  Po-
fito vero y=o ipla sequatio fundamentalis abir in hane

N 53 ir . F

O — T s rareney T CHC, CHIUS aquatio-

nis radices dant omnes arces, gquornm fnus el —o,
R 2 Eit
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Eft autem vna minimague radix s =o, quare aequat %
per 5 divifa exhibebit reliquos arcus omnes, quorum fi-
nus ¢t —o, qui arcos proinde erunt radlce.l. huius ae-

quationis o —1— -;’_.—_-l—?‘j—, e Iph
vero arcus quorum finus eff — o funt p,—p -+ 2p,—2p,
3p,—3p ctc. quorum binorum alter aleerius eft negati-
uus, id quod gquogue ipla aequatio propter d:mclmunﬂ-.

ipﬁus § tanmm  pares indicat. Q_uare diuiﬁu{s illins ae-

quationis erunt 1 '_T: o -—1—; 4 I 7 etc. ntquc
l:unmm;endls binis hormm dml['urum ert Sty o
e o o -*-{1—1, ) (1= 4,.,‘||, 1— ﬂpf]k:_l-ﬁpxj'
etc.

§ 17. Manifelum iam eft ex natura aequationum,
fore cocflicientern ipfius 55 fen - aequalem 1%5-4— $:
- e, Summa vero fittorum ex  binis
terminis huius feriel erit =5 fummaque f1&orum

1

£x ternis ._, = m cte. Hane ob rem erit inxea
6.8 domr s B e e ctc. atque

1.2.4.% _t‘1+i1 PR

I i 1 1
pofita quoque fumma terminomm g—- S - m -5 7
—+-ec. =P, et fumma qumirlmrlim corundem ermi-
ilalyilest *—Q, fumma cuborum =R ; fumma biguacra=

tomm =53 ¢t et per 5.8 Poa=r——3 Q—
Pe—z2B8—=51:R= Qa—?g—l—s"y:n:”b_l{a -8
+Pry—a8=gn; T=Sa—RE+Qy—Pd+ se=
wz; V=Ta-SC4+Ry—-Qd-Pe—6{—nsium
€tc.

6 18,
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§. 18. Ex his ergo derivantur fommae fequentes:

Tdft 4ot et =F =P

T mebgrt- et = =Q
455 -a-cte. =8 — R
I+ S+ S5+ Fbhee. = =
I+£ﬁ+#—+—ﬁi+;€aﬁt‘f.:;ﬂ:::§:1ﬁ
rofch e thee = 52—

= GE5-LUFEE T

quas feries ex data lege attamen multo labore ad al-
tiores poteftates produoci poffunt.  Dividendis autem fin-
gulis (eriebus per praccedentes orientur fequentes aequa-
tiones: p—6P='00 =g = ¥ = ¥ =< e, qui-
bus expreflionibus fingulis quadratum  peripheriae cuius
dismeter eft 1, acquatur,

§. r9. Cum autem harum ferierum fummae etiamfi
vero proxime ficile exhiberi poffent, tamen non mul-
tum adiumenti afferre queant ad peripheriam circuli ve-
ro proxime exprimendam propter radicem quadratam,
quac exteahi deberet; ex prioribus feriebus eliciemus
exprefliones , quae ipfi peripheriae p fint acquales. Pro=
dibit autem vt fequitur:

R g =4
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p=4 (1=i4i-jti=&+etc)

(I—|—ﬁ—!—;’r—|—:—"-'—i~3=—‘r"m'f“““':'
1= soi =g i =
1

by (I — G- =l % — a-t-ete.

Lo 5 A A et T E
(: i T e e ,:_-;-e;-.:)
I~ g3 = Azt Cc

=

(1 2 1 B i e A ﬂtc-)
L i e o
(:_—1—,% 4+ +;2+#-i~0tf-)

o & + f : i mEa
I :i+‘;$ — _l_-;’ e EEC.

(1 N — ﬁ;+crc.)
e e e e S

DE
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