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Resumo

De modo geral, os autores de livros de Histéria da Matematica dedicam um expediente de
discussdo consideravel aos niimeros de Fibonacci. De fato, uma profusdo de exemplos e sua
manifestacdo, por intermédio de propriedades, de toda ordem, parecem eclipsar o papel e a
constatacdo da ocorréncia pitoresca de outras entidades matemadticas numeéricas. Por
conseguinte, o presente trabalho busca envidar uma discussao em torno do niimero plastico
e da sequéncia de Padovan. Seu espaco de utilidade singular foi detectado na Arquitetura,
todavia, por intermédio de um processo matematico evolutivo, histérico e epistemolégico, o
trabalho constata o interesse atual na pesquisa em Matematica, cujo vigor evolutivo pode
ser objetivado por intermédio do estabelecimento de novas defini¢des matemadticas que
representam, grosso modo, seu processo ininterrupto de formalizagdo e de generalizagdo.
Isso posto, propugnam-se, ao final do mesmo, importantes e significativas repercussées e
uma legitima trajetéria epistemolégica evolutiva que comunica ao leitor um viés ndo
estatico e evolutivo do pensamento e dos objetos matematicos.

Palavras-chave: Numeros de Padovan, Sequéncia, Evolugdo histérica, Defini¢Ges
matematicas.

[THE PADOVAN OR COORDONIER SEQUENCE]

Abstract
In general, the authors of Mathematical History books devote considerable discussion to

Fibonacci numbers. In fact, a profusion of examples and their manifestation, through
properties, of all order, seem to eclipse the role and the observation of the picturesque
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occurrence of other numerical mathematical entities. Therefore, the present work seeks to
make a discussion about the plastic number and sequence of Padovan. Its singular space of
utility was detected in the Architecture, however, through an evolutionary, historical and
epistemological mathematical process, the work confirms the current interest in
Mathematics research, whose evolutionary vigor can be objectified through the
establishment of new mathematical definitions that represent, in large part, its uninterrupted
process of formalization and generalization. This, at the end of the same, proposes
important and significant repercussions and a legitimate evolutionary epistemological
trajectory that communicates to the reader a non-static and evolutionary bias of thought and
mathematical objects.

Keywords: Padovan numbers, Sequence, Historical evolution, Mathematical definitions.

Introducao

Propugnamos um carater essencial e imprescindivel objetivando a compreensdo e o
entendimento adequado acerca de um viés evolutivo irrefredvel e generalizante das ideias
matematicas. Tais ideias matematicas podem ser registradas, por vezes, por intermédio de
uma apreciacao e da percepcao de exemplos particulares, bem como a til identificacdo de
processos e de objetos matematicos que, de um ponto de vista local e histdrico, possuem,
indubitavelmente, um intrinseco cendrio de génese/origem, todavia, do ponto de vista
epistemoldgico, carregam um valor indene que se consubstancia e se revela por uma
espécie de vigor diacronico, capaz de ser observado por intermédio do seu processo de
generalizacdo e da sistematizagdo progressiva em um continuo temporal. (ALVES, 2017).
No esteio do pensamento anteior, assumimos uma carater de imprescindibilidade
acerca dos elementos de ordem epistemolégica e de natureza histdrica, assim como o
processo evolutivo dos conhecimentos matemadticos. Dessa forma, no presente trabalho
trazemos uma discussdo em torno dos nimeros de Padovan de Coordonier. Como iremos
demonstrar nas se¢oes subsequentes, podem ser observadas algumas semelhancas entre os
nimeros de Padovan e os nimeros de Fibonacci, na medida em que, de modo quase
invariante, deparamos nos livros de Histéria da Matemética - HM uma restritiva profusdo
de exemplos de representacdes geométricas, envolvendo relagées intrigantes com a divina
propor¢do e os numeros de Fibonacci, todavia ndo registramos um espaco correspondente
para os nimeros de Padovan. Abordaremos nas se¢des subsequentes, de modo preliminar, o
trabalho do arquiteto alemdo Hans van der Laan (1904-1991), que buscou seguir um estilo
de arquitetura baseada na razdo aurea mas que, ao passo que considerou as trés dimensoes,
H. Laan descobriu o niimero plastico ¥ que, como desmontraremos, possui intima relacdo
com a sequéncia de Padovan, entretanto, na Matematica, Gérard Cordonnier (1907-1977)
desenvolveu, também, alguns estudos contemporaneos aos estudos de Hans van der Laan.
Finalmente, em consonancia com uma necessidade do entendimento evolutivo do
conhecimento matematico, nas tltimas secOes, apresentaremos um exemplo particular das
tendéncias de pesquisa atual e dos trabalhos produzidos em torno da generalizacdo da
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sequencia recorrente de segunda ordem, nominada de sequéncia Padovan ou de Coordonier
e que recebeu tal denominacdo devido aos trabalhos posteriores do também arquiteto
Richard Padovan (1935-).

O numero plastico

Marohni¢ & Strmecki (2012) comentam que no ano de 1928, apés abandonar os estudos em
arquitetura, o monge novico Hans van der Laan (1904-1991) descobriu um novo e tnico
sistema de arquitetura proporcional. Segundo Marohni¢ & Strmecki (2012, p. 3) a “sua
constru¢do é completamente baseada em um unico irracional cujo valor é chamado de

4

niimero pléstico ou constante pléstica, cujo valor aproximado é 3 =1.324718... =~—>.
Cabe observar, todavia, que tanto Marohni¢ & Strmecki (2012, p. 3) quanto Yilmaz (2015,
p. 2) observam que os nimeros que determinam a razdo anterior foram estudados pela
primeira vez por Gérard Cordonnier (1907-1977).

Weiss (2014, p. 81) explica, no contexto da arquitetura, que “a razdo 4urea, 0
retangulo atireo, a espiral atrea proprorcionaram a origem de vdrias generalizacGes”. Weiss
(2014) recorda, por exemplo, os trabalhos do arquiteto Hans van der Laan, que buscou
determinar modelo andlogo 3D para a razdo durea, aplicando no seu design de Arquitetura.
Weiss (2014, p. 81) explica que “equagdes caracteristicas para determinados valores
aproximados podem ser formuladas como condicGes fechadas geométricas. Valores médios,
como conceitos matematicos, sdo dimensionados como sendo justamente nimeros
irracionais”. Por sua vez, Voet e Schoonjans (2012), por exemplo, observam que o trabalho
de Hans van der Laan é puramente arquitetonico e, também, matematico.

Spinadel e Buitrago (2009, p. 163) explicam que “Hans van der Laan, arquiteto e
membro da ordem beneditina, introduziu de forma pioneira a nog¢do de niimero plastico

Y ~1.3247179572447... como razdo envolvendo uma escala geométrica de objetos
tridimensionais”. Tal grandeza constitui uma das solugcdes (reais) da equagdo ctbica
x>- x-1=0 e que representa uma das equagdes ctibicas que pertence a familia dos

trindmios gerais descritos do tipo x" - x- 1 =0,n =2,3,... (SPINADEL, 1999). Voet e

Schoonjans (2012, p. 255) comentam que “seu nimero plastico possui o vigor do seu
proprio sistema proporcional, sendo testado e usado por vdrios arquitetos e matematicos™.

Por outro lado, Voet e Schoonjans (2012, p. 255) comentam que Richard Padovan
descreveu um tratado biografico sobre Hans van der Laan, em 1994, que deixou de lado o
entendimento essencialmente religioso, que influenciava fortemente o monge benetidino
holandés e enfatizou, sobretudo, o pensamento sistematico e matemético do mesmo. Pimm
e Sinclair (2000, p. 233) comentam que, do ponto de vista da abstracdo, R. Padovan veria a
matematica como uma criacdo feita pelo homem, uma construcao puramente artificial, um
sistema de sinais convencionais e as regras para manipula-los. A natureza é assim algo com
que podemos interpretar o pensamento matematico s6 porque a matematica é uma criacdo
humana. Um pouco mais adiante, expressamos um viés filos6fico do pensamento de
Padovan (1999), a partir do seguinte fragmento:
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“Considerar a natureza como indescritivel e talvez insondavel, a Ciéncia
e a Arte como abstragdes, construgbes artificiais que nds evocamos com
o sentido de compreendé-las e comandd-las [...] a tendéncia em sustentar
que nds mesmos, como seres humanos, possuimos a afinidade natural e
com a qual conhecemos e compreendemos. Le Corbustier chama de
afinidade como um trago indefinivel absoluto, que reside na profundidade
de nosso ser”. (PADOVAN, 1999, p. 12)

Na figura 1 divisamos uma imagem do arquiteto holandés Hans van der Laan.
Voet e Schoonjans (2012, p. 259) observam que “as elaboracdes proporcionadas por H. V.
Laan possuem uma matriz tridimensional de ritmos. Um espaco polirritmico definido por
varias séries e sua superposicao espacial”. Ademais, o nimero plastico se coloca em uma
analise de perspectiva de sintese. Por intermédio do ntimero plastico ¥’ , é possivel gerar a
realidade atual e concreta, o qual se configura como uma relacdo de relagdes. Na figura 1,
ao lado direito, visualizamos um exemplo de contrucdo de um mosteiro beneditino cuja
construcdo foi balizada pelo modelo desenvolvido por Hans van der Laan e que foi objeto
de estudo e pesquisa minuciosa para Richard Padovan (1935 -?).

Do ponto de vista geométrico, o ndmero plastico possui significados e
interpretacdes no plano e no espacgo. Na figura 2, ao lado esquerdo, Stewart (2004, p. 89)
discute a representacao planar de uma espiral formada a partir dos nimeros de Padovan.

Figura 1. Explicacdes sobre as motivacdes religiosas que influenciaram o pensamento de Hans van der Laan
segundo Voet e Schoonjans (2012)

Ainda na figura 2, ao lado direito, Weiss (2014) indica uma contrugdo com os
“retangulos de prata” que conduzem para a determinacdo da “espiral de prata”. Na secdo
subsequente abordaremos, de modo mais detalhado, alguns aspectos matematicos sobre os
nimeros que adquiriram maior popularidade a partir do trabalho de Padovan. Decerto que
os limites do trabalho atual ndo permitem uma discussdo minuciosa do trabalho de Hans
van der Laan, cujo viés sensitivo, sensorial e espiritual dermacaram um estilo e um modus
operandi vigoroso em Arquitetura, e que, de forma insofismavel, extrapola o interesse do
presente estudo. (GAZALE, 1999; GONZALEZ-DIAZ; GARCIA-NAVARRO, 2016;
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GUTIERREZ, 2009). Na secdo seguinte, registraremos a descricio de uma sequéncia
numérica nominada, conforme explicacdes de Stewart (2000, p. 19), como a sequéncia de
Padovan (ou sequéncia de Cordonnier).

Figura 2. Discussdo da espiral formada pelos niimeros de Padovan segundo Voet e Schoonjans (2012) e
comentarios sobre o processo de generalizacdo e a visualizagdo de razdes com projecdo no espago e os prismas de
Laan segundo Weiss (2014, p. 17)

Os numeros de Padovan ou de Coordonier

Alsina e Nelsen (2015, p. 154) recordam que a sequéncia de Padovan { P, } ::o’ cujo nome

foi devido ao arquiteto Richard Padovan, é uma espécie de “primo” de uma outra
sequéncia, a bem mais conhecida sequéncia de Fibonacci. Stewart (2000, p. 19) comenta
que “gostaria de nomear tal sequéncia como sequéncia de Padovan, estudada por Richard
Padovan e, por uma coindicéncia interessante, Padovan possui como mesma origem o
termo ‘Padoue’, uma vila um pouco distante de Pisa, de onde Fibonaccci foi originario”. A
mesma € definida de acordo com a definicdo 1 que vemos logo abaixo. O trabalho de R.
Padovan assumiu importante posicdo na Arquitetura, e sua relacdo intrinseca com a
Matematica é indubitavel, como explica Sousa Gomes (2012, p. 25) quando acentua que “a
titulo de exemplo podemos referir a sequéncia de Fibonacci ao sistema dureo ou a
associacao da sequéncia de Padovan ao sistema plastico”. Stewart (2000, p. 20) acrescenta
ainda que Alan Saint George fundou varias esculturas e monumentos empregando relagdes
e propriedades da sequéncia, tendo em vista suas propriedades tridimenssionais.

RBHM, Vol. 22, n° 45, pp. 21-43, 2022 25



FRANCISCO REGIS VIEIRA ALVES & PAULA MACHADO CRUZ CATARINO

Suli | /X/

Figura 3. Comparagdo das propriedades das espirais originadas da sequéncia de Fibonacci e da sequéncia de
Padovan segundo Stewart (2000)

Definicdo 1: A sequéncia de Padovan é definida pela seguinte recorréncia
P, =P _,+ P, _,,n =3, cujos valores indiciais sdo indicados por Py =P, =P, =1.

Tal recursdo de segunda ordem proporciona a origem dos ntmeros de Padovan:
1,11,2,2,3,4,5,7,9,12,16, 21, 28,37,... .(*) Todavia, “Padovan indicou o crédito da
descoberta ao matematico francés Gérard Cordonnier (1907-1977) e observa que a

sequéncia foi descoberta, de modo independente, por Dom Hans van der Laan, como o
ntimero plastico” (ALSINA E NELSEN, 2015, p. 154), indicado na literatura, de formas

variadas, como por exemplo i/l + i/l + 3/1 + 3[1 +14-- =y que podemos até comparar
com 0 do 1+1+1+¥1+¥ 145 ]
utra expressdo i/1+41+d1+d1+d1+--- = , que corresponde ao nimero
2

de ouro. Stewart (2000, p. 20) explica ainda o estudo de uma outra sequéncia, com
propriedades semelhantes, que se tornou popularizada pelos trabalhos de Edouard Lucas
(1842 — 1891) e nominada por sequéncia de Perrin, todavia, com os valores iniciais
diferentes.

Observamos, entretanto, que a definicdo 1 poder ser caracterizada, ainda, pela

seguinte consideracio para os valores arbitrrios iniciais: P, =0, P, =0, P, =1.
(SOKHUMA, 2013, p. 7093). Decerto que, a despeito de uma reordenacdo dos termos da
sequéncia {P} :O:o’ podemos determinar, de modo preciso, a mesma lista numérica

n

chamada por alguns autores de sequéncia de Cordonnier (SABHIN, 2017).
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. « — . — -3
Observamos, com origem na relacio, que B, =P, , + P, _;.". s — =1+ =

n-2 Pn- 2
i . P"' 1 =1+ L
Logo em seguida, escrevemos Pn_1 Pn_ ) L . Em seguida, vamos admitir que o
Pn»3
seguinte limite existe }ILYEP—n :li_{'gl//n =% , onde tomamos a seguinte expressio
n-1

n

=,,n =21 Logo em seguida, passando o sinal do limite na igualdade que

Pn—l
. BB |y 1 .
indicamos em (*), teremos: lim . =lim|1+——] e, portanto, determinamos
nmw| PP N P,
n-1 n-2 _n-z
P
. . 1 1. 1 o )
que hm(z//“ ~I//n_1) =lim|1+—— .. 9 =1+ — . De imediato, determinamos
n— o n— o /) Z//
n-2
a seguinte equacao 1//3 - % - 1=0. Cabe observar que as demais raizes sdo dadas por

1.1 ? ~- 0.662359 £0.56228i .

Stewart (2008) apresenta uma interessante explicacdo sobre a origem dos nimeros
de Padovan e relaciona a sequéncia de Padovan com a sua “prima”, a emblemaética
sequéncia de Fibonacci.

“Eu chamo esta seqiiéncia de niimeros Padovan porque o arquiteto
Richard Padovan me contou sobre eles, embora ele negue qualquer
responsabilidade. Curiosamente, "Pddova" é a forma italiana de
"Pddua", e Fibonacci era de Pisa, a cerca de cento e cinquenta
quilémetros de distdncia. Eu sou tentado a renomear os niimeros de
Fibonacci "ntimeros Pisan" para refletir a geografia italiana, mas como
vocé pode ver eu consegui resistir.” (STEWART, 2008, p. 104)

Pouco mais adiante, Stewart (2008) observa que o quociente envolvendo os
ntimeros de Fibonacci possui um crescimento mais rapido, tendo em vista que o nimero
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plastico é menor do que nimero de ouro ¢ :#. Por outro lado, podemos observar a
seguinte decomposigio polinomial x° - x*- 1 =(x’- x- 1) (x*- x +1) . Mais adiante,
Stewart (2008, p. 104) comenta que a equacdo quintica anterior pode ser derivada
(associada) da seguinte relacdo de recorréncia X, =X, ; + X, s e que, facilmente,
podemos observar que tal recorréncia “representa uma regra alternativa para se determinar
demais termos da sequéncia de Padovan” (STEWART, 2008, p. 105). Ademais, o nimero

s 1 n —_ , , .
plastico lim —P =Y’ representa, também, uma de suas raizes. Outrossim, podemos
n— oo
n-1
constatar, ainda, que a seguinte relacao de recorréncia (associada) X, =X, ; +X, _, + X -
também pode gerar os ntimeros que indicamos anteriormente em (*).

Por outro lado, Aarts, Fokkink e Kruijtzer (2001, p. 57) observam que algumas
propriedades derivadas da divina propor¢do concorreram para a seguinte defini¢do abaixo.

Definicdo 2: Um niimero real p >1 é chamado de niimero mérfico se existem
nimeros naturais m e n, de forma que satisfazem p+1=p™ e p-1=p™".

De imediato, com origem na definicio anterior, podemos constatar que ¥’ satisfaz
as seguintes equagdes 1° - y* =1..9y - 1=y e ainda que 3’ - 3 - 1 =0, dessa
forma, podemos escrever 3 +1 =w3 . Por conseguinte, “o ntimero plastico é também um

nimero mérfico, com m =3,n =4~ (AARTS; FOKKINK E KRUIJTZER, 2001, p. 57).

O carater pitoresco da definicao anterior pode ser compreendido a partir de um conjunto de
nimeros extremamente pequenos que satisfazem as condic¢oes da definicéo 2.

Teorema 1: Existem apenas dois numeros morficos, nominados por a divina
propor¢do e o numero plastico de Dom Van der Laan. (AARTS; FOKKINK E
KRUIJTZER, 2001).

Demonstracao: Detalhes da demonstracdo podem ser verificados diretamente no
trabalho de Aarts, Fokkink e Kruijtzer (2001) ou Marohni¢, Kovaci¢ e RadiSi¢ (2013).

Logo em seguida, trazemos um teorema que fornece a descri¢ao de uma férmula
explicita dos termos presentes na sequéncia de Padovan ou de Coordonier, semelhante ao
resultado que discutimos concernente a formula de Binnet ou de De Moivre ou de Lamé
(ALVES, 2017). Maiores detalhes e uma aplicacdo da configuracdo espiral determinada por
tal sequéncia podem ser apreciados no trabalho de Audet (2013) e Stewart (2000).

Teorema 2: Sejam as trés raizes da equagdo ctibica 1}, 1,,I; que indicamos por

x> - x-1=0. Entdo, podemos escrever a férmula explicita para os nimeros de Padovan
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p - d-md-r) , A-r)d-r) ., A-r)d-r) .,
" (r-r)(r-r) (r-r)(r-r) (r-r)(r-r)z’

. N n r, . 1
para n >0 . E valem as seguintes relagdes: |—| < 1L, |—=| <1, lim 2~ =y .
r, r, n—w P

Demonstragdo: Como mostramos no pardgrafo anterior, a equagdo de recorréncia
P =P_,+ P, _, determina o polindmio caracteristico x>- x- 1 =0 e consideramos
suas trés raizes Ij,1,,1; . Dai, buscamos determinar que P, =A -r;’ + B -r,;" +C 1)
Mas, tendo em vista que foram tomados P, =P, =P, =1, escrevemos as condicdes:
P =A1)+Br’+Co1) =1 [A+B+C=1
1 1 1 . 1 1 1

P=Ar,+Br,+C-r, =1 -".1A1,+B 1, +C -, =1 . Neste caso,

_ 2 2 2 _ 2 2 2 _
P=Ar1r,+Br+Cr1r, =1 |Ar,+B1n +Crwr, =1

buscamos isolar e determinar as expressdes correspondentes para as incégnitas A, B, C.
Para tanto, usaremos a regra de Cramer da seguinte forma para determinar que:

1 1 1
1 r r
Ao \Ln E ] a-na-nG-n) _ a-na-n)
1 1 1) (-0 m6-n) (- -n)
, n L
r,ortor
1 1 1 1 11
r, 1 rzl , n 1
nolon) (D0 n)d-n) _(-p)d-n) o (non
Lol 1 (- n)n-n)n-n) (- n)n-n)’ 11 1
, n n o h N
it R

(- (- D -1 (A- A r)
(- (- () (- (- )

a equacdo caracteristica e sua decomposicio em fatores irredutiveis da forma

. Por outro lado, consideraremos
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, —
x - x-1=(x-r)(x-rn)(x-r,) eque r, =r,,r, >0 . Fazendo as contas, devemos
determinar as seguintes relagdes: I, + 1, +r, =0,ryn +ryr, +nr, =- L, r,nr, =1.

Agora, com origem nas relacdes anteriores, podemos observar o comportamento:

T _m_\irl T _‘\/rl T _\/' l-rr-nm _\/' l-rpn-rn
bl
LI L I h I

-1-r(n+r,) _
r02

vamos observar que: |—=| =—— =— =|—| <1, visto que ’I‘2‘ =|I‘1’. Finalmente,

P Ar™+Br™+C ™
. . PP n+l =li 0 1 2 —
vejamos o Comportamento dO Segulnte llmlte. hm — =l1m " . p =
nex P new A’ +Bor' +C )

W N \n

A.rEJ,B.r_J -r]+C-r_2 r, lim A'rg+B-r—] -r]+C'{r2 T
=lim 0 (h) _”H 0 " _AT+0+0
ne (" \" B L " - A+0+0
A+B{ L 'r]+c-rzl lim| A+B 1L .r]+c-r_2]
r(\ r[l e r[|_ _r[\
9+4/69 9- 69 4
=r, =y =3 + 3 =1.324718... ~—-
18 18 3

Por fim, observamos a relagio inesperada para 1’ =1+ ..y =31+ .

Recursivamente, obteremos que " _3 1+i/1+#1+i/1+ 3[1_'_ 3/1_'_%/1 .

Doravante, apresentaremos ao leitor algumas propriedades combinatérias e propriedades
matriciais originadas da sequéncia de Padovan ou de Coordonier. Mais uma vez,
observamos grande similaridade de propriedades correspondentes que podem ser
registradas no estudo de sua “prima” mais emblematica, popularizada a partir do trabalho
de Fibonacci (CHOULET, 2008). Por fim, apresentaremos duas definicGes formais até
agora ndo discutidas/introduzidas na literatura especializada e, por conseguinte, envolvendo
certo teor de ineditismo no trabalho.

30 RBHM, Vol. 22, n° 45, pp. 21-43, 2022



A SEQUENCIA DE PADOVAN OU DE COORDONIER

A sequéncia de Padovan, generalizacées e propriedades matriciais

Na secdo passada, apresentamos a definicilo P, =P, , + P, _,,n =3. Doravante,
reparemos que, se N1 =2.".P, =P+ P, <> P, =P, - P, =1- 1 =0. Ou ainda, se
tomarmos que N =1.".P, =P +P, <> P, =P - P, =1- 0 =1. Mais uma vez,
podemos considerar ainda n =0.". B, =P, +P, <> P, =P - P, =1-1=0. Para
assegurar nosso argumento anterior e convencer de fato o leitor, vejamos ainda que
n=-1-..P, =P,+P, <> P, =P - P, =0-0=0 ou ainda encontramos que
n=-2..P,=P,+P_ <> P, =P,- P, =1-0 =1. Na tabela abaixo, exibimos
os demais valores determinados com arrimo do mesmo argumento. De modo recorrente,
podemos empregar a seguinte recorréncia P, ; =P, - P,_,,n <2 . Na figura abaixo,

divisamos alguns valores particulares determinados por Weger (1997, p. 632), envolvendo
nimeros de Padovan com indices negativos. Para otimizar nossos calculos, vamos adotar a
seguinte representacdo matricial introduzida por Sokhuma (2013) ao definir a seguinte

0 1 O
matriz Q =[0 0 1. Sokhuma (2013, p. 7093) assume, todavia, os seguintes valores
1 1 0

iniciais: P, =0, P, =0, P, =1. Reparemos que, se consideramos a defini¢do 1, podemos

ter a impressdo de que se trata de outra sequéncia, tendo em vista os valores iniciais
diferentes, todavia, a menos de uma reordenagdo, provocada pela mudanca dos valores
iniciais, temos a mesma sequéncia numeérica que indicamos na se¢do anterior.

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P..,.| -1 1 o -1 2 -2 1 1 -3 4

m 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
P, | -3 0 4 -7 T -3 -4 11 -14 10

m 21 22 23 24 25 26 27 28029 30
P 1 =15 26 -24 9 16 —-40 49 -33 -7

m 31 32
P_m 56 —89

Figura 4. Discussdo sobre o processo de extensdo dos numeros com indices inteiros negativos para a sequéncia de
Padovan segundo Weger (1997)
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Nesse caso particular, com a recorréncia P, =P, _, + P, _, determinamos o
seguinte conjunto de nimeros: 0,0,1,0,1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,.... Assim, alguns

valores iniciais se modificam, todavia, a partir da quarta posi¢do, passamos a determinar os
mesmos elementos que indicamos em (*). Em um trabalho recente, deparamos a familia de

001 001 01 1| 010 011
matrizes: Q =1 0 0[,Q =1 0 1|, =1 0 0,Q, =1 0 1,Q =0 0 1}.
110 010 010 1 00 1 00
Observamos, entretanto,.que podemos ainda considerar uma sexta matriz. que denotaremos
010 o0 1)
por Q, =0 0 1 ZQZT =1 0 1| . Ora, depreendemos, facilmente, as
1 1 0 0 1 0
seguintes relacdes envolvendo o conjunto { Ql,QZ,Q3,Q4,Q5,Q6} e suas matrizes
011 010 010
transpostas: Q; =0 0 1 :QlT, Q=101 :Q3Te Q=0 01 :QzT.
1 00 100 1 10

. . ( | ~
A partir do conjunto | Ql, Q2, Q3, Q4,Q5, Q6 | , observamos que a equagdo
caracteristica x> - x- 1 =0, que possui como raiz real, precisamente, o nimero pléstico,
pode ser descrita na forma matricial X3- X -1 =0 e, facilmente, podemos verificar

que Q°- Q.- 1,, =0, para 1<i <6. Tal propriedade nos conduz a denomina-las

como “matrizes plasticas”, como intimamente decorrentes do nimero plastico.
Por outro lado, podemos facilmente observar as seguintes matrizes

110 P P P 0 1 1 P, P P
Q’=|0 1 1|=|R P P|,Q"=1 1 1|=|R P, P|,
111 P, P, P 1 2 1 P, P, P
11 1 P P P 11 1 P, P P
Q=1 2 1|=|P P, P|, Q°=|1 2 1|=|P P, P,
12 2 P, P, P 1 2 2 P, P, P
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1 2 1) (B B B
Q°=|1 2 2|=|P P, P |. Simiarmente, observemos ainda que
2 3 2 P, P P
-1 0 1 P, P P, 1 1 -1 P, P, P,
Q'=1 0 o0/l=P, B B[ Q'=-10 1|=P, B P,
0O 1 0 P, P P 1 0 0 P, P, P
0 -1 1 P, P, P -1 1 0 P, P, P
Q’=[1 1 -1]= b, B., P , Q=0 -1 1= P P B.l
-1 0 1 Py P B 1 I -1 B, P n+2
2 0 -1 (B, P, P
Q°=|-1 1 0= P P, P, | etc. Empregaremos o argumento indutivo de
0 -1 1 P B Ba
P B n
Sokhuma (2013), assumindo por indugdo que Q" =| P, P,,, P,
P. P B
Em seguida, podemos facilmente ver que

P. P, P |0 10 PP

n-1 n+l n n n+l
QJHI :Qn Q: R] n+2 Rﬁ—l 0 0 1 = R1+1 RHE
P ko Pulll 1 0] |B, P

Pn+1

No caso das

[N

n+

\ Tn+l n+3 +2 n+3 n+3
matrizes inversas, recordando a propriedade (Q'l)" =Q™", poderemos notar ainda:
P»H mel Pn -10 1 _anfl+P—n+l Pﬂ P,”,l
-n-l _~-n -1 _
Q _Q Q - Pﬂ Pn+2 Pml 100 = -PH-I-PﬁHz PJHI P’H . Mas
P—n+1 P—n+3 P—n+2 010 _P—n+1+P—n+3 P—n+2 P—n+1

recordamos, por exemplo, que: P ., =P ., +P . Fazendo as substitui¢des,

-
P— n-2 R n R n-1
) . cnelo_
encontraremos a seguinte poténcia: Q""" =P, P . P _ |, paran>l.
R n R n+2 R n+l
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R n-1 R n+l R n
Lema 1: Para todo inteiro positivo n, temos Q "=| P n p n+2 P n+l
P— n+l P— n+3 P— n+2

Demonstracao: Basta ver os argumentos predecessores no caso de Sokhuma (2013).

Agora, antes de finalizarmos a segdo atual, vejamos algumas propriedades
provenientes das somas de termos de ntimeros de Padovan para podemos verificar a
correspondente expansao para as somas, com os correspondentes indices inteiros.

Teorema: Para todo inteiro positivo n >0, determinamos as seguintes somas de

termos: () >, B =P, +P,.,- P~ P (i) > P, =P,.- B; i
i=0 i=0

szm =P,, - P,; (iv) ZP-:' =P, +P-P -P ;W ZP-Zi =P-P,..;
i-0 i=0

i=0

(vi) ZR2i-1 =P, - P,,.

Demc’)ztragéo: De imediato, podemos considerar as seguintes somas e cancelamentos
P, =R +F, k=P - R
P, =P, +H P =P- P
B =P +P, P, =R - P
F, =P, + P, P, =F - P,
alternados: P, =P, + P _, P, =P, - P, . Assim, poderemos determinar a
F, =F +h B =F- K
FE =B +F B, =P +F
B =B_,+PF_, B, =P ;- P,

n

soma dos n primeiros niimeros de Padovan, que indicamos Z P=P_,+P -P-P.
i=0

Nas somas anteriores, se considerarmos apenas os indices de ordem par, por intermédio de

n
cancelamentos telescépicos, encontraremos Z P, =P, ;- P, e, tomando os termos de
i=0

n
ordem impar, encontraremos ainda que Z P,,, . De forma semelhante, escrevemos:
i=0
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B, =R +F,
P, =R +P,
R =P,+P,
R, =P, +P,
1 . Mais uma vez, agruparemos os termos, considerando os devidos
P, =P,+P,
P,=P,+P;
Rn+3 :Rn+1 +Rn

n
cancelamentos, para determinar que Z P,=P,+P,- P - P . . De modo anilogo,
i=0

n n
encontraremos ainda que ZP_ZI- =P,-P, ., e ZP-2:'-1 =P,- P .
i=0

i=0
A pesquisa (contemporanea) atual sobre a sequéncia (generalizada) de Padovan

Nas secdes anteriores, abordamos algumas propriedades fundamentais a respeito do nimero
plastico e sua intima relacdo com a sequéncia de Padovan. Agora, preservando uma
perspectiva que defendemos em nossos trabalhos que objetiva proporcionar ao leitor ndo
apenas um entendimento do contexto histérico a da génese de determinadas ideias
matematicas e, além disso, um entendimento sobre o respectivo processo evolutivo e do
vigor indene dos objetos e dos processos matematicos que apresentam uma evolucao, nem
sempre contigua, todavia, irrefredvel. Isso posto, trazemos agora alguns indicios sobre a
pesquisa atual em torno dos nimeros ou da sequéncia de Padovan. De imediato,
apresentamos algumas definicGes recentemente introduzidas na literatura especializada.
Vejamos a primeira.

Definicdo 3: A sequéncia gaussiana de Padovan é uma sequéncia de ndimeros
complexos, denotada por GP,, com valores iniciais GP, =1, GP, =1+i,GP, =1+i ea

seguinte relagdo de recorréncia GP, =GP, , + GP,_,,n >3 . (TASCI, 2018a).

Com origem na definicdo anterior, facilmente podemos determinar os niimeros da

recorréncia: GP, =L, GP, =1+1,GP, =1+i,GP, =2+1,GP, =2+ 2i,GP, =3+2i,
GP, =4+3i, GP, =5+4i,GF, =7 +5i,GP, =9+ 7I,etc. Reparemos ainda que,
se n=2..GP, =GP, +GP <> GP =GP,- GP, =1+i. No caso subsequente,
tomamos N =1.".GP, =GP, +GP, <> GP, =GP,- GP, =0. Repetindo o
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procedimento, vemos que
E, sucessivamente, encontramos: GP , =2+2[,GP . =-2- 2i,GP, =1+i,GP, =l +i,etc.

Por consequéncia, podemos determinar os ntimeros gaussianos de Padovan para indices
inteiros negativos.
Logo em seguida, trazemos outra recente defini¢do introduzida por Tasci (2018b).
Definicio 4: Um numero quaternion de Padovan € definido por

QP, =P, +iP

>t JP., + kP, em que {l,i, j,k{ constitui uma base para os
quaternions, e o coeficiente P, representa o n-ésimo niimero de Padovan. (TASCI. 2018b)

Observamos um conjunto de regras formais definidas para os elementos do
conjunto acima: i = j* =k* =-1,ij = ji =k, jk =- kji,ki =-ik = .

De imediato, podemos determinar alguns dos ntiimeros, com origem na definicdo
anterior dos quaternions de Padovan: QP, =P, +iP, + jP, +kP, =1+i+ j+2k,
QP, =P, +iP, + jP,+ kP, =1+i+2j+2k 6 QP, =P, +iP, + jP, + kP,

Nossa tltima definicdo envolvendo uma especializacdo dos numeros de Padovan
se apoia na nogdo introduzida por William Kingdon Clifford (1845-1879). Um ntimero real
dual é representado da seguinte forma d =g + ca ,onde & representa a unidade dual,

sujeita ao conjunto das seguintes regras formais & #0,0& =£0,1¢ =¢1 =¢, e =0.

Definicdo 5 (*): Um nimero dual de Padovan é definido por DP, =P, + ¢P,

n+l»

onde P, representa n-ésimo niimero de Padovan e € a unidade dual.

De imediato, decorre que DP, =DP, , + DP, ., isto é, verifica-se a mesma
relacdo de recorréncia para o caso dos nimeros duais de Padovan. A verificacdo pode ser

vista D, +DP,, =P, 4¢P, +P, +¢P,, =P, +P_+&(P,,+P, ) =P, +¢P, =DP

n-3 n-2 n-2 n-1 n-2 n+l n-
E, por fim, trazemos uma ultima definicdo formal, decorrente e generalizada, de modo
natural, a partir das defini¢des formais anteriores.

Defini¢do 6 (*): Um quaternion dual de Padovan é um ntimero dual de Padovan

definido por DQ, =Q_ +£Q,,,, onde Q, representa n-ésimo niimero quaternion de
Padovan e onde € representa a unidade dual. A unidade dual sujeita as condigdes e regras
formais £ #0,0& =£0,1e =¢1 =¢, &’ =0.

Mais uma vez, podemos verificar a relagdo de recorréncia fundamental que se

mostra, supreeedentemente, herdada de sequéncia original de Pavovan. Com efeito,
vejamos que:

DQH- 2 + DQH- 3 :Qn- 2 + ‘CQH- 1 + Qn- 3 + FQH- 2 :Qn- 2 + Qn-3 + ‘CQH-I + EQH- 2 6
agmpando: temos: DQn- 2 + DQn-S :(Qn- 2 + Qn-3) + E(Qn-l + Qn- 2) :Qn + FQJHI :DQn :
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Decerto que o conjunto de cerca de seis definicdes matematicas formais ndo
exprime um universo definitivo, todavia pode inspirar o leitor no sentido de distinguir um
percurso evolutivo, de generalizacdo e da descoberta de propriedades matematicas
especializadas e derivadas dos nimeros de Hans van der Laan, ou de Cordornnier ou de
Padovan. Os trabalhos desses trés personagens, ndo de modo sistematico e/ou cooperativo,
concorreram para seu processo de popularizagao e evolugdo, como recorda Yilmaz (2015).

“Cordonnier trabalhou em prdticas arquiteténicas desta contagem e em
1958 e deu palestras sobre o uso da proporgdo de pldstico nos edificios e
monumentos. [...] Mas pela primeira vez, em 1924, Gérard Cordonnier,
um arquiteto nascido na Franga encontrou a proporg¢do de pldstico
descoberto por um Monge arquiteto francés independente Dom Hans Van
Der Laan”. [...] Cordonnier, Van Der Laan e Padovan apresenta uma
importante parceria histérica. Hoje, como avangos tecnoldgicos,
matemdtica e outras ciéncias, ocorre uma reaproxima¢do. Nesta
aproximagdo, a teoria matricial tem uma proposi¢do separada. Por
causa; engenharia, estatistica e muitas outras matrizes internas, a teoria
dos numeros da teoria das matrizes, definindo matriz matrizes de
algumas seqiiéncias numéricas. E muito importante porque haverd uma
ponte entre vdrios conceitos.” (YILMAZ, 2015, p. 2).

Assim, no excerto acima, constatamos inesperadas relacdes que devem concorrer

\ para a pesquisa contemporanea em torno da sequéncia de Padovan ou de Coordonier, que

prossegue vigorosa (ALSINA; NELSEN, 2015; BUGATTI, 2012; IIIOUPOULOS, 2014;

JAVIER; DOLOREZ, 2008; MAROHNIC; STRMECKI, 2012; WEISS, 2014a; 2014b). De

modo particular, assinalamos as recentes contribuicdes do trabalho de Vieira (2020) que
podem ser constatados no Quadro 1.

Consideracoes finais

Nas secOes passadas abordamos alguns elementos que permitem uma compreensao sobre o
processo de génese, de generalizacdo e da repercussdo matematica da pesquisa
especializada em torno dos niimeros de Padovan ou de Coordonier. Mostramos, de modo
preliminar, seu papel emblemdatico para os modelos matematicos empregados na
Arquitetura e que, de modo pioneiro, com o arquiteto holandés Hans van der Laan, foi
popularizado com a contribuicdo de Richard Padovan, embora, tais relagdes numéricas ja
eram estudadas por Gerard Coordonnier em 1924. (YILMAZ, 2015, p. 2).

Constatamos, nas secdes predecessoras, a demarcagdo inequivoca de um campo
matematico evolutivo, cujos pressupostos e propriedades tendem a evoluir a partir do
estabelecimento de definicOes matematicas, e estas se mostram visceralmente relacionadas
com um processo indene evolutivo de generalizacao de propriedades relacionadas com os
nimeros de Padovan e, consequentemente, com a sequéncia de Padovan. O quadro abaixo
busca comunicar ao leitor, por intermédio de uma rapida apreciacdo, um periodo temporal
que visa significar um processo de generalizacao e a gradativa abstracdo, especializacdo de
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propriedades matemaéticas precisas, por intermédio de outras formas de representagdo,
nomeadamente, a introducdo de unidades imagindrias e a til representacdo matricial.

Observamos que “o ntimero plastico possui uma curta histéria em Arquitetura, mas
sua origem matematica é, a0 menos, tao respeitavel quanto sua sequéncia prima dourada”
(STEWART, 2000, p. 19), quando consideramos a Sequéncia de Fibonacci. Por
conseguinte, divisamos um promissor entendimento matematico (CHOULET, 2008;
PADOVAN, 2002) acerca das muiltiplas ligacGes e da generalizacdo da sequéncia de
Fibonacci e da sequéncia de Padovan (ou de Cordonnier) que requerem atencdo minuciosa
por parte de autores de livros de Histéria da Matematica. (ALVES, 2017; 2022).

Finalmente, no Quadro 1, logo em seguida, proporcionamos ao leitor um cendrio
de apreciacdo que sumariza, de modo substancial, algumas das propriedades e defini¢cdes
formais abordadas nas se¢des predecessoras. Nosso objetivo precipuo visa transmitir uma
percepcdo eminentemente histérica, matematica, epistemologica e evolutiva da Matematica,
e, de modo particular, a sequéncia aqui abordada imprime um exemplo tdo emblematico
quanto ao caso de Fibonacci (ALVES, 2017). Ao final, trazemos as novas relagdes
decorrentes das defini¢oes formais 5 e 6 (niimero dual de Padovan e quaternions dual de
Padovan). Observemos que ndo discutimos, de forma detalhada, uma outra no¢do nominada
por sequéncia matricial de Padovan (VIEIRA, 2020) ou de Coordonier (YILMAZ &
TASKARA, 2013; 2014; YILMAZ, 2015).

Quadro 1: Descricao simplificada de algumas nocoes e propriedades evolutivas.

Nocao matematica ou Relacdes e propriedades caracteristicas
definicao
4
Razao pléstica ou w =1.324718... Ng (Gél‘al‘d Cordonnier, 1907—1977)

numero plastico

(niimero mérfico) 111223457912

(Hans van der Laan, 1904 — 1991)

Niumero de Padovan P =P ,+P _,,n>3
SOn :@n—2+son—3’n23’0nde

Sequéncia matricial
de Padovan definida 100 010 0 01
para indices inteiros ©,=|0 1 0,p0,=(0 0 1|,0,=1 1 0

0 0 1 1 10 01 1

(YILMAZ & TASKARA, 2013; 2014).

Niimeros gaussianos GP, =GP, , +GP, ,,n =3 . (Tasci, 2017).

de Padovan
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Quaternions de QP, =P +iP + jP ., +kP . (Tasci, 2018).
Padovan
Nuimeros duais de DP, =P, + ¢P,,, (Os autores)
Padovan (*)
Quaternions duais de DQ, =DQ,., + DQ,_; (Os autores)

Padovan (*)

Sequéncia de Tridovan, Tetradovan, Pentavan, Hexavan,
Vieira (2020) etc, Z — Dovan.
Relacoes bidimensionais, tridimensionais, n — dim.

Fonte: elaboracédo dos autores.
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