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Neste trabalho iremos analisar o conteido dos livros I e II dos Elementos de Euclides, no
que se refere ao conceito de drea de figuras planas, de um modo mais organizado e
adaptado ao pensamento matemdtico ocidental. Os historiadores da matemdtica nao
encontrardo aqui nada de novo, porém os interessados no ensino da matemdtica poderdao
utilizar o conteddo deste trabalho para organizar seus cursos no ensino da geometria,
assunto esse lamentavelmente relegado a um segundo plano pelos competentes técnicos do
ministério da educacao.

Por muito tempo aqui no Brasil a comunidade matematica ligada a alguns centros de estudo
considerava um matemadtico dedicado ao ensino ou histéria da matemdtica como alguém
que ndo tinha talento para a “pesquisa na matematica”. Felizmente alguns matemdaticos
competentes se opuseram a esse pensamento bastardo, como o Prof. Ubiratan D’ Ambrosio
dentre outros e assim atualmente o estudo do ensino e da histéria da matemadtica, gragas ao
trabalho persistente desse dedicados herdis, atingiu o nivel que merece em situacdo
semelhante ao de paises avangados, onde ndo predomina o pensamento mediocre, ainda
existente entre nds, a respeito desse assunto.

1. Quando estudamos hoje os Elementos de Euclides, estamos na verdade lendo uma pélida
lembranga do que realmente foi o texto original escrito por Euclides e seus colaboradores,
apesar do trabalho arduo e persistente de inimeros especialistas da histdria da matematica
grega. Basta dizer que uma cépia grega dessa obra, a mais antiga que possuimos é do
século V A.D., isto é, mais de setecentos anos depois de Euclides! Mais detalhes a esse
respeito pode ser visto em (Heath, Sir T. L. [1]).

Por exemplo, o conceito de magnitude é vago e impreciso como se apresenta no livro V dos
Elementos, isto é, como um objeto do qual podemos considerar multiplos e submudltiplos,
podemos adicionar tais objetos etc. A no¢do de igualdade entre esses objetos e a no¢do de
maior e menor, como ai exposta, deixa muito a desejar. Provavelmente o que lemos hoje no
livito V € resultado de resumos, copias de cépias que de modo algum corresponde ao
conteudo original desse livro.

Neste trabalho iremos nos restringir a magnitudes representadas por figuras no plano, cuja
nocdo de “drea” ¢é introduzida de maneira puramente geométrica, de acordo com o
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pensamento de Eudoxo, sem nenhuma conotacdo numérica, como se faz na matematica
ocidental onde 4rea de uma figura no plano € um ndmero associado a essa figura com tais e
tais propriedades. O pensamento de Eudoxo € exatamente contrério a isso, onde a no¢do de
nimero € eliminada da geometria, para evitar os paradoxos decorrentes da nocdo de
grandezas incomensurdveis estudadas pelos Pitagéricos. Para mais detalhes ver (Lintz, R.G,

(1D.

2. Comecaremos por recordar as nocdes de reta, semi-reta e angulo e daqui por diante
assumimos que o leitor tenha em mente os postulados de 1 a 5 dos Elementos, mesmo que
ndo facamos mengdo explicita a eles.

As nocdes de ponto, reta e plano e figuras contidas no plano ou espago t€m uma existéncia
de forte contetido espacial em oposi¢cdo ao que acontece na geometria ocidental aversa a
representacdes espaciais visiveis. Assim quando no postulado 1 se diz que dois pontos
distintos definem uma reta isso tem significado espacial, plastico e visivel e, portanto é
impossivel estudar geometria grega sem fazer desenhos. Assim a defini¢do de ponto e reta
dada nos Elementos tem apenas um sentido intuitivo e as caracteristicas geométricas desse
Elementos € fixada e esclarecida nos postulados. Portanto, vamos nos acostumar a
considerar figura geométrica como algo “desenhado no papel”, muito embora, por razdes
tipograficas, ndo faremos isso aqui, com a freqiiéncia que mereceria ser feito. Baseado
nisso diremos que uma semi-reta é qualquer uma das partes de uma reta » determinadas por
um ponto P de r, isto é, temos a semi-reta “a direita” de P e aquela “a esquerda” de P e
assim um ponto P de r a divide em duas semi-retas.

Dados dois pontos distintos A e B de uma reta r denominamos de segmento de
extremidades A e B de r, indicando com AB a intersecio da semi-reta a esquerda de B com

a semi-reta a direita de A. Isso parece mais sofisticado do que dizer que AB € o “conjunto
dos pontos” entre A e B. No entanto, de acordo com o pensamento grego, podemos falar em
pontos A e B pertencentes a uma reta r, mas ndo como sendo r um conjunto de pontos. A
reta tem sua identidade prépria como figura no plano ou no espago do mesmo modo que o
ponto. Assim dizer que um ponto A pertence a reta r, do ponto de vista grego, significa o
ponto A como entidade independente “colocado sobre” a reta r, algo que horroriza um
matemdtico ocidental!

H4 vérias definicdes de dngulo consideradas pelos matemdticos gregos € uma discussao
detalhada desse assunto pode ser vista em (Heath, Sir T. L. [1]). Aqui utilizamos uma
definicdo de dngulo mais util para nossas consideracdes. Assim seja r uma reta do plano e

A um ponto do plano ndo pertencente a r. Seja A A, um segmento de r e s uma semi-reta

definida por A e por um ponto A’ pertencente a A A, . A existéncia de s € garantida pelo
postulado 1. A colecdo de todas as semi-retas s do plano assim definidas quando
consideramos todos as pontos pertencentes a A/A, , 10 sentido indicado acima, denomina-

se de angulo plano retilineo, de vértice A e lados definidos pelas semi-retas AA € AA, ;

observa-se que indicamos uma semi-reta definida por dois pontos A e B com AB sem a
barra sobre AB. Isso na verdade significa a semi-reta definida pela reta por A e B contendo
o ponto B. Convém lembrar que o correspondente grego ao nosso verbo pertencer no
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sentido geométrico € o verbo “keipon” que significa “jazer sobre” ou “estar localizado
sobre”. Isso evidencia que na matemdtica grega a no¢do de “pertencer’, como “o ponto
pertence a reta r” € na verdade equivalente a dizer que “o ponto P estd sobre a reta r”’ e
portanto é uma figura independente e ndo um ‘“conjunto de pontos” como considerada na
matemdtica ocidental. Por extensdao denominaremos de angulo raso ao conjunto de todas as
semi-retas do plano com um ponto em A e outro ponto B em r, para todos os pontos B em
r, angulo completo é o conjunto de todas as semi-retas no plano com uma extremidade em
um ponto fixo A e contendo qualquer outro ponto B do plano, assim um angulo raso
“contém” todos os pontos de um semi-plano e um angulo completo, todos os pontos do
plano, para usar uma linguagem pictdrica.

Dois angulos a e B de vértices A e B e lados respectivamente r; e r, de a. e s; e s, de B sdo
iguais, indicando-se o = 3 se colocado A sobre B pode-se colocar r; sobre s; de modo que
r, caia sobre s, ou, em outras palavras, [} € sobreposto a a. O conceito de sobrepor figuras é
tipico da matematica grega e nao pode ser interpretado em termos da matemadtica ocidental
e para uma discussdo detalhada sobre isso ver (Lintz, R. G. [1]).Um angulo a ¢é menor do
que um angulo B, escrevendo-se o < B, se existe um angulo o’ = a tal que todas as semi-
retas de o’ entdo contidas em B, indicando-se o’cP. Do mesmo modo define-se o > f e
verifica-se que s6 ha trés possibilidades para dois dngulos planos ae f: a=f, a < B, a > B,
mutuamente exclusivas. Sejam o e B tendo um vértice comum A e um lado comum mas tal
que, excetuado o lado comum, eles ndo tem nenhuma outra semi-reta em comum. Entio o
angulo vy formado pelo vértice A e todas as semi-retas de o e todas as de B € denominado de
soma de o e B, indicando-se y=0+f; por extensdo para dois dngulos o e B quaisquer define-
se a + 3 como sendo o’ + B’ onde o’ e B’ sdo iguais respectivamente a o e 3, nas condi¢des
acima indicadas da defini¢do de soma, que sé € definida se y € menor que um angulo
completo.

3. Triangulos e poligonos no plano. Sejam trés pontos A;, A, e A; no plano ndo
pertencentes a mesma reta € sejam os segmentos A A, , A,A, € AA, € consideremos os

angulos a de vértice A; e lados AA, € AA, B de vértice A, e lados AA, € AA, eY de
vértice Az e lados A,A, e A A, . A figura plana formada pelos segmentos acima e os pontos

de intersecdo de trés semi-retas dos dngulos a, B, ¥ se denomina tridngulo plano T. Os
pontos A, Ay, A; se denominam vértices de T, os segmentos AA, s AA, . AA, se

denominam lados de T e os pontos pertencentes as trés semi-retas indicadas acima
constituem o interior de T; os pontos do plano ndo pertencentes a T se denomina de exterior
de T, os lados de T formam a fronteira de T.

Poligono plano P ¢ a figura do plano formada pela reunido de um numero de tridngulos T},
T, ... T, tendo em comum no maximo partes de suas fronteiras. Usaremos a notagdo:

P=(T, T, .. T)

O conjunto de todos os pontos pertencentes aos tridngulos de P denomina-se de figura
poligonal F e os tridngulos de P constituem uma triangulagao de F. Dados dois poligonos P,
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e P, se todos os tridngulos de P; pertencem a P, indicaremos P, c P, e com a notagdo P, —
P, significamos todos os tridngulos de P, que ndo pertencem a P,. Observe-se que se F, e F,
sdo as figuras poligonais definidas por P, e P, respectivamente entdo F, — F; ndo é
necessariamente igual a P, — P; como conjunto de pontos no plano.

4. Igualdade de tridngulos e poligonos. Dois tridangulos T, e T, sdo iguais se puderem ser
sobrepostos no sentido discutido anteriormente e indicamos

T,sT,

Dois poligonos P, e P, com mesmo numero de tridngulos

P, =(T, Ty, ... T))
P, = (T’lv T, ... T’n)

sdo iguais por triangula¢des, indicado-se P, P, se for possivel organizar os tridngulos de

P, e P, de modo que
Ti£ T’i’ 15 ZS n.

Dois poligonos P, e P, sdo equivalentes, indica-se

P1 EPZ

Se existirem duas figuras planas F e F’ iguais por superposi¢ao e figuras F; e F, contidas
em F e F’, respectivamente iguais por superposicdo as figuras definidas por P, e P,
respectivamente e tais que F — F; e F* — F, sdo iguais por superposicdo. Nota-se que F — F,
e F' — F, ndo sdo figuras poligonais em geral, mas sio partes do plano e a elas também se
aplica a operagdo de superposicao.

Dois poligonos P, e P, s@o iguais se existirem poligonos Py, P’,,..., P’;, em ntiimero finito
com

PIEP’I’ P’nEPZ € P’iEP’Hl’ 1<i<n.

Verifica-se facilmente que relag@o de igualdade entre tridngulos e poligonos acima definida
é reflexiva, simétrica e transitiva. E para garantir a transitividade que a defini¢do de
igualdade de poligonos € um pouco sofisticada. Nos Elementos de Euclides usa-se
linguagem mais intuitiva mas menos rigorosa. Um poligono P; € menor que um poligono
P,, escrevendo-se P, < P, se existirem figuras poligonais F; e F, iguais por superposi¢io
respectivamente as figuras definidas por P, e P,, tais que F; c F, como conjuntos de partes
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do plano. Do mesmo modo se define maior do que e entdo dados P, e P, s6 existem trés
possibilidades mutuamente exclusivas, P, =P, P, <P, P, > P,.

Como ilustracio dos conceitos introduzidos acima demonstraremos que dois
paralelogramos P; e P, de mesma base contidos entre retas paralelas r e s como na fig. 1
abaixo sdo iguais como poligonos.

A B E F

) C D

Na fig. 1, P; =ABDC e P, = EFDC. Consideremos a figura poligonal AFCD. Tirando dela
P, resulta o tridingulo AEC. Também tirando dela P, resulta o tridngulo BFD. Mas, como é
facil ver esses tridngulos sdo iguais por superposi¢do e portanto Py = P, por definicao.

Dai também resulta que tanto P; como P, s@o iguais ao retangulo de base CD e altura igual
a distancia das retas r e s.

Deixamos como exercicio ao leitor demonstrar que um tridngulo € igual a um retangulo de
mesma base e altura metade da altura do triangulo. Iremos usar isso abaixo.

Da defini¢do de igualdade de poligonos tem-se que: de figuras poligonais iguais retirando-
se figuras poligonais iguais resultam figuras iguais. Também decorre da definicdo de
igualdade se em um poligono P substituirmos cada tridngulo de P por figuras iguais, a
reunido de todas essas figuras € igual a figura definida por P.

Baseado nessas idéias vamos demonstrar o teorema abaixo:

Teorema fundamental dos poligonos planos: qualquer poligono P € igual a um quadrado Q,
considerado como uma figura poligonal.
Para isso seja P dado por,

Pl = (Tl’ T27 Tn)

Temos que T, € igual a um retingulo R, e em II, Prop. 14 dos Elementos de Euclides
demonstra-se que R, € igual a um quadrado Q;. Entdo considerando-se agora T, temos que
T, € igual a um quadrado Q,. Pelo “Teorema de Pitdgoras”’em uma forma geométrica
considerada nos Elementos a reunido de Q; e Q, € igual a um quadrado Q;,. Considerando
assim, usando-se todos os tridngulos de P chega-se a um quadrado Qy,_,=Q que € igual a P.
Na demonstracdo de Prop. 14 acima indicada e nas demais referentes a igualdade de
poligonos usa-se com freqiiéncia o fato seguinte: se um poligono P € reunido de tridngulos
iguais e o mesmo para outro poligono P’ entdo se P = P’ e t€tm o mesmo nimero de
triangulos, entdo os tridngulos de P sdo iguais aos de P’. Isso se demonstra por absurdo; de
fato se o tridngulo T igual aos tridngulos de P fosse diferente de T’, igual aos tridngulos de
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P’, entdo deveria serou T > T ou T < T’e em um caso ou outro resultaria P#£P’, contrario a
hipétese.

5. Igualdade de figuras planas. Nos caso de figuras quaisquer do plano, ou em linguagem
matemdtica ocidental, sub-conjuntos do plano, a igualdade entre elas é definida pelo
método de exaustdo inventado e sistematizado por Eudoxo. Infelizmente todos os seus
trabalhos originais se perderam e o que sabemos dele € em grande parte via os Elementos
de Euclides. Como Arquimedes usou muito o método de exaustio passou-se a atribuir a ele
sua invencdo, o que ndo corresponde a realidade histérica.

Uma parte do método de exaustdo consiste em afirmar que duas magnitudes, em nosso caso
figuras planas, sdo iguais por exaustdo se ¢ falso que uma seja maior ou menor que a outra.
Comecemos por esclarecer o que entendiam os matematicos por figura plana. Assim F, uma
parte do plano € uma figura plana se dado um quadrado Q arbitrério existe um poligono P;
contido em F e outro poligono P, contendo F tal que a diferenca P, — P; estd contida num
poligono P menor do que Q, isto &, cujo quadrado correspondente como indicado antes, estd
contido em Q. Por exemplo, circulos, retangulos e poligonos sdo figuras planas, porem essa
no¢do corresponde ao que na matemdtica ocidental se denomina de conjunto plano
mensurével segundo Peano-Jordan.

Sejam F; e F, figuras planas. Diremos que F; é menor do que F,, indicando F; < F, se existe
um poligono P, contendo F; que € menor do que qualquer poligono P, que contem F,. Do
mesmo modo define-se F, > F, se for F, <F,.

A segunda parte do método de exaustio diz o seguinte: Se uma magnitude dada A, pode-se
tirar outra magnitude B tal que A — B seja menor do que uma magnitude D arbitraria. No
caso de figuras planas esse enunciado tem um sentido preciso e para inimeros exemplos do
uso desse método para figuras planas o leitor pode se dirigir ao livro XII dos Elementos de
Euclides.

Para terminar recordaremos aqui a no¢do ocidental de medida de Peano-Jordan para que o
leitor sinta a diferenca entre o método puramente geométrico da matemdtica grega e o
método numérico, dependendo de nimero real da matemadtica ocidental.

Seja F um sub-conjunto do plano limitado. Denominamos de medida exterior de F, ao
infimo das dreas dos poligonos P, contendo F, onde 4rea de um poligono é a soma das areas
dos triangulos que o formam e drea de um tridngulo é o numero real dado pela medida do
comprimento de sua base pela altura dividido por dois. Indicaremos

m.F = inf IP,l, IP.| = area de P,
POF

Se existirem poligonos P; contidos em F definiremos a medida interior de F, como sendo
mF = sup IP|
PicF
Se ndo existe nenhum poligono contido em F, faz-se m;F = 0.
Diz-se que F é mensuravel segundo Peano-Jordan, se

m;F = m.F
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e ao valor comum denomina-se de medida de F segundo Peano-Jordan, indicando mF.

Em conclusio, sendo as figuras geométricas entidades espaciais é absolutamente necessario
separar ndmero de figura, para evitar os paradoxos dos pitagéricos, como fez Eudoxo. Ja no
ocidente onde “entidades geométricas” sdo apenas representacdes pictéricas de entidades
abstratas a elas ndo se aplicam os paradoxos pitagéricos e entdo tudo se reduz a nimeros
reais que sdo também puras abstracdes.

Nas aplicacdes praticas dos engenheiros e fisicos o ponto de vista dado pela logistica, coisa
inferior segundo Platdo, coincide com o ponto de vista ocidental de medida de grandezas
fisicas, como comprimento, largura, altura etc de corpos na realidade fisica, porque ai tudo
¢ aproximado mesmo e entdo nio se necessita de rigor 16gico, basta bom-senso!
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