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Apresentacéo

O 18° problema proposto por Hilbert no Congresso Internacional de Matematica
de 1900 coloca duas questbes, dois desafios, a serem enfrentados pela comunidade
matematica. Iremos tratar aqui do primeiro problema, sobre grupos cristalograficos, e da
parte do segundo que se refere especificamente ao problema de empacotamento de esferas.
Cada uma das duas questdes é tratada em uma secdo particular, ambas as sec¢des
estruturadas de modo similar.

Como optamos por escrever um texto dirigido a um publico razoavelmente amplo,
pessoas com alguma formagdo matematica (como alunos em final de graduagéo), mas sem
conhecimento especifico da area, fazemos uma introdugdo relativamente longa ao tema,
procurando introduzir os conceitos necessarios de forma clara e precisa (duas qualidades
gue nem sempre coincidem). Esperamos com isto que este publico amplo possa ao menos
entender a formulagdo matemética dos problemas, mesmo que tenha dificuldade em
acompanhar os resultados posteriores. Para ndo truncarmos este trabalho e torna-lo
demasiadamente técnico, apresentamos 0s conceitos e resultados no corpo do texto,
evitando o estilo de textos matematicos pautado por itens declaratorios (Teorema 2.X,
Lema Y.Z, Definicdo A.B.C, etc...). Infelizmente, por tratarmos de forma bastante breve
questdes bastante complexas e profundas, ndo pudemos evitar as tradicionais (e geralmente
deploraveis) expressdes do tipo ¢ facil demonstrar que...”. No entanto, tentamos ser
criteriosos neste aspecto e sempre que tivemos dlvida sobre a demonstragdo ser ou nao
realmente facil, procuramos indicar um caminho para demonstrd-la ou indicar uma
referéncia bibliografica adequada e acessivel. Apés esta introducdo, tentamos tragar um
pequeno apanhado de alguns tépicos relacionados as questdes, diferenciando os resultados
conhecidos na época da realizacdo do Congresso dos desenvolvimentos posteriores.
Passamos longe da pretensdo de esgotar o assunto, de fazer uma resenha abrangente sobre
as areas em questdo, mas estas existem e estdo listadas nas referéncias bibliogréficas.

O primeiro problema abordado, a da existéncia de um numero finito de grupos
cristalogréficos, é uma questdo resolvida, 0 que nos permitiu escrever uma se¢do com um
final bem definido. Sugerimos como referéncia bastante atual o artigo [13]. Aqueles que
preferem uma abordagem menos técnica, um pouco heuristica, sugerimos o classico
Geometry and Imagination ([20]), ou o também excelente Regular Figures ([15]).

O segundo problema abordado, empacotamento de esferas, é ainda um problema em aberto,
uma area muito ativa de trabalho, e por isto a se¢do correspondente termina de modo um
pouco abrupto, com reticéncias. As referéncias fundamentais para os interessados no
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assunto sdo o enciclopédico tratado Sphere Packings, Lattices and Groups ([11]) e 0 menos
abrangente mas bem mais didatico Algebraic-Geometric Codes ([32]). Para um bom e
enxuto apanhado sobre empacotamentos e questdes correlatas, remetemos o leitor a
referéncia [16]. Novamente, uma abordagem menos técnica pode ser encontrada em [20] ou
[15].

Finalmente, queremos agradecer o convite de Sérgio Nobre de escrevermos este
texto, apesar de o desafio ter sido bem maior do que o esperado, pois John Milnor ja havia
escrito um trabalho sobre os desenvolvimentos relacionados a estas questdes ([26]) e,
apesar de num certo sentido seu trabalho ter sido uma referéncia inicial para este texto,
tivemos de nos esforcar para que este ndo fosse uma sombra.

1. Grupos Cristalograficos

Consideramos ¥" com um produto interno. A menos da escolha de base, podemos
considerar que este produto é dado por
(X, Y) =X Yy + et X Yy

Com a distancia proveniente deste produto interno

d(x,y)=y/06 ~ ¥, F +oet (%, — ¥,

temos um espaco euclidiano usual, que denotaremos por %n, sempre que o estivermos
considerando como um espago metrico.
Vamos comegar estudando o grupo de isometrias de &n.

O grupo ortogonal O (n) é definido como o grupo de transformacdes lineares que
preservam o produto interno:

O(n) ={AeGI(n) [(Ax, Ay) =(X,y),VX,y €%n }

Como preservam o produto interno, é realmente facil demonstrar que as
transformac@es ortogonais agem em % n como isometrias. Observe que a origem O e %n é
fixa por todas as transformacdes de O (n). Se assumirmos que uma isometria de %n é
determinada pela imagem de n+1 pontos, ndo é muito dificil demonstrar que estas sdo todas
as isometrias que mantém O fixo. Para fazé-lo, basta considerarmos uma familia especial de
transformagdes ortogonais, as reflexdes em subespagos vetoriais (que algebricamente sdo
caracterizadas como transformacBes tais que A? = Id, ou equivalentemente,
transformacdes diagonalizéveis com um autovalores T 1).

Outro grupo de isometrias de & n é o grupo das translacdes, que identificamos com

2" a um vetor ve Q" associamos a translagdo Ty(X) = X + V. Observe que, as
transla¢fes ndo possuem pontos fixos.
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Novamente, considerando que uma isometria de " é determinada pela imagem
de n+1 pontos, é possivel mostrar que o produto semi direto O(Nn) > " é o grupo de todas

as isometrias de %n e como tal, o denotaremos apenas por 1S" .

Como conjunto, IS"nada mais é que o produto cartesiano O(n) >N enquanto a
operagdo de grupo ¢é definida por (A,V) * (B,w) = (AB,v+ AW). A agdo de Is"em
% n ¢ dada por (A,V)(X) = AX + V. Logo, um elemento da forma (A,0) é chamados de

isometria linear enquanto um elemento da forma (ld,V) de translagdo por um vetor V.
Chamamos a funcéo

Is" x%n= (O(n)>n)x Ln->%n:

@ X = ((A,V),X) 3=0g(X) =A(X) +Vde agdo do grupo Is" em ©n, pois esta
aplicagdo é compativel com a estrutura do grupo IS", ou seja,
g(hX))=(gh)(x)ee(x)=x, para todo Xe®n, onde g hels'e
e=(1d,0) éaidentidade do grupo.

Dado um subgrupo I" = IS", denotamos por
r(x)={g(x) [g eI}

aorbitade Xe%n por I,

Estamos interessados em subgrupos discretos de IS". Para evitarmos discorrer sobre a

n n?
estrutura de grupo de Lie dels", consideramos O(N) como subconjunto de } e
dizemos que um subgrupo é discreto se for discreto quando considerado como subconjunto

2
n .. . . ~
de &2 XN. Em termos matriciais, se identificarmos uma transformacéo ortogonal com

uma matriz (fixada uma base de ¥.n), dizer que uma familia de transformagdes ortogonais
converge é equivalente a dizer que cada uma das seqliéncias formadas pelas entradas das
matrizes € convergente.

Observemos antes de tudo que I" < IS" ser discreto é equivalente a termos as 6rbitas
I'(X) daagéo de I em %n discretas. De fato, se (A, ,V,) converge para (A,V), entio

(A,,v,)(X) = A, X+V, obviamente converge para . Reciprocamente, suponha que para
algum X e®%n, A (X)+V, convirja para um ponto Y. Como O(n) é compacto,
podemos considerar A, convergente (se ndo o for, tomamos subsequéncia convergente)

para algum A € O(n), donde segue que V, converge para y — A(X) .
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Vamos tentar entender um pouco sobre os grupos discretos de IS", os principais objetos de
estudo desta secéo.

Obviamente, subgrupos discretos de O(n) sdo sempre finitos, pois O(N) é compacto. Ja

os subgrupos discretos de 1" sdo sempre combinacdes lineares inteiras de um conjunto
linearmente independente de vetores. De fato, se considerarmos subgrupo discreto

A =", tomamos para cada V€ A um vetor V' de A da formaoyv  de norma minima.
Dentre todos estes vetores, consideramos um conjunto linearmente independente maximal

V;,...,V, eobtemos que
!’ ’
A={aVv, +...+ Vv, |a,,...0, eA}

Nao ¢ dificil constatar que 1" / A ¢é difeomorfoa T* x i onde T* =S x...x S?
é um toro K -dimensional (basta completarmos a base e considerarmos isomorfismo linear
que leve Vj,...,V,,...,V, nos vetores da base candnica). Em particular, " /A ¢é
compacto se e somente se K=n,ou seja, se Apossui Mvetores linearmente
independentes. Neste caso, dizemos que A é um reticulado (uniforme) de 1"

Observe que, apesar de apenas os subgrupos finitos de O(n) serem discretos, podemos ter
subgrupos  discretos de  IS"contendo elementos da forma  (A,T,)com

Id # A € O(n) Considere por exemplo o subgrupo I gerado pelo elemento

1 0
(A’T): (O _1}1-(1,0)}

1 0
0 (-D°
como (AT)"(X,y)=(X+n,(=D)"y), é facil ver que (A, T)" ndo possui pontos
fixos, para N # 0

Temos entdo que (A, T)" = [ j,T(n’O) é discreto e infinito.

Refinamos agora nosso interesse, considerando apenas os subgrupos discretos I' < Is"
com quociente 1s" /T" compacto.

Dado subgrupo discreto I' = IS", consideramos o espaco quociente &n/I" onde
dizemos que X ~ Y se e somente se existe ¥ € I" tal que y(X) =Y. Consideramos no
quociente a topologia que torna a projecao
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T:%n 2%n /T : x—> X[

continua e aberta, ou seja, os abertos de &N /T sdo daforma 7(U) ={xI" | x €U},
onde U = %n ¢ aberto. Sendo [ discreto, este é um subgrupo fechado e obtemos que o
guociente %nlr é um espaco Hausdorff.

Podemos identificar &N com o espago quociente Is" /O(N) . Considerando-se esta
identificacdo, temos que a aplicacdo

p:Is" /T —(Is" /0(n)) ~un/T 190 >T(g(0(n))

é¢ uma aplicacdo continua com fibras (imagem inversa de um ponto) compactas
(difeomorfas a O(N) ). Obtemos assim que Is" /T" é compacto se e somente se &n /T
também o for. Obtemos entdo duas defini¢Bes equivalentes para grupos cristalograficos:

Definicéo 1.0.1 Um grupo cristalografico ¢ um subgrupo £ satisfazendo uma das condicées
equivalentes:

1.T édiscretoe I1S" /T" é compacto.

2. As orbitasde I' em &N séo discretase ©n/I"  é compacto.
Para entender a referéncia a cristais na definicdo acima, devemos estudar a a¢do de um

grupo cristalografico I' em %n. Suponha que I" possua um elemento de ordem finita g,
e consideremos um subgrupo finito maximal I'" <= I". Escolhemos um ponto qualquer
P €1 e encontramos o centro de massa da érbita T'(p):

1
o G g;g(p)

onde |F'| éaordemde I'" easoma é asoma usual de vetores. Temos entdo que P, é um

ponto fixo por I ([13, Teorema 8]). Construimos ento a célula fundamental de I’
centradaem pP,,

P =Py, ={Xey, 1d(x, p)<d(x,g(p)), Vg T, g(p) # p

Este conjunto, também chamado de politopo fundamental, tem diversas
propriedades interessantes. Se notarmos que P ¢a intersec¢do dos semi-espacos

determinados pela equagio d(x, p < d (X, g(p))). todos eles contendo o ponto P,

constatamos imediatamente que este é um conjunto fechado, de interior ndo vazio e
convexo. Mais ainda, ele pode ser caracterizado como um politopo, pois o seu bordo é
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formado por regibes de parte dos hiperplanos definidos pelas equagdes
d(x, p=d(x,g(p))). Temos ainda que podemos ladrilhar &N com copias isométricas

de P por elementos de T, ou seja bn= Ug(P) e dadas duas copias g(P) e h(P),
gel’
temos que ou bem estas coincidem ou se interceptam no maximo em seus bordos.

No caso em que n=3, cada um destes ladrilhos formam uma estrutura
semelhante aquelas em que se organizam as moléculas de um cristal, formando uma
estrutura cristalina. Por analogia ao caso tri-dimensional, adotou-se o termo para dimensdes
arbitrarias.

Pelo visto acima, temos um ladrilhamento de %N e a agdo de I" respeita a estrutura de
ladrilhamentos. Da forma como estamos considerando os ladrilhos, lisos e sem qualquer
ornamento, a associa¢do entre grupos cristalograficos e ladrilhamentos ndo é biunivoca,
pois a grupos distintos podem estar associados ladrilhamentos semelhantes. Ao grupo

cristalografico I" gerado pelos elementos (Id, (1,0)) e (Id,(0,1)), um grupo isomorfo a
A2, associamos a célula fundamental centradaem O,

{(xy) ey | XlyI<1/2}

E fécil constatar que a mesma célula fundamental esta associada ao grupo I'*, gerado pelos

-1 0 1 0
elementos (0 1j,(O,l) e [O J,(l,O) . Observemos que, apesar destes

grupos determinarem o mesmo ladrilhnamento, eles ndo sdo isomorfos, pois o primeiro é
abeliano e o segundo ndo o é, bastando verificar que os dois geradores ndo comutam. Esta
ambiguidade na associacéo de ladrilhos pode ser resolvida se adicionarmos ornamentos aos
ladrilhos. A figura abaixo ilustra de modo claro como a disposicdo dos ladrilhos
ornamentados distingue os grupos I' e I'"" de modo que, ao considerarmos ladrilhos
ornamentados, podemos definir um grupo cristalografico como o grupo de simetrias do
ladrilhamento e obter, para grupos ndo isomorfos, ladrilhamentos ornamentados
essencialmente distintos.

A priori, a associacdo entre grupos cristalograficos e células fundamentais também ndo esta
unicamente definida no sentido contréario. Consideremos por exemplo 0s grupos

cristalograficos I' ={ld}x A2e T" ={ld} x (kA)2. Estes grupos sdo ndo apenas

0
0 k
das transformagdes afins Af (n) = GI(n) >1Q", ou seja, I' = g 'T'g . Suas células
fundamentais centradas em O sdo respectivamente

{00 y) €82 x|y <172} e {(x,y) e%2 x|y <[K|/ 2}

isomorfos, mas conjugados pelo elemento g = ( j (0,0) | pertencente ao grupo
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Apesar de ndo serem iguais, estas células fundamentais ndo sdo essencialmente distintas,
pois sdo imagens homotéticas uma da outra. Assim, assumimos a seguinte definigdo:

Definigdo 1.0.2 Dois grupos cristalograficos I" e I sfo equivalentes se forem
conjugados no grupo afim Af (n) = GIl(n) >1", ou seja, se existir transformagéo afim

tal que I'' = g’ll"g . Dois grupos cristalograficos sdo ditos essencialmente distintos se
ndo forem equivalentes.

Podemos enfim apresentar o problema proposto por Hilbert. Para isto, nada melhor
do que citar suas palavras:

"No espaco euclidiano n-dimensional, existe apenas um nimero
finito de grupos de movimentos (rigidos) essencialmente
distintos?"

Na préxima secdo vamos expor os principais resultados conhecidos em £ sobre o
este problema proposto por Hilbert. Na se¢do subsequente, vamos apresentar os principais
desenvolvimentos posteriores.

Antes disto, achamos interessante fazer uma observacao sobre a relacdo entre grupos
cristalogréficos e a classificagdo de variedades compactas planas (detalhes podem ser
encontrados em [34, capitulo 3]). Se I" for um grupo cristalografico que age em %n sem

pontos fixos, entdo, a projecdo 7 :%N —%n /T é uma aplicagdo de recobrimento. Isto
nos permite dotar o espaco quociente de uma métrica riemanniana que o torna localmente
isométrico ao espago euclidiano % n. Obviamente, a variedade %n /T é compacta, pois
£1" é cristalografico. Variedades com esta propriedade sdo chamadas de variedades planas.
Uma das formas de entender o adjetivo “plano” ¢ notar que, dados 3 pontos
suficientemente proximos, estes determinam um triangulo euclidiano, ou seja, um triangulo
cuja soma dos angulos é £.

Esta associacdo entre grupos cristalograficos e variedades compactas planas pode ser

revertida: Dada variedade plana compacta N -dimensional M ", temos que seu grupo
fundamental I" = 72'1(|\/|) , agindo como transformagdes no espago de recobrimento, é um

subgrupo discreto de Is", com Is"/I" compacto. Mais ainda, a associagdo entre

variedades compactas planas e grupos cristalograficos sem pontos fixos € biunivoca, no
sentido de termos dois grupos I e T'" essencialmente equivalentes se e somente se 0s
quocientes ®n /T° e Y n /T forem variedades (globalmente) isométricas, a menos de

um reescalonamento da métrica, ou seja, a0 menos de multiplicarmos a funcéo distancia por
uma constante.
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1. 1 Grupos Cristalograficos Antes de 1900

Em 1900, o conhecimento sobre grupos cristalograficos restringia-se aos caso de

dimensdo 2 e 3. Apesar de restrito na dimenséo, estes casos eram conhecidos em
profundidade.

O caso bi-dimensional ja havia sido explorado por artistas que ndo tinham

qualquer preocupagao matematica intencional. Este aparece na forma de padroes regulares
em tapecarias, ladrilhos de parede, de pisos. J& no Egito antigo apareciam diversos destes
padrdes, e no castelo mourisco de Alhambra, em Granada, aparecem 17 tipos distintos de
ladrilhos. Ndo devemos e dificilmente podemos sub-estimar a profundidade da imaginagéo
e criatividade geométrica refletidas nestes padrdes”, de acordo com as palavras de Weyl
([33]). Para termos uma idéia da engenhosidade matematica implicitamente envolvida na
arte de ornamentos regulares, basta dizermos que a estes 17 padrdes que aparecem nha
Alhambra correspondem todos os grupos cristalograficos do plano euclidiano.
A primeira demonstracdo da classificacdo dos 17 grupos cristalograficos bi-dimensionais
foi feita em 1890 pelo matematico russo E. S. Fedorov. Posteriormente esta foi
redescoberta por diversos outros matematicos, entre os quais Fricke e Klein (1897), Pdlya
(1924) e Niggli (1924). O proprio Hilbert retomou o tema, com um tratamento bastante
elementar, no famoso livro de divulgacdo que escreveu com Cohn-Vossen ([20]). Esta
demonstragdo baseia-se no estudo de trés casos distintos, a saber:

1. Existe um ponto fixo pelo grupo.
2. Néo existe um ponto fixo, mas existe uma reta invariante pela acdo do grupo.
3. Ndo existe nem ponto nem reta do plano invariante pelo grupo.

Um eshogo conciso desta demonstragdo pode ser encontrada em diversos textos
acessiveis ([20], [1]). Na figura abaixo pode-se encontrar os ladrilhos ornamentados
correspondentes aos 17 grupos.

J4 o0 estudo do caso tri-dimensional é bem mais complicado e é inevitavel usar
instrumentos da teoria abstrata de grupos. No entanto, existe apenas um numero finito de
grupos cristalograficos de dimenséo 3. Dado grupo cristalografico I", podemos considerar
dois subgrupos distinguidos, que de certo modo determinam quais sdo os elementos de
ordem finita e os elementos de ordem infinitade I":

1.Escolhemos um subgrupo abeliano livre maximal I"., um grupo de translacdes
maximal. Este grupo deve ser gerado por 3 vetores linearmente independentes.

2.Escolhemos um ponto X €N fixo por algum elemento de I distinto da
identidade, e que seja baricentro de uma célula fundamental. Consideramos o subgrupo de

tor¢do determinado por X, o estabilizador I'" ={g € I"| g(X) = X}, um subgrupo finito
maximal n&o vazio (Se I" n&o possuir elementos de ordem finita, obtemos I ={1d}).
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O primeiro passo para 0 estudo dos grupos cristalograficos de dimenséao 3 ¢o
estudo de todos os possiveis subgrupos que possam ser a parte de translacfes e a parte de
torcdo de um grupo cristalogréafico I".

Comecemos com 0s grupos de translacdes. Tal grupo deve ser um grupo discreto de &3 :
gerados por 3 vetores linearmente independentes. Se considerarmos um reticulado gerado

por vetores U,V e W, temos 6 grandezas a considerar: as normas dos vetores, |u|, |v| e |W|

e os angulos entres estes vetores, Z(U,V), Z(V,wW) e Z(w,u) . Existem sete classes de
reticulados ndo equivalentes (ndo conjugados por elementos de Af (n) =GI(n) >K")

gue podem ser classificados de acordo com os angulos e com a razdo dupla |u| : |V| : |W| A

partir destes reticulados, considerando-se reticulados gerados por elementos da forma
{u,v, v+w)/ 2} {u,v,(v+w)/2}  {(u+w)/2,v,w}  {u,(v+w)/2,w}

{u+v+w)/2,v,w}  {(u+w/2),(v+u)/2 (W+V)/2}’ obtém-se um total de

14 reticulados de tipo distinto. Estes reticulados estdo ilustrados na figura abaixo, podendo
ser estendidos a todo o plano apenas por sucessivas translagdes determinadas pelos pontos
dos reticulados.

Estes 14 reticulados foram determinados, pela primeira vez, pelo cristalografo A. Bravais
([5]) em 1850.

Se passarmos a parte de torcdo, estamos na realidade tratando de conhecer os subgrupos

discretos de O(n) gue aparecem como parte de tor¢do de um grupo cristalografico. Estes
grupos podem ser determinados considerando-se que toda isometria linear de %3 possui
um subespaco unidimensional invariante e, por ser isometria, 0 complemento ortogonal
deste subespago também serd. Estes grupos foram classificados em 1830 pelo mineralogista

C. Hessel ([18]): sdo ao todo 32 grupos, distintos a menos de conjugagdo em O(3).

Destes, 11 contém apenas transformacdes proprias (distintas de reflexdes), enquanto os
outros 21 contém reflexdes.

Cada um destas classes de conjugacdo representa o que chamamos de classe de
cristal. As classes de cristais determinam uma relacdo de equivaléncia, obviamente mais
fraca que a introduzida em 1.0.2, ou seja, existem grupos pertencentes a mesma classe de
cristal que ndo sdo equivalentes. Em outras palavras, cada uma destas 32 classes de cristal
contém diversos grupos cristalograficos essencialmente distintos. Hilbert retomou este teme
no livro que escreveu com Cohn-Vossen, onde apresentou as 11 primeiras classes [20, seo
13]. Todas as 32 classes de cristal sdo encontradas por exemplo, em [12]. O estudo destas
classes, combinado com os 14 reticulados de Bravais, foi o ponto de partida para a
classificagdo dos grupos cristalogréficos, levada a cabo por C. Jordan ([22]), que em 1869
classificou os grupos contendo apenas elementos que preservam a orientagdo e por E. S.
Fedorov ([14]) que, em 1889 classificou todos os grupos cristalograficos: 230 no total.
Dentre estes, 165 contém reflexfes e 65 apenas transformacdes prdprias. Os detalhes da
demonstracdo podem ser encontrados no artigo fundamental de E.S. Fedorov ([14]), ou nos
trabalhos de Buckhardt ([9]) e Wyckoff ([35]).
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2. Desenvolvimentos Posteriores a 1900

A pergunta feita por Hilbert sobre grupos cristalograficos foi respondida de forma
positiva, ou seja, em um espaco euclidiano " -dimensional existe apenas um namero finito
de grupos cristalograficos essencialmente distintos.

A resposta foi dada pelo matematico Ludwig Bieberbach, em uma série de dois artigos
publicados em 1911 e 1912 ([3] e [4]).

O primeiro passo foi demonstrar que, de fato, um grupo cristalografico I" de dimenséo
N deve conter M translacdes determinadas por " vetores linearmente independentes.

Se considerarmos o subgrupo das translagdes I =T"N{ld}x N ,temos que este é um
subgrupo abeliano finitamente gerado. A afirmacdo acima quer dizer apenas que £ possui
um conjunto de geradores linearmente independentes que formam uma base de % n, visto
como espago vetorial. Além disto, este € um subgrupo abeliano livre maximal de indice

finito e normal em 1. Dito de outra forma, existe sequéncia exata curta

i N AN
1——) An /r /¢ /1
com ¢ =T"/i( An ) grupo finito.
Ainda mais, ao considerarmos a acdo de ¢em An por automorfismos internos,

obtemos uma representacdo fiel de ¢ em GI(n,An.) Dito em outras palavras, se
considerarmos um conjunto minimal de geradores de A, obtemos uma base de ©&n e
relativa a qualquer uma destas bases, as componentes em O(n) de [' esta contida

emGI(n, An.), ou seja, a matriz de um elemento de I" M O(N) possui todas as entradas

inteiras.
Baseado em um resultado de Camile Jordan (que tentara classificar os grupos

cristalograficos, [22]), o qual afirma que, dado N > O existe inteiro positivo (n) tal que

todo grupo finito I < O(Nn) possui subgrupo abeliano normal de indice menor que £(n),
Bieberbach pode responder a questdo feita por Hilbert, pouco mais de uma década antes:

Teorema 1.2.1 Dado inteiro N > 0, existe um ndmero finito de grupos cristalograficos
essencialmente distindo de dimensdo M. Mais ainda, dois grupos cristalograficos séo
isomorfos se forem conjugados por um elemento de Af (n) .

Demonstrado este resultado, abre-se o desafio de tentar encontrar limitantes 6timos
para a quantidade de grupos cristalograficos em uma dimensdo dada e o desafio maior,
tentar classifica-los. O grande avanco nesta direcdo foi obtido por Brown, Neubiiser e
Zassenhaus ([6], [7] e [8]). Considerando que, dada uma base do grupo de translac@es, as
matrizes da parte finita de um grupo cristalografico tem todos os coeficientes inteiros, 0s
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autores trataram de construir um algoritmo para determinar (a menos de conjugacdo), todos
os subgrupos finitos de GI(n, An.) . Usando este algoritmo e uma série de resultados
validos para dimensdo N arbitraria, eles conseguiram um feito notavel, determinar todos os

grupos cristalograficos de % n4 sfo ao todo 4783, um nimero que expressa a dimensio do
feito, mas também desestimula a tentativa de se classificar os grupos de dimensdo maior ou
igual a 5.

2. Empacotamento de Esferas

Uma das perguntas formuladas por Hilbert dentro do 18° problema refere-se a
busca de solucgdo étima para o problema de empacotamento de esferas. Este era, e ainda é,
um dos mais famosos problemas em aberto da matemética. De modo sintético podemos
dizer que se busca 0 modo mais denso de se empacotar esferas de mesmo raio no espaco

euclidiano N -dimensional. Fixamos R >0e imaginamos uma familia enumeravel

F :{Bk}k€ de bolas abertas disjuntas, todas de mesmo raio R, distribuidas em &n . Tal
arranjo de bolas é o que chamamos de empacotamento de esferas. Como definir a densidade

de tal empacotamento? Consideramos em ®&n uma bola B, =B, (X,) de centro X, e
raio >0 Temos entdo trés definigbes razoaveis de densidade do empacotamento
relativoF a B = B, (X,) . expressas pela razdo entre o volume de uma bola de raio r e
respectivamente pelo volume das bolas que estdo inteiramente contidas em B, pelo
volume das bolas e pedacos de bolas contidos em B e pelo volume total das bolas que ao
menos interceptam B :

d, . (F,%,,r) #Zs eF

Vol (B,) S < BVol(S)

B

onde

= densidade interna de F relativaa —r

1
d (F,x,,r)=————> SeF
m(F %0, 1) vOl(B,)z SNB, #¢

=densidade média externa de F relativa a Br

dine (F 1 X, 1) :\ﬁzvm(s NG)

onde

=densidade média de F relativa a Br

A priori sabemos apenas que
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Aing (F %0, 1) < dpeg (F . X, 1) < d g (F L %, 1)
e que
dpeq (F X%, 1) <1
Observemos ainda que estas densidades medem, de algum modo, quantas bolas de raio R
conseguimos colocar dentro de uma esfera dada, e temos que estas densidades dependem
do centro e do raio da bola B, . No entanto, se quisermos considerar a densidade em todo o

espaco &N, devemos considerar bolas Br(xo) com raio arbitrariamente grande, ou seja,
tomamos os limites das densidades, obtendo chamas respectivamente de densidades inferior
e superior relativas a X .

A posteriori, é possivel mostrar que estas densidades na realidade independem da

escolha do ponto base X,, de modo que as denotamos apenas por d*(F) e d+(F )

respectivamente. Em situacdes bastante razoaveis, temos que as densidades superiores e
inferiores de um empacotamento coincidem e chamamos de densidade do empacotamento

F a0 valor comum d(F ) - d+ (F )= d—(F ) E a este sentido de densidade que Hilbert
se refere ao perguntar:

"Qual é 0 modo mais denso em que podemos arranjar no espago
um numero infinito de sélidos de um mesmo formato, por exemplo
esferas de mesmo raio ou tetradedros regulares de arestas dadas
(ou com alguma posi¢do prescrita), isto €, como é possivel
arranjal-os de modo que a razdo entre o espago preenchido e o
espago ndo preenchido seja tdo grande quanto possivel?”’

Estamos na realidade buscando uma constante d(n) e um arranjo Foo(n) de esferas em

%n tais que d(n)=d(F,(n))>d(F), para todo empacotamento F em %n. Em sua

generalidade, o problema era e ainda é extremamente dificil. Assim, para possibilitar
alguma abordagem razodvel, é comum considerar-se restrigdes do problema. A principal
delas é limitar o universo dos arranjos de esferas a reticulados (1), ou seja, exigimos que 0s
centros das esferas sejam exatamente os pontos de um subgrupo aditivo

A=y, +..+aV, | a,...a, € G

& . .
onde {Vl,...,vn} é base de %n. Denotamos por A tal arranjo. Com esta restricéo, a
definicdo de densidade torna-se bem mais simples.

Comecgamos construindo uma célula fundamental (1) \:bo(A) centrada no ponto base
0 € A (célula que, neste contexto, é conhecida como dominio de Voronoi do reticulado).
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Esta célula é um politopo convexo, com volume VOI(\%‘:(A)) - VOI(\%(A)), onde

omitimos o ponto pois este volume depende exclusivamente do grupo A . Consideramos
entdo a distancia minima do reticulado, a norma do menor vetor pertencente ao reticulado:

2R=min, ﬂo:lvl +... +anvn|}.

1

E imediato reparar que, se em cada ponto @V, +...+a,V, do reticulado
centrarmos uma bola de raio R, teremos uma familia de bolas disjuntas, se interceptando
no maximo em seus bordos, ou seja, um empacotamento de esferas. Mais ainda, como um
reticulado é um conjunto discreto, existe um ponto V=V, +...+a,V, € A tal que

2R=|V|. Assim, dado & >0, se centrarmos nos pontos do reticulado bolas de
raio R+ &, teremos as bolas Bg,, (0) e BRH(V) se interceptando em seus interiores.

Assim, dentre todos os empacotamentos centrados nos pontos de A aquele feito com

bolas de raio R é 6timo, e é sempre este raio, determinado pela metade da distancia
minima, que assumimos implicitamente como o raio das bolas de um empacotamento
reticulado.

Observemos ainda que, nem sempre o vetor de norma minima é um dos geradores
escolhidos do grupo. Basta, por exemplo, considerarmos em %2 o reticulado gerado pelos

vetores V, = (k,l/k) ew, = (— k1/ k) e obtemos que
2
Vi +W,| =< k <[V |: W |
Voltando ao ponto que paramos, para um empacotamento de esferas centradas em pontos

de um reticulado, podemos considerar uma densidade local, dada pela razéo entre o volume

de uma bola de raio R e o volume de um dominio de Voronoi do reticulado. Note que,
como todos os dominios de Voronoi tem o mesmo volume, a razdo

VOI(BR (O))/VOI(F&E(A)) independe do ponto base escolhido. Mais ainda, no
caso de reticulados, temos que os limites das densidades relativas existem e sdo iguais a

esta raz&o, ou seja,
d(, )= vol(B (0))

~ vol(Rg(A))
_ volume da esfera inscrita em RA)
volume de Bz(A)

No caso de buscarmos empacotamentos 6timos dentre 0s arranjos reticulados, obtemos em
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cada dimensdo N um limitante superior dL(n), 0 supremo das densidades de

empacotamentos reticulados. Obviamente, d L (n) <d (n) . Denotaremos d (@DA ) =d (A)
para enfatizar que o arranjo é determinado pelo reticulado (bastando tomar o raio das bolas
como R definido em 1).

Este restricdo a arranjos reticulados é suficiente para comecarmos a apresentar alguns
resultados sobre o assunto, comecando com aqueles ja conhecidos em 1900 por Hilbert.

1. Empacotamentos de Esferas Antes de 1900

Ja no século XIX, era bem conhecida a relacdo entre reticulados, formas
quadréticas e densidade de empacotamentos. De fato, dado reticulado A gerado por uma
base de vetores {V1 WV, V) } consideramos as coordenadas

Vi = (V11’V12'---'V1n)
v, = (V21’V22'---'V2n)

Vn = (an’VnZ""’Vnn)

destes vetores, obtendo a matriz Nx n

Viis, Vi o Vg,
M = 21 22 2n
an Vn2 e Vnn

Podemos entdo caracterizar A como o conjunto de vetores
X=M, E=(&,...& )eZ".
Considerando um elemento X = M do reticulado, sua norma é dada por
X" = (em)em )
=&(MMT T,

. _ T . " .
Amatriz A=MM " getermina uma forma quadratica em %n, bastando associarmos a um
2 - o .
vetor V sua norma ||V|| =VAV'. Duas formas quadraticas A, B sdo equivalentes se

existe ¢ > 0 tal que
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EAET =cBET, VECE"

ou seja, se determinam, a menos de re-escalonamento, a mesma norma em %n. Esta é uma
relagdo de equivaléncia entre formas quadraticas e denotamos por A ~ B a equivaléncia
entre as formas A e B.

Se considerarmos um reticulado A = {ozlv1 +otao )V, |la,..,a,el" }
temos que, para toda matriz ortogonal U € O(n), o reticulado
U(A)= {alu (V) +..+a,U(V,)| oy, € Z"}

é equivalente a L no sentido de os empacotamentos de esferas associados a A e U (A)

) @:{B%}wizl , - R
terem a mesma densidade. De fato, se € uma familia de esferas de raio

@“;{U

centradas nos pontos de A, entdo U( ) (Bi )} L ¢ arranjo de mesmo raio

centrado em elementos de U (A) Mais ainda, se Py':(A) for dominio de Voronoi de L,

entdo U(‘%’D(A)) é dominio de Voronoi de U(A). Como U age em ©n como

isometria, temos que VOI(\%E(A))ZVOI(\%E(U (A))) donde segue que
d(A)=dU(a)).
Algo semelhante ocorre se substituirmos A pelo reticulado

CA = {C(O{lvl +o.ta V) a,..a, €Z" },
onde C & um real ndo nulo. De fato, estamos na verdade realizando uma homotetia de
centro O e razdo €. Esta homotetia leva o dominio de Voronoi PyE'(A) no dominio de
\Voronoi

RrfcA)=cRyA)={cv|ve ByA))

Estes dominios ndo tém o mesmo volume, mas como sao homotéticos, temos que

_ n
VOI(EyE(CA))_ ¢ VOI(F&E(A)). O mesmo ocorre com a distancia minima: se R for a
distancia minima de A, entdo CR é a distancia minima de CA . Assim, o volume da bola

inscrita em F&D(CA) é C" vezes o volume da inscrita em F&D(A) Temos entdo que,
também neste caso, d(A) =d (CA).
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E por este motivo que dizemos que dois reticulados A e €2, ao menos sob o
ponto de vista de empacotamento de esferas e da fun¢do densidade, sdo equivalentes se

existe C>0eU € O(n) tais que
A=cU(Q)

Novamente, temos uma relacdo de equivaléncia e é facil mostrar (basta lembrar
que U € O(n) se e somente se UUT =1d) que, se A e B sao formas quadraticas
associadas respectivamente a reticulados A e €2, entdo

A~-BeA~-Q
E, conforme acabamos de ver, A ~ Q =>d(A)=d(Q)..

Foi utilizando esta relacdo entre empacotamentos, reticulados e formas quadraticas
que, ja no século XIX, chegou-se aos primeiros resultados sobre a questdo depois proposta
por Hilbert. Na época da realizacdo do famoso Congresso Internacional de Matematica, ja
haviam sido computados diversos arranjos eficientes associados a reticulados e, para

dimensdio 2 <N <5, sabia-se que estes empacotamentos eram Gtimos dentre os arranjos
reticulados ([24]), ou seja, arranjos “ em que as bolas estdo centradas nos pontos de
algum reticulado (o caso N =1g trivial, as bolas s&o intervalos e recobrimos a reta com
densidade 1). A tabela abaixo mostra estes arranjos:

NA d(A)=d, (n)AutorAno2 A, 7/ 2+/3 ~ 0,9060 Lagrange17733 A,

71342 ~0,7404 Gauss18314 P4 772 /16 ~ 0,6168 Korkine-

Zolotareff18725 D, 721152 ~ 0,4652 Korkine-Zolotareff18775
Para esclarecer esta tabela, vamos descrever os reticulados exibindo um conjunto
de geradores. Se considerarmos {el, [ en} base ortonormal de %n, teremos os
seguintes conjuntos de geradores para os reticulados:

A Geradores A el,—%(el +\/§e2) A, el,ez,—%(el +e, +\/§e3) D,

1 1
el,ez,—z(e1 +e, +\/§e3)ﬁ(e3 +e,) D,
1

1 1
el,ez,—z(el +e, +\/§eg)ﬁ(e3 +e4),—m(2e1 ~2e,—¢e,+¢)

Todos os vetores geradores sdo unitarios. O reticulado A, é gerado por dois
vetores formando um angulo de 27 /3. Os dominios de Voronoi deste reticulado s&o
hexagonos regulares. Para gerar o reticulado A3 consideramos dois vetores unitarios
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ortogonais entre si, V, e V, e escolhemos um terceiro vetor unitario V,, formando um
angulo de 277/3 com ambos V; e V,. Construimos D, a partir de A,, considerando os
vetores V,,V, e V, determinados anteriormente e escolhendo V, como um vetor unitario
ortogonal a ambos V; e V, e formando angulo de 277/3 com V. Por fim, determinamos
similarmente os geradores de D.: consideramos os geradores V;,V,,V; e V,
determinados anteriormente e adicionamos um vetor unitario V; ortogonal a V,,V; e V, e

formando um angulo de 277/3 com V.

Dada a dificuldade em resolver o problema (determinar d (n)), tratou-se, por um
lado em buscar limitantes superiores para d (n)e d, (n) sem se poder determinar se estes
s&0 ou ndo 6timos e, por outro lado, limitantes inferiores para d (n)e d L (n) sempre que
possivel através de exemplos. Um exemplo elementar de limitante é dado pela familia de
reticulados A ,, gerados pela base ortogonal €, = (C,O,...,O),...,en = (O,...,O, C). 0
dominio de Voronoi A, é o cubo

(% X )1 %| < €/2,i =1,...,n}
Temos aqui um cubo de lado ¢, cuja bola inscrita é centrada em o e tem raio ¢/2. Assim,
temos que o volume do dominio de Voronoi é cn, enquanto o da bola inscrita é dado por
c"D, (D, uma constante).
Este por exemplo é o caso do limitante encontrado por Minkovski ([26]) em 1893 e

demonstrado em 1905: d, (n)>¢(n)/2"*, onde £(n)= z:;lk’” é a funcéo zeta de
Riemman.

2. Empacotamentos de Esferas ap6s 1900

Os textos que tratam de empacotamento de esferas costumam adjetivar de modo
peremptdrio a situacdo em que se encontra o problema. Milnor ([26]) por exemplo, chama a
situacdo de escandalosa e ndo temos como evitar dar-lhe razo. Em sua forma genérica,
sem restri¢des a reticulados, obteve-se um Unico resultado definitivo e inquestiondvel: em
1910, A. Thue ([31]) demonstrou que o empacotamento associado ao reticulado A, é
otimo dentre todos os empacotamentos possiveis no plano. Para o caso tri-dimensional,
apesar de C. A. Rogers ([29]) afirmar em 1958 que “muitos matematicos acreditam e todos
os fisicos sabem” que o empacotamento associado ao reticulado D3 é 6timo, apenas em
1998, S.P. Ferguson and T.C. Hales apresentaram uma demonstracdo desta afirmag&o.

Mesmo assim, ainda ndo existe consenso sobre sua validade (uma breve discussao sobre o
status desta demonstracdo pode ser encontrada em [28]).
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Alguns outros avancos definitivos foram feitos por H. F. Blichfeldt que, entre 1925 e 1935
determinou os empacotamentos 6timos dentre os associados a reticulados até dimenséo 8,
permitindo-nos completar a tabela da secéo anterior:

n A d(A)=d, (n)AutorAncé E, 7° /4843 ~ 0,3729 Blichfeldt19257 E,

7° 1105 ~ 0,2953 Blichfeldt19268 E, 7* / 384 ~ 0,2536 Blichfeldt1935

Vemos portanto que, nos cem anos transcorridos desde que o problema foi
louvado por Hilbert, os avancos definitivos continuaram sendo escassos. Assim, tratou-se
de ampliar o leque de questbes relacionadas ao assunto. Comegou-se a estudar
empacotamentos em espacos ndo euclidianos (esferas e espacos hiperbdlicos) e também
arranjos de corpos congruentes, nao necessariamente esféricos (mas geralmente com algum
tipo de simetria). Considerou-se também empacotamentos de esferas com raios variaveis
mas limitados (0 <a < R <b) e categorias de arranjos que ndo sio necessariamente
reticulados, como por exemplo o arranjo de um determinado nimero de esferas em um
dominio de Voronoi de um grupo cristalografico que, posteriormente, é usado para
recobrir-se 0 espaco.

Tratou-se também de buscar resultados que garantam a existéncia de
empacotamentos 6timos. O principal destes foi obtido por H. Groemer ([17]) em 1963,
onde tratou ndo apenas de empacotamentos de esferas, mas de corpos convexo simétricos
em relacéo ao seu baricentro.

A busca por limitantes inferiores obteve alguns resultados significativos, mas
nenhum deles por métodos construtivos. Buscou-se encontrar arranjos reticulados que
realizem o limitante da desigualdade de Minkovski, mas conseguiu-se apenas familias que,
assintoticamente (como fun¢do da dimensdo n) se aproximam desta densidade.

Quanto a busca de limitantes superiores, esta tem sido bastante intensa. Diversos
limitantes foram determinados, cada um menor que o outro. Um dos mais recentes,
demonstrado por R. Kellerhals em 1988 ([23]), refere-se a densidade local que, conforme
vimos, coincide com o conceito usual de densidade no caso de empacotamentos reticulados
(este também é o conceito que se estende de modo natural para arranjos em espagos
hiperbolicos). Neste trabalho, ela determinou um limitante superior universal para

densidade local 1d (n) em espagos de curvatura constante:

n-k

1 n=1 n &(k-1)2
din)=—.=/=._ " . a7
") v. n-1 2" g(kﬂj

onde V, € o volume de um simplexo ideal hiperbolico de dimensao n.

Finalmente, para encerrar esta secdo, devemos realcar que apesar dos avangos nas questdes
principais serem relativamente modestos, o estudo de empacotamento de esferas é uma area
de pesquisa extremamente pujante e produtiva, como pode ser constatado pela quantidade
de resultados apresentados por Conway e Sloane ([11]) em seu tratado sobre o assunto.
Talvez o principal motivo de interesse na area, além, é claro, de questdes envolvendo um
certo senso estético dos matematicos, € a relagdo intima entre empacotamentos de esferas e
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codigos corretores de erros, uma teoria fundamental para a transmissao digital de dados.
Mas isto é uma outra historia...
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