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A HIPOTESE DO CONTINUUM OU O PRIMEIRO PROBLEMA DE HILBERT

Irineu Bicudo
UNESP - Brasil

Toda linguagem é um alfabeto de simbolos,

cujo exercicio pressupde um passado

que os interlocutores compartem; como transmitir
aos outros o infinito Aleph, que minha

temerosa memdria mal e mal abarca?

(J. L. Borges — Aleph)

Zénon! Cruel Zénon! Zénon d’Elée
M as tu percé de cette fleche ailée
Que vibre, vole, et qui ne vole pas !
(A. Abelaira — Bolor)

I INTRODUCAO

A matematica, como as demais ciéncias, avanca com a resolugéo de problemas e a
proposicdo de teorias. No entanto, ao contrario das outras, novas teorias, novas técnicas,
novas ideéias, novos métodos, em geral, no maximo, burilam ou estendem os antigos que
continuam subsistindo ao lado dos novos. Porque, em suma, 0 conhecimento matematico
possui um carater cumulativo.

Como tem lugar, efetivamente, o progresso matematico?

Em cada época, e em cada ramo da matematica, ha determinadas concepgdes,
determinadas técnicas e determinados métodos dominantes. Chamemo-los, para usar a
linguagem posta em voga por Thomas Kuhn, paradigma [do grego paradeigma,
significando modelo]. A tendéncia inercial é a aplicagdo, a toda questdo dada, naquele
ramo, do modelo vigente, até a sua exaustdo. O insucesso na resolugdo de um problema é,
usualmente, atribuido a inabilidade do matemético, antes que a impropriedade do
paradigma. A historia da matematica registra inimeros exemplos dessa situacgéo.

Tomemos, como ilustracdo, a resolugdo de equacOes algébricas ¢, ai, o trabalho de
Lagrange, o mais significativo na linha do paradigma existente, o da reducdo de uma
equacdo dada a sua resolvente. A esse respeito, assim se expressa Hans Wussing: “Com
suas extensas “Réflexions sur la résolution algébrique des équations”, de 1770-71, Joseph-
Louis Lagrange (1736-1781) iniciou um desenvolvimento de maior alcance. Em particular,
esse trabalho mostra qudo dificil era abandonar os padrdes tradicionais de pensamento da
algebra contemporanea, em favor de um tipo radicalmente diferente de pensamento
algébrico — mais especificamente, efetivar a transi¢do do calculo das raizes de uma equagao
ao estudo de sua estrutura”.
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Lagrange resume, como segue, o que fizera: “Aqui estdo, se ndo me engano, 0s
verdadeiros principios da resolucdo de equacdes e a analise mais apropriada a conduzir a
isso; tudo se reduz, como se V&, a uma espécie de calculo das combinagdes, pelo qual se
acha a priori os resultados esperados. Estaria, a propdsito, fazer a aplicacdo deles as
equacdes do quinto grau e de graus superiores, cuja resolucdo €, até o presente,
desconhecida; mas essa aplicacdo demanda um ndmero excessivamente grande de
investigacBes e de combinagBes, cujo sucesso é ainda, alias, muito duvidoso, para que
possamos, presentemente, dar-nos a esse trabalho; esperamos, todavia, poder voltar a ele,
em um outro tempo, e contentar-nos-emos aqui com ter posto os fundamentos de uma
teoria, que nos parece nova e geral”.

E, analisando o método que esta propondo, pondera: “Resulta destas reflexdes que
¢ muito duvidoso que os métodos, em que acabamos de apostar, possam dar a resolucéo
completa das equagdes do quinto grau e, com mais forte raz8o, a das de graus superiores; e
essa incerteza, junto com o comprimento dos calculos, que esses métodos exigem, deve
repelir, de antemdo, todos aqueles que poderiam estar tentados a fazer uso deles para
resolver um dos Problemas mais célebres e mais importantes da Algebra”.

Vé-se que, como assinalara Wussing, mesmo frente ao fato, quase consumado, da
exaustdo do paradigma, inoperante, ao que tudo indicava, para dar conta da resolugdo de
equacdes algébricas de graus superiores ao quarto, o grande matematico hesita em avancar
no caminho que o levaria ao novo modo de encarar seu problema. Fica apenas na promessa,
ndo cumprida, de retornar a ele em um outro tempo. Nao que lhe faltassem recursos! Nas
terras que amanhara, cresce o que plantaram Abel e Galois. E, entdo, produz-se o fruto
desejado — 0 novo paradigma.

G.H. Hardy enfatizou que “a matematica ¢ um jogo de jovens”. Interpreto-0 como
querendo dizer que s6 os jovens, incontaminados ainda pelo peso da tradi¢do, ousam
desdenhar as batidas sendas, e sdo eles que ddo o passo decisivo, enfrentando,
habitualmente, a virulenta critica dos prdceres, para penetrar no futuro, que estdo a
inaugurar.

Com essas consideragdes em vista, abordo, agora, o topico que me diz respeito e
que denomino “teoria matematica do infinito”.

O problema do infinito estd em pauta desde a antiguidade remota e sempre
perturbou os cérebros mais bem pensantes. No entanto, talvez condicionado pelo efémero
da vida humana, o padrédo, que se impde, é o da finitude Desse modo, por maiores que
possam ter sido os esforgos por evita-lo, o infinito foi, em tudo o que importa, sempre
medido pelo finito. O mais notavel exemplo dessa propensdo é o conceito aristotélico do
infinito potencial, tdo bem captado pelo segundo postulado de Euclides. As partes
consideradas sdo sempre finitas, mas admitem expansdes a outras partes, também finitas,
gue podem ser estendidas a, ainda, outras partes, igualmente finitas, etc. Procura-se varrer,
mais e mais, o ilimitado (&peiron) pelo limitado (péras).

E, precisamente, esse tratamento, de querer abarcar o infinito com o finito, que
conduz a paradoxos (como os de Zendo), que foram atribuidos, na historia das idéias, ao
conceito mesmo de infinito.

O modelo das coisas finitas conduz, inapelavelmente, pelas méos da intui¢do, ao
axioma, ou a no¢do comum (koinai énnoiai), na denominag¢do de Euclides, seguinte: “o
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todo é maior que a parte” (t0 holon tou mérous Meizon). Por isso Galileu rejeita os
conjuntos infinitos, declarando-0s ndo submissos a razdo, pois notara ser possivel por os
nameros inteiros, o todo (td hélon), em correspondéncia um a um com seus quadrados, a
parte (t0 méros), fato até hoje conhecido como o paradoxo de Galileu.

Gauss, em carta de 12 de junho de 1831 a Schumacher, protesta “contra o uso de
uma grandeza infinita como algo completo, uso que nunca foi permitido em matematica. O
infinito é somente uma “fagon de parler”; a querer ser rigoroso, fala-se antes de limites, dos
quais certas razGes se aproximam quanto se queira, enquanto que a outras é permitido
crescer além de qualquer medida”. E Cauchy, nas “Lecons de calcul différentiel et de calcul
intégral”, sustentava a impossibilidade de manter como realmente existente uma infinidade
de objetos, por causa dos paradoxos (de resto, ja observados por Galileu) que se originam
do conceito de infinidade.

Ludovico Geymonat comenta, com aprovacao: “Ora, o que resulta maravilhoso em
Bolzano €, por um lado, isto mesmo: que, enquanto sabe ser perfeitamente rigoroso nas
demonstracdes sobre limites (isto é, sabe interpretar, com exatiddo, o contetdo I6gico
preciso da palavra infinito, quando seja apenas uma “fagon de parler”), compreende porém,
por outro lado, ndo menos bem, que o conceito de infinidade atual € aquele também provido
do mais alto interesse e pode ser tornado objeto de pesquisa perfeitamente rigorosa. Evoca,
nessa convic¢do, o pensamento do grande Leibniz e repete com ele: “Je suis tellement pour
I’infini actuel, qu’au lieu d’admittre que la nature 1’abhorre, comme ’on dit vulgairment, je
tiens qu’elle I’affecte partout, pour mieux marquer les perfections de son Auteur” (Sou, de
tal modo, a favor do infinito atual que, em vez de admitir que a natureza o abomina,
matenho que ela o deseja em toda parte, para melhor indicar as perfeigdes de seu Autor)”.

Apesar dessas incisivas declarac@es pela consideracdo do infinito atual, ou seja, de
uma “grandeza infinita como algo completo”, também ja esposadas por Descartes, coube a
Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) introduzir o novo paradigma e,
assim, abrir as portas daquele paraiso, do qual Hilbert espera jamais sejamos expulsos.

Il. PROBLEMA DE CANTOR DO NUMERO CARDINAL DO CONTINUUM

Hilbert procede do seguinte modo em relacdo ao primeiro problema de sua famosa
lista. Depois de explanar o conceito de nimero cardinal de um conjunto, como introduzido
por Cantor, afianca que “as investiga¢des de Cantor de tais agregados de pontos sugere um
teorema muito plausivel, que, no entanto, apesar dos ingentes esforcos, ninguém foi bem
sucedido em prova-lo. Eis o teorema:

Todo sistema de infinitos nameros reais, i.e., todo agregado de nimeros (ou
pontos) é ou equivalente ao agregado dos nimeros naturais, 1, 2, 3, ..., ou ao agregado de
todos os nlmeros reais e, portanto, ao continuum, isto €, aos pontos de uma reta; com
respeito 4 equivaléncia, ha, portanto, somente dois agregados de ndmeros, 0 agregado
enumeravel e o continuum.

Desse teorema seguiria, imediatamente, que o continuun tem o nimero cardinal
seguinte aquele do agregado enumeravel; a demonstracdo desse teorema formaria, portanto,
uma nova ponte entre o agregado enumeravel e o continuum”.
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E interessante notar que, na continuagio do comentario a esse problema, Hilbert
define, ainda na linha de Cantor, o conceito de boa ordem e propde a questdo, também
devida a Cantor, de bem ordenar o conjunto dos nimeros reais.

Destaco, desse trecho, duas passagens. Em uma, 1&-se: “Deixem-me mencionar
uma outra proposicdo notavel de Cantor, que estad na mais intima conexdo com o teorema
mencionado [acima] e que, talvez, ofereca a chave para sua demonstracdo”. E a outra:
“Parece-me muito desejavel obter uma demonstracdo direta dessa notavel proposicdo de
Cantor, talvez dando, de fato, um arranjo dos nimeros [reais] tal que, em todo sistema
parcial, um primeiro elemento pudesse ser indicado”.

Portanto, como primeiro item por ele arrolado, Hilbert insta com a comunidade a
que resolva, de fato, dois problemas.

A (ltima proposi¢do foi demonstrada por Zermelo, em 1904, com o uso do
Axioma da Escolha. Alias, como sabemos, o teorema da boa ordem é equivalente ao
Axioma da Escolha.

Tracarei um eshogo histérico de como Cantor chegou a essas duas proposicoes e
de que modo se da a “intima conex@0” entre elas, proclamada por Hilbert.

Depois de escrita sua Dissertation, em 1867, sobre um dificil problema da teoria
dos numeros, sob os auspicios de Kummer e de Kronecker, na Universidade de Berlim,
Cantor publicou sua Habilitationsschrift, também na teoria dos nimeros, em 1869. Nesse
mesmo ano, torna-se Privatdozent na Universidade de Halle, onde trava conhecimento com
0 matematico Edward Heine, que j& lecionava naquela instituicdo. Como conseqiiéncia
desse encontro, surgiriam o0s artigos de Cantor destinados a mudar, para sempre, 0 modo de
encarar a matematica, pois, da cabeca desse Zeus, nasceria adulta e perfeita uma
deslumbrante Athena, a teoria dos conjuntos.

Heine sugere a Cantor considerasse funges reais de variaveis reais, no que tange a
representacdo por séries trigonométricas, visando & unicidade de tal representagdo. O
préprio Heine provara, em 1870, a unicidade, no caso de a funcéo dada ser continua quase
em toda parte, e de a série em questdo também ser uniformemente convergente quase em
toda parte. Cantor conseguiu, nesse mesmo ano, melhorar esse resultado, assumindo apenas
que a série trigonométrica em pauta fosse convergente para todos os valores de x. No ano
seguinte, continuou obtendo proposices mais gerais, provando a unicidade da
representacdo mesmo se, para certos valores de X, fosse desprezada a representacdo da
funcdo ou, entdo, a convergéncia da série, desde que o total desses pontos de excecao fosse
finito. Em 1872, mais um grande avango: o teorema continuava valido, no caso de uma
infinidade de pontos de excecdo, mantida somente uma limitacdo quanto & distribui¢do
desses pontos. Ora, uma infinidade de pontos em um intervalo limitado se acumulara em
torno de, pelo menos, um ponto — seu ponto de acumulagdo. Cantor holvesse bem ao tratar
do caso em que a infinidade dos pontos excepcionais admitia um Unico ponto de
acumulacdo. Continuou triunfante, quando aquela infinidade possuia um namero finito de
pontos de acumulagdo e, ainda mais, no caso de haver uma infinidade de pontos de
acumulagdo, mantido que essa infinidade tivesse, por sua vez, um Unico ponto de
acumulacdo, e assim por diante, vencendo, persistentemente, cada etapa, gracas a poténcia
de seu método. Verdadeiramente, esse continuo processo de generalizagfes parece modelar
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a posterior introducgdo, nos trabalhos sobre os nimeros transfinitos, dos dois principios
geradores de ordinais, a saber:

) Dado qualquer ordinal o, existe um menor ordinal maior do que o, 0 chamado
a+l;
(m Dada qualquer seqtiéncia crescente «,, de ordinais, existe um menor ordinal

maior do que todos os ¢, , 0 chamado lim ay,

Para prosseguir na busca de resultados melhores, Cantor sentiu ser necessario
formular, com mais precisdo, sua hipotese restritiva sobre os pontos de excegdo. Para isso,
intuiu haver mister de uma teoria mais acurada dos nimeros reais.

Interesses analogos de Dedekind puseram esses dois matematicos em efervecente
correspondéncia. Em carta aquele, de 29 de novembro de 1873, Cantor menciona uma
questdo sugerida por sua andlise dos nameros irracionais: era possivel pdr em
correspondéncia um a um a colecdo, N, dos nimeros naturais e a dos ndmeros reais?
Assumia um ndo como resposta, porém era incapaz de encontrar a razdo disso. Dedekind
respondeu-lhe que ndo via como proibir um tal relacionamento.

N&do se passara um ano e Cantor descobriria uma chave Util para entender a
natureza da continuidade. Em 1874, publicou o seguinte teorema no Journal de Crelle: “O
conjunto, R, dos nimeros reais ndo pode ser posto em correspondéncia um-a-um com o
conjunto, N, dos niimero naturais”.

Assim, em algum sentido, h4 mais nimeros reais do que nimeros naturais, ou seja,
de algum modo, os nimeros reais compdem uma infinidade de ordem superior aquela
constituida pelos niimeros naturais.

A questdo seguinte, que Cantor se propusera, indagava quantos pontos, em relagdo
a uma reta, teriam um plano, um espaco de trés dimensdes, de quatro, etc.?

Quando conseguiu estabelecer uma correspondéncia um-a-um entre reta e plano,
exclamou: “Vejo, porém nao acredito!”.

Portanto, até essa época, todo conjunto infinito que considerava ou tinha a
cardinalidade dos naturais ou a dos reais.

Com essa descoberta como bussola, dirige sua atencéo, de volta, ao conjunto dos
numeros reais, e escreve: “E agora que provamos, para um rico e extenso campo de
agregados, a propriedade de ser capaz de correspondéncia com os pontos de uma reta
continua ou com uma parte dela (um agregado de pontos contidos nela), segue a questdo:
Em quantas e quais classes (se dissermos que agregados de mesma ou de diferente poténcia
sdo agrupados, respectivamente, na mesma ou em diferentes classes) caem, de fato, os
agregados lineares? Por um processo de inducdo, em cuja descricdo ndo entraremos aqui,
somos levados ao teorema de que o nimero de classes é dois: uma contendo todos os
agregados suscetiveis de serem postos na forma: functio ipsius v, em que v pode receber
todos os valores inteiros positivos; e a outra contendo todos os agregados de forma: functio
ipsius x, em que x pode tomar todos os valores reais no intervalo (0, 1)”.
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Al esta a hipotese do continuum, como acima enunciada por Hilbert.

Sigamos, agora, um pouco, os artigos “Beitrdge zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre” (Contribuigdes a Fundamentagdo da Teoria Transfinita dos Conjuntos).
Neles, Cantor define: “Por um agregado (Menge) entendemos qualquer cole¢do, em um
todo M, de objetos determinados e separados m de nossa intuicdo ou de nosso pensamento.
Esses objetos sao chamados os “elementos” de M”. Apods outras consideragdes, ajunta:
“Todo agregado M tem uma “poténcia” determinada, que também chamaremos seu
“mimero cardinal”. Chamaremos pelo nome “poténcia” ou “niimero cardinal” de M o
conceito geral que, por meio de nossa ativa faculdade do pensamento, surge do agregado
M, quando fazemos abstracdo da natureza de seus varios elementos m e da ordem em que
sdo dados.

Denotamos o resultado desse duplo ato de abstracdo, o nimero cardinal ou a

poténcia de M, por M ”.

Na seqiiéncia, estabelece a igualdade de nimeros cardinais; introduz, entre eles, as
relagdes opostas de “menor” e “maior”; define adi¢do, multiplicagdo ¢ exponenciagdo de
poténcias; fala dos nimeros cardinais finitos e, no §6, do primeiro artigo, menciona o
menor cardinal transfinito, indicado por Aleph-zero. Neste ponto, aparece pela primeira vez
a letra hebraica “Aleph” para denotar um numero infinito. Lembro que Cantor era de
ascendéncia judaica e que ha, na tradicdo mistica do povo judeu, a idéia de Moiseés como
intérprete da voz divina para os filhos de Israel. Essa visdo foi desenvolvida, mais
radicalmente, por Maimonides, cujo pensamento encontra, no rabino Mendel de Rymandv,
seu mais importante porta-voz. Segundo este, tudo o que Israel ouvira da revelacdo no
Monte Sinai foi o Aleph, com que o texto biblico comeca o primeiro Mandamento — o
Aleph da palavra “anokhi” (eu). Alias, o Aleph sempre foi tido, pelos cabalistas, como a
raiz espiritual de todas as outras letras, encompassando, em sua esséncia, o alfabeto todo e,
portanto, todos os outros elementos do discurso humano. Mas, ouvir o Aleph é ouvir quase
nada, ndo transmite um significado especifico. No entanto, por isso, o ocorrido no Monte
Sinai transforma-se em uma revelacdo mistica, impregnada de um significado infinito e
que, para tornar-se uma fundamentacdo da autoridade religiosa, deve ser traduzida na
linguagem humana. Foi o que fez Moisés.

Ouso interpretar que, ao escolher o Aleph para representar as infinidades, mesmo
gue ndo conscientemente, Cantor chama a si o papel de Moisés, vertendo para a lingua dos
homens a, até entdo, inconcebida linguagem do infinito.

Ainda, no mesmo §6, vemos: “Depois de ter introduzido o menor niimero cardinal
transfinito N, e de ter derivado suas propriedades mais a mdo, surge a questdo quanto aos
numeros cardinais mais elevados e de como eles procedem de N, . Mostraremos que 0s
nameros cardinais transfinitos podem ser arranjados de acordo com sua magnitude, e que,
nessa ordem, formam, como os nimeros finitos, um “agregado bem ordenado”, em um
sentido estendido das palavras. A partir de X, procede, por uma lei determinada, o proximo
namero cardinal maior, Ny ; a partir desse, pela mesma lei, 0 proximo maior, N, ; e assim
por diante. Mas, mesmo a seqiiéncia ilimitada de nimeros cardinais

NO! Nl! NZ! ey t‘Q\/ y e
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ndo exaure o conceito de nuimero cardinal transfinito. Provaremos a existéncia de um
namero cardinal, que denotaremos por N, , € que se mostra ser 0 préximo maior do que
todos os nimeros N, ; a partir dele, procede, do mesmo modo como X, de N,, um préximo
maior N1, €, assim, por diante, sem fim”.

A seguir, Cantor define o conceito de “agregado simplesmente ordenado” e
assevera : “Todo agregado ordenado M tem um determinado “tipo ordinal” ou, mais

concisamente, um determinado “tipo”, que denotaremos por M .

Por isso entendemos o conceito geral, que resulta de M, se abstrairmos apenas a
natureza dos elementos m, e retivermos a ordem de precedéncia entre eles”.

Conceitua a “similaridade” entre agregados ordenados, isto €, a igualdade de tipos;
menciona “classes de tipos” e garante que “Cada uma dessas classes de tipos ¢, portanto,
determinada pelo nimero cardinal transfinito a, que é comum a todos os tipos pertencentes
a classe”.

Os Alephs serdo os nimeros cardinais dos agregados bem ordenados e, como tais,
possuem, realmente as propriedades prometidas por Cantor.

Hilbert expressa-se, como segue, sobre a criagdo cantoriana, cujo nicleo julga ser
a teoria dos numeros transfinitos: “Esta parece-me a mais maravilhosa floracdo do espirito
matematico e, no todo, uma das mais altas realizagdes da atividade puramente intelectual da
humanidade”.

Apesar disso, tudo o que Cantor concebera, até entéo, era insuficiente para resolver
a questdo da comparabilidade de dois cardinais quaisquer. A resposta a essa questdo era
afirmativa para os Alephs, por serem cardinais de conjuntos bem ordenados — e essa era a
principal razdo da simplicidade e transparéncia da aritmética no dominio de tais nameros.
Mas, para os cardinais dos conjuntos ndo ordenados, ou mesmo daqueles ordenados, porém
ndo bem ordenados, como o continuum linear, a questdo permanecia aberta.

Dai, a existéncia de um fosso profundo a separar o dominio dos conjuntos bem
ordenados e o dos outros conjuntos, ndo ordenados ou apenas ordenados. A esperanca era
langar uma ponte sobre essa abertura, mostrando que qualquer conjunto poderia ser
transformado em um bem ordenado, pelo rearranjo de seus elementos na sucessdo especial
que caracteriza este ultimo tipo.

Isso transformaria todos os cardinais transfinitos em Alephs e deixaria a hipétese
do continuum na forma preferida

2%0 = N;y.

E preciso também lembrar, como episddio dessa historia, que, no Terceiro
Congresso Internacional, reunido em Heidelberg, em 1904, isto é, um pouco antes da
demonstracdo de Zermelo, que decidiria a questdo, Julius Konig apresentou um trabalho
que, pretensamente, mostrava a falsidade da hip6tese do continuum. Em particular, Kénig
argumentava que o continuum ndo poderia ser bem ordenado e, por isso, ndo poderia ser
posto em correspondéncia um-a-um com 0 bem ordenado N; . Schoenflies, presente ao
Congresso, assim comenta a situagdo: “Para Cantor, afirmar que todo conjunto possa ser
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bem ordenado e que, em particular, o continuum tem a segunda cardinalidade [infinita] era
uma espécie de dogma, que era parte e parcela do que ele sabia e cria na teoria dos
conjuntos. Conseqiientemente, a apresentacdo de Konig, que culminou na proposicdo de
gue o continuum ndo poderia ser um Aleph (conseqilientemente, ndo poderia ser bem
ordenado), teve um efeito atordoante, especialmente porque sua apresentacdo foi
expremamente elaborada e precisa”.

Zermelo torna-se o anjo salvador, indicando, no dia seguinte ao da exposicéo de
Konig, a falsidade de um resultado atribuido a Felix Bernstein, e que embasava a
demonstracdo daquele.

1. O QUE SE SABE SOBRE A HIPOTESE DO CONTINUUM

O proprio Hilbert tentara, em vao, provar a hip6tese de continuum, incapaz que foi
de completar a demonstracdo. Entéo, em 1938, Kurt Godel, de modo surpreendente, mostra
que a hip6tese do continuum era consistente com o0s axiomas padrGes da teoria dos
conjuntos Zermelo-Fraenkel (com o axioma da escolha), ZFC; isto é, provou que se esses
axiomas forem, por si s6s, consistentes, entdo, a partir deles, ndo ha como refutar a hipétese

do continuum (ou, mesmo, a hipétese generalizada do continuum, 2™ o= ., , para todo

o). Alids, Donald Martin nota que existe uma relagdo, embora ténue, entre a demonstragdo
bem sucedida de Godel e a frustada tentativa de Hilbert.

Além disso, Gddel conjecturou que os axiomas formais, ZFC, eram insuficientes
para provar a hip6tese do continuum e, assim, que essa proposicdo seria formalmente
indecidivel em ZFC. Foi o que, em 1963, mostrou Paul Cohen — a independéncia da
hip6tese do continuum (e, mesmo, da hipdtese generalizada do continuum) em relagdo a
ZFC.

Embora seja desapontador o desfecho a que se chegou, no que tange a veracidade
ou ndo da notavel hipotese, os resultados alcancados, como ndo é incomum quando estejam
em jogo intuicbes, ainda que falsas, de génios matematicos, abriram passagem a
importantes avangos na area.

Lembremos que uma sentenca de primeira ordem, ¢, é consistente com ZF (ou
ZFC) se sua nega¢do ndo puder ser provada em ZF. Ou seja, ¢ é consistente com ZF, se a
teoria ZF + ¢ ndo levar a contradicao.

Por outro lado, a sentenga ¢ € independente de ZF (ou ZFC), se ¢ ndo for um
teorema de ZF, isto é, se a negacéo de ¢ for consistente com ZF.

Ha duas maneiras de estabelecer a consisténcia de uma proposicdo matematica, em
relacdo a teoria ZF (ou ZFC) dos conjuntos: a facil e a dificil. A primeira consiste em achar
alguma outra sentenga v, que se saiba ser consistente com ZF, e, entdo, em provar que, em
ZF, v implica ¢. A outra exige a construcdo de um modelo M dos axiomas da teoria ZF, e,
portanto, dos teoremas de ZF, no qual ¢ seja verdadeira.

Os resultados, tanto o de Gddel quanto o de Cohen, relativos a hipdtese do
continuum, foram obtidos pelo segundo método.
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Godel construiu, para a sua demonstragdo, pela primeira vez na historia, um
modelo de ZF, bastante natural, o universo L dos conjuntos construtiveis, que é o menor
modelo de ZF contendo todos os ordinais. Depois de L, a melhor maneira de construir
modelos de ZF é o método de forcing, inventado por Cohen em sua prova da independéncia
da hipétese do continuum.

Essas técnicas, nas mdos de seus inventores e, mais particularmente, quando
usadas, como foram, por matematicos muito criativos — um Jensen, um Solovay, um Silver,
um Martin, um Kunen, e muitos outros — iniciaram uma verdadeira revolu¢gdo no modo de
lidar com a teoria dos conjuntos.

IV. CEM ANOS DEPOIS

Como o que foi demonstrado por Gédel e por Cohen deixa, do ponto de vista
filosdfico, o problema do continuum, a primeira questdo da lista de Hilbert?

Na concepcéo formalista de Hilbert, a hipdtese do continuum era uma assercédo da
matematica ideal , antes que da matematica real Ele, presumivelmente, pensava que 0s
axiomas formais da teoria dos conjuntos seriam suficientemente fortes para decidir
proposicOes desse tipo. Sua fé inabalavel na matematica ja o fizera professar, no prélogo
aos problemas, que : “Esta convic¢do na resolubilidade de todo problema matematico é um
poderoso incentivo ao trabalhador. Ouvimos, dentro de nés, o perpétuo chamado: Ai esta o
problema. Procura a solugdo. Poderas acha-la pela razéo pura, pois, na matematica, nao ha
ignorabimus?”.

N&o resta esclarecido se ou ndo ele consideraria os trabalhos de Godel e de Cohen
como uma resposta ao problema enunciado.

Godel em “What is Cantor’s continuum problem?”’, mantém que o significado da
hipotese do continuum € independente dos axiomas formais e que as demonstracfes de
independéncia apenas mostrariam a fraqueza de nossos atuais axiomas. Seu ponto de vista é
que a hipotese do continuum é verdadeira ou falsa e que nos cabe descobrir qual é o caso.
Godel, de fato, intuia-a falsa. Argumenta, demoradamente, que a impossibilidade de
decisdo somente pode significar que nossos axiomas ndo contém uma descricdo completa
daquela realidade. E salienta: “uma tal crenga ndo ¢é, de modo algum, quimérica, pois ¢é
possivel apontar caminho pelo qual a decisdo de uma proposicéo, que seja indecidivel a
partir dos axiomas usuais, possa, no entanto, ser obtida.

Primeiramente (ele continua), os axiomas da teoria dos conjuntos ndo formam um
sistema fechado em si, mas, bem ao contrario, o proprio conceito de conjunto, sobre que
estdo baseados, sugere sua extensdo a novos axiomas que asseveram a existéncia de ainda
mais iteragdes da operacdo “conjunto de”. Esses axiomas podem ser formulados também
como proposicBes afirmando a existéncia de nimeros cardinais muito grandes (i.e., de
conjuntos tendo esses numeros cardinais). O mais simples desses “axiomas da infinidade”
fortes afirma a existéncia de nimeros inacessiveis (no sentido fraco ou forte) maiores do
que No”.

Outros axiomas de cardinais grandes tém sido formulados, revelando que nosso

7

sistema axiomatico, para a teoria dos conjuntos, é incompleto, podendo, no entanto, ser
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completado, sem arbitrariedade, por novos axiomas, que apenas desvelardo mais o
contelido de nosso conceito de conjunto.

Claramente, os axiomas usuais dos cardinais grandes ndo podem ser demonstrados
em ZFC, supondo ZFC consistente. Mas, ha trés tipos de argumentos para sua aceitagao:

(i analogia com &,;
(i) principios de reflexdo;
(i) plausibilidade das conseqiiéncias.

Por exemplo, o argumento da analogia com &, como explica Martin, tem o
seguinte teor: “N, é inacessivel, mensuravel, etc. Para cada uma dessas propriedades P
seria somente por acidente, caso acontecesse de N, ser definivel como o Unico cardinal
infinito gozando de P. Portanto, pode-se esperar que existam cardinais grandes tendo a
propriedade P”.

Os axiomas de cardinais grandes, entretanto, apesar de todo esfor¢o que tem sido
feito e dos inUmeros resultados conseguidos, pouco nos dizem sobre a hip6tese de Cantor.

Lévy e Solovay mostraram que os fendbmenos de independéncia ainda persistiam,
depois da adicéo dos principios de cardinais grandes.

Ainda na esteira de Martin, é interessante saber que um outro meio vem sendo
usado na procura de evidéncia pr6 ou contra a hipétese de continuum, consistindo no exame
de casos simples. Aquela hip6tese diz que todo conjunto de reais é, no maximo, enumeravel
ou tem a cardinalidade do proprio continuum.

Podemos, entdo, testar essa afirmacdo com conjuntos de nimeros reais que sejam
simples, em algum sentido. Se tais conjuntos ndo fornecerem contra-exemplo, trataremos
de analisar se existem razdes para suspeitar serem esses conjuntos simples, de um modo
relevante, diferentes dos conjuntos arbitrarios de reais.

Um exemplo de conjunto simples, nesse contexto, é-nos dado pelos conjuntos
projetivos. Sdo conjuntos de reais obtidos dos conjuntos de Borel pela iteracdo de duas
operacoes:

Q) tomar a imagem continua;
(i) complementagéo.

Constituem, pela defini¢do dada, uma hierarquia:

E 1 - conjuntos (ou conjuntos analiticos) séo imagens continuas de conjuntos de
Borel;

H%] - conjuntos sdo complementos de Z%, - conjuntos;

Z %1+1 - conjuntos séo imagens continuas de H%] - conjuntos.
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E sabido que todo conjunto de Borel é, no maximo, enumeravel ou tem

cardinalidade 2% 0 . O mesmo vale para os Z % - conjuntos.

Sierpinski provou que todo 212 - conjunto é a unido de X, conjuntos de Borel.
Portanto, em todos esses casos, a hipétese do continuum esta confirmada.

Por outro lado, é consistente com ZFC que 2¥0> ; e que existem 212 -

conjuntos (e mesmo H% - conjuntos) de poténcia N 1.
Também é consistente com ZFC que 2% 0 pode ser tdo grande quanto se deseje e

que ha le - conjuntos de toda cardinalidade < 2%o .

Desse modo, fica-se sem informacfes sobre os niveis mais altos da hierarquia
projetiva.

Muito recentemente (1995/1996), Jacob Zimbarg Sobrinho, atualmente professor
aposentado da Universidade de S&o Paulo, desenvolveu um sistema completo para a légica
plena de segunda ordem e derivou, da correspondente teoria dos conjuntos, a hipétese
generalizada do continuum. Logo, nesse sistema, decide-se a hipdtese do continuum: ela é
verdadeira.

Mas, caso nos mantenhamos, como é habito, na linguagem de primeira ordem, a
que se considera, por exceléncia, a linguagem da matematica (é possivel ver, nessa atitude,
0 peso assombroso da tradigdo) a pergunta: “E verdadeira ou ndo a hipotese do continuum
(do reino do infinito)?”” ainda ndo achou resposta. Por isso, talvez possamos dizer que, mais
uma vez, Cantor encarna, a perfeicdo, a figura de Moisés: o que ele ndo foi capaz de
revelar, seu povo é incapaz de saber.
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