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Resumo

Este artigo faz uma revisdo de algumas das idéias centrais que o autor apresentou em uma
tentativa para analisar o desenvolvimento da abordagem conjuntista em matematica, entre
0s anos 1850 e 1920. O foco central sdo pontos de vista que podem ser considerados como
representantes de novos direcionamentos na historiografia de matematica recente, como a
énfase em escolas de pesquisa e a atencdo para 0s contextos institucionais. Para
complementar a ja famosa historia do trabalho de Cantor e Dedekind, nés discutimos
principalmente a contribuicdo pioneira de Riemann, e o papel de Hilbert na virada do
século.

Abstract

This paper reviews some of the central ideas that the author has offered in an attempt to
analyze the rise of the set-theoretical approach in mathematics, from the 1850s to the
1920s. We focus on viewpoints that may be regarded as representative of new directions in
the recent historiography of mathematics, such as emphasis on research schools and
attention to the institutional contexts. To complement the rather well-known history of the
work of Cantor and Dedekind, we discuss mainly the pioneering contribution of Riemann,
and the guiding role played by Hilbert at the turn of the century.

Introducéo

Provavelmente, nenhum aspecto da Matematica do século XIX foi estudado tanto
e com tanto detalhe como a teoria de conjuntos. A atraente e intrigante figura de Cantor e
sua vida e sua obra capital foram descritas e analisadas um grande niimero de vezes®. Mas
aqui ndo vamos nos concentrar no desenvolvimento da teoria de conjuntos transfinitos,
grande contribuicdo de Cantor, mas, sim, em como foi aparecendo paulatinamente uma
nova compreensdo dos conceitos, problemas e métodos matematicos, o que chamaremos de
enfoque conjuntista. A teoria de conjuntos como linguagem bésica da Matematica e como
marco metodoldgico: este é nosso tema, que deve se distinguir da investigagdo das
propriedades dos conjuntos infinitos em abstrato.

! Ver por exemplo as biografias de Meschkowski (1983), Dauben (1979), Purkert & Ilgauds (1987).
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O leitor encontrara um esquema dos desenvolvimentos principais na tabela
cronoldgica que incluimos como Apéndice. Uma exposicdo detalhada do tema pode ser
encontrada no livro Labyrinth of Thought: A history of set theory and its role in modern
mathematics (1999). Mas seria muito longo e tedioso discutir todos os detalhes
mencionados no Apéndice, e parece mais indicado neste breve trabalho proceder somente a
discussdo de algumas caracteristicas centrais de meu estudo, que apresentam novas
orientacdes historiograficas.

Sobre as perguntas que fiz e tentei responder, ndo ha nenhuma grande novidade.
Eram perguntas como: por qué? como? pra qué? Certamente, as perguntas mais tradicionais
na velha tradicdo da Historia da Ciéncia: quando? e quem? foram deixadas de lado, mas
isso tem sido comum nas “novas” tendéncias durante talvez os ultimos 50 anos. Hoje, nos
ja ndo consideramos a Histéria da Matematica como uma pesquisa para determinar os pais,
0s precursores, uma cronologia esquematica, e fornecer um razoavel repertério de anedotas.
Muitos de nds tentamos buscar respostas no passado rico do conhecimento matematico,
com a esperanca de entender melhor o0 modo no qual ele evolui. Em minha prépria versédo
dessa tentativa, ha uma preocupacao séria sobre 0s programas de pesquisa em que Varios
matematicos individuais — Riemann, Dedekind, Cantor, etc.— tentaram avangar. A anéalise
deve certamente buscar evitar interpretacbes anacronicas e teleoldgicas: seus trabalhos
foram feitos em suas préprias épocas, situados dentro do conhecimento matemético
contemporaneo a eles; eles ndo foram conduzidos por nosso presente, isso tem que ser
considerado.

Embora meu trabalho sobre Historia da Teoria dos Conjuntos tenha crescido em
uma tentativa bastante ambiciosa para analisar seu nascimento, e a forma como ela
contribuiu para o aparecimento da Matematica Moderna, meu ponto de partida foi muito
mais concreto. Tendo feito algumas pesquisas sobre o trabalho de fundamentacdo de
Dedekind, estava claro que, antes de 1872, ele tinha um entendimento conjuntista da
Matematica consciente e bastante avancado. Ele considerou a Matematica Pura (inclusive
Anélise e Algebra, entretanto, ndo Geometria) como um edificio construido com base em
dois conceitos — conjuntos e aplicacBes —; isso 0 conduziu a procurar por estruturas e
morfismos como elementos fundamentais sobre os quais basear os diversos ramos da
Matematica’. Naquele mesmo ano de 1872, Dedekind conheceu Cantor, um homem 14
anos mais jovem, que tinha justamente comecado a explorar nog¢fes de Teoria dos
Conjuntos em Topologia Métrica e nos Fundamentos da Aritmética. Minha pergunta foi:
Dedekind e Cantor discutiram suas reflexdes? Houve uma influéncia por contato direto que
escapou a atencdo dos historiadores?

Eu responderia hoje taxativamente com um “ndo”, mas essas perguntas ainda
prematuras me levaram a concentrar a atengéo sobre os programas de pesquisa de Dedekind
e Cantor. Havia muitos trabalhos realizados por historiadores anteriores sobre ambos 0s

2 Labyrinth of Thought, caps. Il e VII.
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homens, Cantor, que tem sido uma figura fundamental e um her6i durante muitas décadas,
e Dedekind, (por volta de 1985) um destaque na recente onda de interesse. Um destes
historiadores ensinou-me que poderia ser sabio enfatizar as diferencas nas teorias dos
. . . 3 N ~
conjuntos desenvolvidas por Cantor e Dedekind.” A tempo, eu cheguei a conclusdo que
havia ainda mais; eu aprendi a estabelecer o que parecia para mim uma diferenca crucial:

Uma coisa é a Teoria dos Conjuntos como uma subdivisdo da Matematica (Teoria dos
Conjuntos abstrata ou até mesmo Teoria dos Conjuntos descritiva), outra é a abordagem
conjuntista como um modo novo e abstrato para formular questdes Matematicas e
apresentar solugdes e provas.

Né&o tendo feito esta distingcdo, alguns escritores anteriores assumiram que a
reorientacdo conjuntista da Matematica foi uma conseqiiéncia do trabalho de Cantor. Mas
existem amplas evidéncias de que a reorientagdo conjuntista foi anterior ao trabalho de
Cantor.

1. Matematica abstrata e abordagem conjuntista.

E surpreendente perceber que a necessidade de diferenciar a Teoria dos Conjuntos
da abordagem conjuntista da Matematica freqlientemente ndo tem sido clara na mente dos
historiadores. Talvez isso se dé devido a um preconceito, certa imagem que se faz da
Matematica como uma cole¢do de teorias completamente desenvolvidas, o que, na verdade,
é completamente alheio & Historia. Essa imagem classica sugestionou um modelo simplista,
unidirecional, de desenvolvimentos, de acordo com o qual, trocas tedricas na pesquisa
Matematica seriam sempre o efeito de uma aplicacdo de teorias novas. O caso da Teoria
dos Conjuntos — e, eu acredito, muitos outros casos — mostra que, ao contrario dessa
expectativa, € um fendmeno bastante freqliente que teorias novas desenvolvem apds
mudancas na pratica Matematica. Também € importante frisar que, no relativo
esquecimento de algumas figuras (notavelmente Riemann) ha o fato de que muitos, talvez a
maioria, dos matematicos e historiadores ndo concordam com a opinido de Cantor que “em

Lo ... !
Matematica, a arte de propor questdes é mais importante que a arte de resolvé-las”.

A propria histdria da Teoria dos Conjuntos cantoriana €, sem ddvida, imensamente
atraente e rica. Mas a historia da abordagem conjuntista foi previamente explorada apenas
de um modo incompleto e desequilibrado. A Matematica baseada na linguagem dos
conjuntos € amplamente difundida — nds a encontramos em qualquer curso introdutorio de
Analise ou Algebra — e teve grande importancia como um elemento unificador e
sistematizador, como um referencial basico. Uma das muitas expressdes tipicas disso
apareceu em 1948, no Congresso da Association for Symbolic Logic, quando um porta-voz
de Bourbaki disse:

¥ Medvedev em um pequeno trabalho [1984].
* Tese defendida na ocasido do seu doutorado em 1967, ver Cantor [1932], 31.
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"Como todos nds sabemos, todas as teorias Matematicas podem ser
. o . . w5
consideradas como extens@es da Teoria Geral dos Conjuntos.

O mais importante (apesar de freqiientemente esquecido) € que a Teoria dos
Conjuntos como um sistema mostra a grande riqueza de possibilidades inerentes a
Matematica Moderna — pense-se no Axioma da Escolha, nos subconjuntos e funcées
arbitrarios, nas provas abstratas de existéncia — Assim, pareceu-me que o esforco foi bem
valido para tentar fornecer uma andlise clara e detalhada do aparecimento desta abordagem.
Eu fiz isso de um modo limitado, enquanto estudava apenas os autores alemaes, sobretudo
Riemann, Dedekind e Cantor. Mas parece que o resultado de minha pesquisa é satisfatorio e
promove entendimento.

Evitarei discutir os casos que sdo mais conhecidos (Dedekind e Cantor) e me
concentrarei em dois gigantes da Matematica, Riemann e Hilbert. Estes mateméticos néo
deram contribuigbes importantes para a Teoria de Conjuntos abstrata, mas seu papel no
desenvolvimento da abordagem conjuntista foi sem ddvida consideravel.

A abordagem de Riemann para a teoria das funcbes ja ficou basicamente
estabelecida em sua dissertacdo de 1851. No século XIX, ela foi chamada de “abordagem
geométrica”, mas eu acredito que este € um modo antiquado de ver, em parte devido as
dificuldades conceituais que ela causou aos seus contemporaneos. Para comegar, 0 ponto de
vista de Riemann é radicalmente abstrato e moderno, ele evita as férmulas e os calculos em

favor de concepcdes abstratas.® Uma funcdo analitica ndo esta definida como aquela que
pode ser desenvolvida localmente em séries de poténcias: as equagfes Cauchy-Riemann sao
0 ponto de partida adequado, ja que oferecem uma caracterizacdo abstrata do conceito de
funcdo analitica. Depois, Riemann inspira-se no trabalho de Gauss sobre nimeros
complexos e aplicagdes conformes, e da o passo crucial para introduzir as superficies de
Riemann. As funcbes analiticas sdo agora aplicacbes conformes entre superficies de
Riemann. O conceito de aplicacdo [Abbildung] € usado explicitamente, e Riemann endossa
a concepcdo de Dirichlet de funcdo ou aplicagdo como uma correspondéncia abstrata.

Vocés podem perguntar agora: isto é realmente Teoria dos Conjuntos? Parece que
temos a nogdo moderna de fungdo, mas ndo temos a no¢do moderna de conjunto. A isso eu
respondo o seguinte. Com base em um manuscrito que foi cuidadosamente datado e editado
por Erhard Scholz, proponho que foi precisamente tentando esclarecer os fundamentos da
sua nocao de superficie, que Riemann foi conduzido ao seu conceito moderno de uma
variedade.” A questdo agora é, 0 que era entdo uma variedade para Riemann? Na minha
interpretacdo de suas defini¢Bes, contextualizada nas visdes matematicas e logicas de sua
época, concluo que as variedades de Riemann sdo simplesmente classes. Elas ndo sdo (em

% Bourbaki [1949], 7.
® Labyrinth, 27-31 e cap. II.
" Labyrinth, 57-60.
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geral) as variedades diferenciaveis de hoje, nem mesmo (em geral) variedades topolégicas,
e uma indicacdo clara disto é que ele fala de variedades continuas e discretas.

Em uma palavra, as novas concepcfes abstratas de Riemann sobre a Teoria de
FuncBes e a Geometria Diferencial o levaram a avancar para uma concep¢do moderna e
conjuntista da Matematica. Ele sugeriu que variedades e aplicagdes deveriam ser
consideradas como 0s objetos bésicos da Matematica, mas ndo viveu o suficiente para
desenvolver esta abordagem nova. A empreitada foi levada adiante por Dedekind e Cantor.
Em Labyrinth of Thought, die evidéncias de que, se Cantor usou também a palavra
”variedade” significando conjunto, ndo foi absolutamente coincidéncia, mas o resultado da

. n . . R 9
influéncia dos escritos de Riemann.

Hilbert entra no quadro na década de 1880 (ainda ndo tinha 30 anos), quando nos
ja encontramos autores desenvolvendo a abordagem conjuntista em Andlise (por exemplo,
0s conceitos da topologia conjuntista e a medida exterior em teoria da integracdo) e em
Algebra (a teoria dos corpos e ideais de Dedekind, e sua extenséo para funcdes algébricas,
por Dedekind e Weber). Encontramos também as sementes da Teoria dos Conjuntos pura
em Cantor (conjuntos bem ordenados, os nimeros transfinitos, a hipotese do continuo), e o
trabalho nos fundamentos conjuntistas da Matematica, por Frege e, especialmente, por
Dedekind. Homem de conhecimento enciclopédico, Hilbert vem conhecer tudo isso, mas
ele também estd muito ciente da discussdo acalorada entre os partidarios desta nova
Matematica e os partidarios de um estilo matematico mais tradicional, algoritmico.

Como vocés bem sabem, Hilbert tornou-se o defensor mais visivel da matematica
abstrata conjuntista. 1sso esta claro, ndo s6 em seu conhecido clamor de 1925 em defesa do
paraiso de Cantor,10 mas ja nos trabalhos que ele publicou em torno de 1900, seu famoso
Mathematische Probleme inclusive. De fato, sua adesdo a matematica abstrata estava
explicita no primeiro artigo importante que ele publicou, com a prova do teorema da base
finita, em 1888. Era uma prova de existéncia abstrata, obtida por reducéo ao absurdo, e foi
atacada por Gordan como sendo mais “Teologia” que Matematica. Depois, mais maduro,
Hilbert relembrou que como matematico jovem ele gostava de formular teoremas
matematicos explicitamente de um modo anti-Kroneckeriano. Em 1893, Hilbert declarou
que o efeito global do seu processo de refazer a Teoria dos Invariantes foi inclui-la dentro
da Teoria dos Corpos de Fungdes Algébricas, desenvolvida por Dedekind e Weber.

Em seu Zahlbericht, de 1897, Hilbert adotou uma abordagem proxima a Dedekind,
empregando 0s conceitos abstratos de corpos, anéis e ideais.™* De passagem, deveriamos

® Labyrinth, 62-70. As variedades continuas sdo concebidas por Riemann como variedades
topoldgicas, e ele introduz logo como algo natural a hipotese de que freqglientemente tenham uma
estrutura diferencial.

® Labyrinth, 72-74.

19 No artigo Uber das Unendliche, que pode ver-se em Hilbert [1930], apéndice VI1I.

" Hilbert [1932-35], vol. 1.
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mencionar que Hilbert ndo era apenas outro Dedekind: ele ndo se mostrava tdo inflexivel
acerca da pureza metodolodgica, o que Ihe permitiu incorporar elementos interessantes da
tradicdo de Kronecker; estava mais interessado em propor problemas novos e inter-
relacionar teorias Matematicas, fertilizando-as reciprocamente, o que o levou a dar um
grande impulso na disciplina.

O lugar mais interessante para observar a adesdo de Hilbert a abordagem
conjuntista é no seu trabalho sobre axiomatica, no livro Grundlagen der Geometrie e na
célebre conferéncia Mathematische Probleme, de 1900.2 £ importante aqui considerar que
devemos diferenciar entre axiomatizacdo normal, do tipo que habitualmente se encontra em
Matematica, e axiomatizagdo estritamente formal, aquela normalmente encontrada em
l6gica Matematica. S6 nos anos de 1920, Hilbert vem trabalhar com sistemas de axiomas
estritamente formais. Por contraste, 0s sistemas de axiomas que ele produziu em 1899 e
1900 podem ser analisados como axiomatizacdo no marco da Teoria dos Conjuntos.

Em Mathematische Probleme, Hilbert usou livremente as idéias da Teoria dos
Conjuntos, na verdade combinando as terminologias de Cantor e Dedekind. Ele chamou a
atengdo aos problemas abertos mais importantes em Teoria dos Conjuntos — a hipdtese do
continuo, o teorema de boa-ordenacdo —, inseriu uma indicacdo da existéncia de paradoxos,
e expressou confianca na viabilidade de uma prova da consisténcia das distintas classes de
ordinais transfinitos de Cantor.

No Grundlagen, e em seu sistema de axiomas para 0s nimeros reais, Hilbert
adotou a terminologia de Dedekind para Teoria dos Conjuntos [Ding, System]. E o0 mais
importante, ele se sentia livre para recorrer a conjuntos de elementos em seus axiomas; o
exemplo conspicuo ¢ o axioma de “completude”, que ndo pode ser formalizado diretamente
em légica de primeira ordem. Eu proponho que deveriamos considerar que isso mostra
como Hilbert considerou a Teoria dos Conjuntos como pertencente a légica subjacente na

. - 13 -
qual o sistema de axiomas estava formulado.”™ Embora isso tenha mudado no trabalho de
fundamentagdo posterior de Hilbert, a Teoria dos Conjuntos continuou cumprindo este
papel de base para a atividade matemadtica tradicional.

2. Escolas de pesquisa

Até este ponto, eu tenho falado como se 0s matematicos fossem génios individuais
que criam (ou descobrem?) seus grandes resultados em isolamento, como se tudo fosse
produto do pensamento puro. Mas uma das doutrinas basicas da recente historiografia é que
fatores contextuais, incluindo o0s marcos institucionais, determinam pelo menos
parcialmente a evolugdo do conhecimento matemético. Permita-me formular isto
explicitamente:;

12 Hilbert [1930], primeira edigdo 1899, segunda 1903; o sistema axiomatico para os niimeros reais
esta en Hilbert [1930], apéndice VI; Mathematische Probleme em Hilbert [1932-35], vol. 3, 290-339.
13 Labyrinth, 301-02.
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O conhecimento é social. Pode existir uma sabedoria estritamente individual, mas a menos
que algo seja compartilhado e socialmente aceito (mesmo que por um grupo pequeno) nao
pode ser chamado conhecimento.

Eu gostaria de tornar explicito que ndo defendo uma forma de sociologismo. Quando eu
digo que o conhecimento é social, estou longe de dizer que todos os fatores que afetam o
conhecimento sdo de natureza social. O ponto de partida da pesquisa € o conhecimento
prévio, e como fazer pesquisa se aprende com o0s especialistas; no passado, por
aprendizagem ou leitura cuidadosa; em tempos recentes, isso se da dentro das instituicbes

cientificas. Como € bem sabido, institucionalizacdo e profissionalizagdo eram
caracteristicas fundamentais da Ciéncia e da Matemdtica do século XIX.

Quaisquer que sejam os fatores envolvidos, os investigadores recebem sua
educagdo como membros de um grupo, e isso normalmente faz com que compartilhem de
pontos de vista com relacdo aos objetos basicos da Matematica, a metodologia basica, quais
problemas sdo importantes, qual é o modo apropriado para atacar um problema, etc. (E
claro que uma pessoa pode sentir rejeicdo pela orientacdo de um grupo, e neste caso, mudar
de grupo; pode haver mais de uma abordagem influente em volta, e a pessoa produzir uma
combinacdo especial propria de orientagdes; no decorrer da pesquisa, ela estd sujeita a
abandonar algumas das doutrinas do grupo; pode ser fortemente influenciada por alguns
autores pela leitura, ndo por contato pessoal; etc.)

No meu caso, foi importante ler Hawkins sobre as caracteristicas da pesquisa na
Escola de Berlim, Edwards, sobre a “filosofia” da pesquisa Matematica de Kronecker, e
alguns historiadores da ciéncia sobre research schools.** Ficou claro que seria esclarecedor
analisar minha histéria do ponto de vista de tais escolas de pesquisa. Ainda mais, no curso
da pesquisa, eu fui confrontado com a percepcdo de que algumas caracteristicas
metodolégicas profundas do trabalho de Riemann foram cruciais para a Matematica de
Dedekind. Também estava claro que este estilo de fazer Matematica era antag6nico ao de
Kronecker, e até certo ponto ao de Weierstrass. Era entdo natural que Cantor e Dedekind se
confrontassem com Kronecker e seus seguidores.

De fato, no século XIX era freqiiente falar de "escolas”. O fendmeno foi percebido
claramente e era importante na experiéncia cotidiana dos matematicos pesquisadores.
Evidentemente, isso incluia aspectos sociopoliticos por serem membros de uma
determinada escola, mas também aspectos cognitivos. As vezes, como na "Escola de
Berlim", o termo tinha um toque negativo, significando parcialidade, tendéncia a considerar

s 15 & .
somente um aspecto dos assuntos matematicos. As vezes era usado em um sentido
diferente, como na “escola combinatoria”, na Matematica alema ou na “escola sintética”, de

% Hawkins [1981], Edwards [1989].
!® Embora o préprio fendmeno histérico seja muito interessante, esta conotacao esta ausente de minha
terminologia.
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Geometria Projetiva. (Neste sentido, eu prefiro usar uma outra palavra, “tradi¢ao”, desde
gue nos ndo estamos ja falando de um grupo que freqlientemente se reline e estabelece um
contato pessoal préximo num marco institucional, mas, de um certo modo de fazer
Matematica, o que gode ser encontrado em varios autores através do tempo, e se expande

por sinais escritos.

Dedekind aprendeu de Riemann uma concep¢do metodoldgica fundamental que
seria aplicada em pesquisa. Uma abordagem conceitual seria a preferida em relagdo a uma
abordagem algoritmica. Isso significa que, em toda teoria Matematica, deveriamos procurar
por um (ou varios) conceito(s) basico(s) que deveriam ser definidos através de propriedades
abstratas. Estes conceitos caracterizariam o que é geral o que é invariante nos objetos de
estudo. Algoritmos, férmulas, representacBes explicitas deveriam ser derivadas dos
conceitos basicos; idealmente falando, nunca deveriamos derivar uma propriedade geral de
uma formula. E sempre que um “truque” abriu o caminho para uma soluc@o, deveriamos
repensar e refazer, até que o truque fosse substituido por idéias gerais.17 Algum tempo
depois, em junho de 1876, Dedekind escreveu em uma carta para Lipschitz:

"Meus esforcos na teoria de numeros estdo dirigidos para basear a
investigacdo, ndo para formas acidentais de representacdo ou
formulas, mas para conceitos basicos simples, e através disso —
apesar desta comparacdo poder parecer pretensiosa - atingir neste
campo al%o semelhante ao que Riemann fez no campo da teoria das

fungoes”.

(Dedekind continua a dizer que a maioria dos autores nao aplica corretamente 0s principios
de Riemann, que eles "deformam" a teoria com a utilizacdo indevida de expressdes
analiticas.)

Esta concepcdo significou um afastamento radical dos modos tradicionais de fazer
Matematica. Foi ocasionalmente expressa por Gauss, Jacobi ou Dirichlet, mas ela nunca
tinha sido aplicada de modo estrito e fortemente abstrato como Riemann e Dedekind
elaboraram. A metodologia conceitual abstrata exige elaborar métodos novos de prova e de
resolucdo de problemas, adequados aos conceitos gerais basicos (resp. aos objetos
abstratos) que sdo tomados como ponto de partida. Esta meta estava clara na mente de
Riemann, embora ele ndo tenha sido capaz de termina-la. Dedekind viveu mais tempo, e
chegou a ser um mestre neste tipo de fazer sistematico.

Foi precisamente tentando esclarecer seus objetos abstratos novos, e os métodos de
prova necessarios a eles, que Riemann e Dedekind gradualmente se voltaram para a
abordagem conjuntista. Riemann, desenvolvendo idéias de Dirichlet e Gauss, concebeu as

18 Sobre escolas e tradiges, ver Labyrinth, xvii—xx.
7 Labyrinth, 100-04.
18 Dedekind [1930-32], vol. 3, 468.
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fungdes como aplicacbes, e utilizou superficies de Riemann como ferramenta
indispensavel. Tentando entender o que estas superficies multidimensionais podem ser, ele
foi conduzido a sua nocdo de uma variedade — significando inicialmente um conjunto, bem
discreto, bem dotado de uma topologia n-dimensional continua — Dedekind foi conduzido
aos conceitos de corpo numérico e dos ideais, e para elaborar métodos conjuntistas
abstratos (métodos que, de passagem, eu acredito sejam a razdo principal para a célebre
frase “tudo ja esta em Dedekind”, de Emmy Noether). Ele também explorou os elementos
da Teoria dos Conjuntos e os fundamentos conjuntistas do sistema de nlmeros.

Estas caracteristicas metodoldgicas tiveram um impacto em Cantor. Embora vindo
da escola de Berlim, tdo distinta, ele foi influenciado fortemente pela tradigdo de Géttingen,
representada nos escritos de Riemann e Dedekind. Em sua biografia de Cantor, Fraenkel
escreveu:

"Muito mais ... que é visivel das cartas, as diferengas de carater
entre as primeiras e Ultimas publicacGes de Cantor sobre Teoria dos
Conjuntos mostram indiretamente a profunda influéncia do estilo
mais abstrato e preferencialmente analitico de Dedekind, que se
esforca por uma sistematizagdo harmoniosa, em contraste com o
estilo mais construtivo do jovem Cantor, que tende a um avancar

) - nl9
através de um Unico golpe.

NOs ndo discutiremos mais este assunto, mas esta claro que os Beitrage de 1895-97, em
gue Cantor resumiu seu trabalho vitalicio, sdo uma contribuicdo muito mais ao estilo de
Dedekind que, digamos, o Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre de 1878, contendo a prova de

que R e R" sdo equipolentes.

As caracteristicas peculiares da abordagem abstrata e da metodologia que
emergiram em Gottingen durante os 1850s — expressando-se pela linguagem de conjuntos
— e até que ponto representaram um desvio da tradicdo suavemente construtiva da
Matemadtica anterior, explicam por que era inevitavel que surgissem polémicas. Os debates
de fundamentacdo ndo comegaram em torno de 1903; eles estavam claros nos anos 1870s e
1880s, por exemplo, quando Kronecker declarou que o teorema de Bolzano-Weierstrass era

um ”’sofisma 6bvio.”

Uma caracteristica obviamente contenciosa era a tendéncia para produzir provas
existenciais, procedendo abstratamente e sem definir exemplos. A reacdo de Gordan para a
aplicacdo de Hilbert desta abordagem na Teoria dos Invariantes é bem conhecida: aquela

era “Teologia” e ndo Matematica.%> Hilbert continuou a trabalhar deste modo em Teoria

'° Fraenkel [1932], 456-57.

2 Cantor [1932], 119-33, 282-351.

2! Carta para Schwarz, 6 Junho 1870; ver Labyrinth, 37.
22 Klein [1926], vol. 1, 330-31.
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dos Numeros e nos Fundamentos de Geometria. Ele patrocinou as ricas possibilidades
inerentes em Matematica Moderna, defendendo tanto a nova axiomatica (um
aperfeicoamento da abordagem conjuntista) como o paraiso de Cantor”. Desse modo, ele
avancava na tradicdo de Gottingen, de meados do século XIX, mas ja temos dito que
Hilbert ndo era outro Dedekind. Autores como Kronecker e Hurwitz o influenciaram
poderosamente, €, em consequéncia, seu modo de trabalhar misturava caracteristicas da
tradigdo conceitual abstrata com um certo relaxamento em relagdo ao uso de férmulas, com
uma énfase forte na exploracdo de problemas particulares como um modo de obter novas
perspectivas gerais.

3. Marcos institucionais e orientagdes disciplinares.

O que precede pode bastar, espero, para esclarecer a importancia da abordagem
conjuntista como paradigma da reorientagdo moderna e abstrata da Matematica. Mas, antes
de fechar, eu gostaria de mencionar um aspecto adicional de meu trabalho. Desde o
principio, eu estava surpreso e intrigado pelo seguinte fato. Os matematicos alemdes no
século XIX mostraram bom conhecimento de assuntos filosoficos, e uma clara tendéncia
para os levar em conta é considerar suas implicagdes para o conhecimento matematico. Era
facil pensar em conexdes entre esta caracteristica e fendmenos historicos como o
aparecimento da abordagem conceitual abstrata, a aceitacdo do infinito atual, ou até mesmo
a orientacdo para a Matematica Pura.

Lendo sobre mudangas institucionais na Alemanha, e, especialmente, a reforma
universitaria prussiana,23 eu alcancei a seguinte imagem da situacdo. A educagdo
matematica superior na Alemanha ndo foi moldada no contexto das escolas técnicas, mas
no da Universidade reformada. Podemos usar aqui a oposicdo entre civilisation francesa e
Kultur alemd, explorada por Fritz Ringer, podemos nos opor aos objetivos mais utilitarios
do ensino superior francés, no estilo de Esclarecimento, 0 neo-humanismo e, as vezes, as
influéncias idealistas da reforma da universidade alemd. Na Universidade de Berlim,
Histéria, Filologia e Filosofia estabeleceram o tom da Faculdade de Filosofia, a qual
pertenceu a Matematica. Esperava-se que uma disciplina académica estivesse interessada
no conhecimento contemplativo puro, e que a Universidade promovesse os ideais de
Humboldt de “viver as ciéncias”, de cultivar a ciéncia pela ciéncia.

Considere, também, que na muito bem qualificada Universidade de Berlim em
1825 havia 2 professores ordinérios para Matematica, 1 para Fisica, 2 para Quimica,
sentando ao redor da mesma mesa de reunifes da Faculdade com Hegel e outros fil6sofos,
historiadores, etc. Quando descrevemos esta situacgao, e consideramos além disso como era
fechado e inter-relacionado este ambiente universitario, a conclusdo 6bvia a que se chega é
gue 0s matematicos tiveram que se adaptar ao novo ambiente. Ser professor universitario
era muito diferente de ser pesquisador privado, ou sécio de um observatério astronémico,

2 Em obras como Klein [1926], McClelland [1980], Jungnickel & McCormmach [1986]. Ver
Labyrinth, 4-24.
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ou talvez professor na Academia de Artilharia. Agora, era imperativo para provar que a
ocupacao mereceu a honra de ser um assunto académico superior. Nao é de se estranhar que
o Journal fir die reine und angewandte Mathematik de Crelle tenha se transformado (como
dizia a anedota) em um jornal de Matematica “’pura no aplicada” [reine un-angewandte].

Entdo, surge outro aspecto da situagdo. Como vocés sabem, apesar das
dificuldades e desavencas, a situacdo das Ciéncias Naturais e Ciéncias Humanas, vivendo
debaixo do mesmo teto, continuou bem até no século XX (por volta de 1925).24 Isso e mais
o Lernfreiheit (liberdade de estudo) significaram que os estudantes interessados em
Matematica podiam asistir a conferéncias sobre filosofia e diversas ciéncias. Esse foi 0 caso
de Riemann, Kronecker, Weierstrass, Dedekind, e Cantor (para listar apenas nomes
previamente mencionados). O caso em que encontramos uma concentracdo mais forte,
inter-relacdo e fertilizacdo de interesses, € aquele de Riemann. Mas em todo caso, ndo é de
se estranhar que 0s matematicos alemdes pudessem se interessar mais por assuntos e
sutilezas filosoficos que os franceses ou italianos.

Como um final adequado, eu gostaria de citar um trecho de um documento
universitario escrito pelo fisico Wilhelm Weber em 1866. Riemann acabava de morrer e era
preciso buscar um substituto adequado. Em um escrito académico administrativo, Weber
declarava que, com Gauss, Dirichlet, e Riemann, Goéttingen tinha-se tornado "a plantacdo
para a mais profunda orientacdo filosdfica em pesquisa Matematica™.”® Ele estava
pensando, acho eu, na volta abstrata e conceitual que conduziu a Matematica Moderna e,
nesse processo, a Teoria dos Conjuntos.
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Apéndice - Um Esboco de Desenvolvimentos

1854 Tentando esclarecer os fundamentos de sua teoria de fun¢Bes, Riemann é conduzido
ao conceito de variedade (conjunto). Considera as variedades como objetos basicos da
Matematica, e as usa para compreender e generalizar a geometria (variedades
diferenciaveis continuas). Sua abordagem ”geométrica" da teoria de fungdes,
inspirada por Gauss e Dirichlet, estava ja de fato baseada nas aplicacées.
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1858 Dedekind desenvolve sua definicdo de corte dos nimeros reais, e pouco antes disserta
em Gottingen sobre a teoria de Galois, discutindo grupos abstratos e corpos
numéricos. E provavel que ele foi influenciado pelo paradigmatico exemplo da teoria
de funcBes de Riemann, que havia estudado nos anos anteriores.

1868 Publicagdo do trabalho de Riemann sobre geometria e da sua tese sobre séries
trigonométricas. Isto estimula um crescimento repentino da atividade sobre funcées
reais e conjuntos de pontos; aqui Cantor (1871, 1872) se destaca.

1871 Aparece a teoria dos nimeros moderna com a teoria de ideais de Dedekind,
introduzindo os conceitos de corpo, anel, modulo, ideal, homomorfismo,
isomorfismo.

1872 Publicagdo de defini¢bes rigorosas dos numeros reais. Cantor apresenta o conceito de
conjunto derivado de um conjunto de ndmeros reais ou conjunto de pontos, usando-o
por generalizar um teorema sobre a unicidade da representacdo de fungdes reais
através de séries trigonométricas.

NESTE MOMENTO, A ABORDAGEM CONJUNTISTA ESTA PRESENTE EM ARITMETICA, ALGEBRA,
ANALISE, TEORIA DE FUNCOES, E GEOMETRIA.

1874 Cantor descobre o ndo-enuberabilidade do conjunto R dos nimeros reais. Isto, e 0s
seus trabalhos posteriores de 1878, etc. (especialmente o de 1883), estabelecem a
Teoria dos Conjuntos abstrata, intimamente ligada com os nameros transfinitos
(ordinais e cardinais).

1882 Dedekind e Weber generalizam a teoria dos ideais a corpos de fungdes algébricas.

1884 Cantor introduz nog¢des fundamentais em topologia de conjuntos de pontos e prova
resultados como o teorema de Cantor-Bendixson. Mittag-Leffler e Poincaré aplicam
estas idéias em problemas centrais da analise. Varios autores desenvolvem a nogéo de
contetdo exterior de conjuntos de pontos para teoria da integragao.

1888 Dedekind e Peano axiomatizam 0s nimeros naturais usando a Teoria dos Conjuntos.
Dedekind avanca a visdo de Matematica pura como o estudo dos conjuntos com
estrutura analisada por meio de morfismos, onde as nocgdes fundamentais s&o
conjuntos e aplicaces.

1893 Publicacdo do Programa de Erlangen de Kilein, que presenta as geometrias como
estudo das invariantes dos grupos de transformacfes. Weber escreve sobre grupos
abstratos e corpos em Teoria de Galois. Hilbert publica sobre invariantes.
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1897 O Zahlbericht de Hilbert desenvolve a teoria dos nimeros algébricos. Hadamard e
Hurwitz discutem ideais da Teoria dos Conjuntos no Primeiro Congresso
Internacional de Matematicos em Zurich.

1899 Hilbert axiomatiza a geometria do ponto de vista da abordagem conjuntista. Surge o
trabalho de Borel sobre teoria de fungdes, incluindo ideias sobre Teoria dos Conjuntos
e sobre integracao, depois desenvolvidas por Lebesgue (1903).

1900 Hilbert defende a abordagem axiomatica e a Teoria dos Conjuntos no Segundo
Congresso Internacional de Matematicos em Paris.

1903/04 Contradic6es da teoria ingénua dos conjuntos e polémicas em torno do Axioma da
Escolha. Uma crise nos fundamentos “resolvida” em 1908 com a teoria dos tipos de
Russell e a axiomatizacéo de Zermelo.

1910 Pesquisas de Steinitz sobre teoria abstrata de corpos, usando o Axioma de Escolha.
1914 Grundziige der Mengenlehre de Hausdorff, manual muito importante que inclui a

definicdo moderna de espaco de topolégico (algo similar com Weyl em 1913, Die
Idee der Riemannschen Flache).

1920s Desenvolvimentos da axiomatizagdo da Teoria dos Conjuntos, da topologia
abstrata, da algebra estrutural moderna. A maioria dos matematicos considera a
Teoria dos Conjuntos como a base da Matematica. Criticas e polémicas devido a
Brouwer, Weyl, Skolem.

1930s Fim gradual das polémicas, em parte devido aos surpreendentes resultados de
Godel (problemas para o programa de Hilbert, consisténcia relativa da Matematica
‘classica’ com respeito ao intuicionismo). O abismo entre a Matematica abstrata e a
construtiva se consolida, mas as opgGes sdo explicitas e claras. Ganha claramente o
abstrato, a abordagem através da Teoria dos Conjuntos.
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