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Resumen

Este articulo ofrece una adaptacion del trabajo original de Euler Proprietates triangulorum,
quorum anguli certam inter se tenent rationem (1767). En él, Eulero resuelve un problema
de geometria utilizando tdpicos elementales de geometria sintética, trigonometria y
matemdtica discreta. Durante el proceso de resolucion se pone de manifiesto el orden, la
precision y la tenacidad del sabio suizo en la biisqueda de una solucién, cualidades éstas
indispensables en el quehacer del buen matematico.

Palabras Claves: Euler, geometria, trigonometria, matematica discreta, resolucién de
problemas, ensefianza y aprendizaje de las Matematicas.

Abstract

This article offers an adaptation of the original work of Euler Proprietates triangulorum,
quorum anguli certam inter se tenent rationem (1767). In it, Euler solves a geometry
problem using elementary topics of synthetic geometry, trigonometry and discreet
mathematics. During the resolution process it is showed the order, the precision and the
tenacity of Euler in the search of a solution, qualities these indispensable in the activities of
the good mathematicians.

Keywords: Euler, geometry, trigonometry, discreet mathematics, resolution of problems,
teaching and learning of the Mathematics

El 15 de abril de 2007 celebramos el tricentésimo aniversario del nacimiento de
Leonhard Euler, uno de los cientificos mds notables de toda la historia. Aprovechando este
acontecimiento nos parece oportuno dedicar este articulo a la memoria Proprietates
triangulorum, quorum anguli certam inter se tenent rationem (Propiedades de los
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tridngulos cuyos angulos tienen entre si alguna razén)' en la que el erudito suizo establece
algunas relaciones entre las longitudes de los lados de un tridngulo a partir de otras entre las
amplitudes de sus dngulos.

La eleccion de este texto se debe, por una parte, a que la mayoria de los contenidos
matematicos que intervienen son de caracter elemental y, por otro lado, a que en €l se pone
de manifiesto el estilo claro y preciso de Eulero.

1. El contenido de la memoria

-nn-%!:% @ %ﬁ"' 67

PROPRIETATES
TRIANGVLORVM, QVORVM ANGVLI
CERTAM INTER SE TENENT RA-
TIONEM.

Aundore
L. EVLERD

A lo largo de las treinta y seis paginas del trabajo, Euler resuelve once problemas en los que
deduce las ecuaciones polindmicas que deben satisfacer las longitudes de los lados de un
tridngulo cuando las amplitudes de dos de sus dngulos guardan una razén determinada.

' Novi Commentarii Academiae Scientarum Petropolitanae 11, 1767, pp. 67-102.
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Advirtamos que el simbolismo algebraico utilizado en todo el discurso es casi idéntico al
actual. Tan s6lo una pequeiia diferencia: Euler escribe aa, bb, cc,... en lugar de az, b2, cz, ..
Notemos también, que para la unidad imaginaria se usa el radical —1 en lugar del
simbolo i, que fue introducido por Euler en 1777, diez afios después de que fuesen
publicadas las Proprietates triangulorum.
En las lineas que siguen presentamos una adaptacion de los siete primeros problemas al
lenguaje y estilo moderno. Sin embargo, hemos procurado respetar el razonamiento
deductivo del sabio de Basilea.

2. Los problemas
Problema 1
Si en un tridngulo ABC se verifica que £ B = 2 A, determinar la relacion entre

al ABC.

las longitudes de sus lados AB = ¢, AC=byBC = a.

A B

Bisequemos el dngulo B por la recta BD. Con esto, el tridngulo BCD es semejante

Entonces:
AC AB BC b c a
—_— = = (0] —_—= =
BC BD CD a BD CD
Por tanto:
ac a’
BD:— y CD:—
b b
Ademas:
2 2 2
a —a
AD=AC-DC=b- —= ——
b b
Como AD = DB, resulta que:
bz—a2 ac
— = — b -a’zac= b’ -a’-ac=0=b*—aa+c)=0
b b
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Problema 2

Si en un tridngulo ABC el dngulo ABC es el triple del dngulo A, determinar la
relacion entre las longitudes de sus lados AB = ¢, AC =byBC = a.

Desde el punto B tracemos la recta Bc de modo que el dngulo CBc sea igual al
angulo A. Entonces, el dngulo Abc serd doble que A. Por tanto, el tridngulo Abc es como el
del problema 1.

El tridngulo BCc es semejante al ACB, entonces:

AC AB BC b C a
_—— = — 0 —_——=— = —
BC Bc Cc a Bc Cc
Por tanto:
ac a’
Bc=— y Cc=—
b b
Ademas:
2 2 2
a b" —a
Ac=AC-Cc=b- —=Ac= —
b b

Si en el tridngulo ABc ponemos AB =v, Ac=8 y Bc = a, entonces, en virtud del
problema precedente, se tiene que:
BP-—o’—oy=0

2 2
—a ac

Ahora bien, como Yy =¢, B = ———, o = —, sustituyendo en la expresién
b b

anterior resulta:

(bz 2)2 2 2 2

—a a‘c ac 3 2 9 2 2

: ————-—=0=b-ab’-a’b-alc’-a’)=0
b b b
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Problema 3

Si en el tridngulo ABC el dngulo ABC es cuddruplo del A, determinar la relacion
entre las longitudes de sus lados AB = c, AC=byBC = a.

A

Desde el vértice B tracemos la recta Bc de modo que el dngulo CBc sea igual al A.
Como el angulo ABc es triple que el A, el tridngulo ABc es como el del problema 2.
Ademds, el tridngulo BCc es semejante al tridngulo ACB.

Entonces, como antes, resulta que:

2
ac

a
Bc=— , Cc=— , Ac=——
b b b

Si en el tridngulo ABc ponemos AB =y, Ac =3 y Bc = a, entonces, en virtud del
problema anterior, se tiene que:

BP—of’ - o’B-ayY-o)=0=
- b’ —a’ ’ ac[ b’ —a’ ’ (acjz b —a’ ac| (acjz 0
_— _— —_| — —_— | ——| C —_| — =
b b b b b b b
=b'—a(c +2ab’—a(c+a)c’—a’)=0

Problema 4

Si en el tridngulo ABC el dngulo ABC es quintuplo del A, determinar la relacion
entre las longitudes de sus lados AB = c, AC=byBC = a.
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Apoydandose en el resultado del problema anterior y procediendo de modo similar a
los casos precedentes, Euler obtiene la siguiente relacion entre las longitudes de los lados
del tridngulo ABC en el que el 4ngulo ABC es quintuplo del A.

b’ —ab* - 2a%b’ — a(c® — 2aP)b* — a*(c* —a®)b —a(c* —a?)? =0

Problema 5
Si en el tridngulo ABC el dngulo ABC es séxtuplo del A, determinar la relacion entre
las longitudes de sus lados AB = ¢, AC=byBC = a.
En este caso, la relacion obtenida es:
b® - a(c + 3a)b* — a(c + a)(c” + ac — 3a2)b* — a(c + a)(c* —a%)* =0

Corolario 1

Si el dangulo ABC es el séptuplo de A, entonces la relacion entre las longitudes de
los lados del tridngulo es:

b’ — ab® — 3a’b’ — a(c? — 3ad)b* — a’(2c? — 3aH)b® — a(c? — a’)(c? — 3aH)b’ — a*(c? — a®)b —
ac?—a’)’=0

Corolario 2

Si el angulo ABC es el 6ctuplo de A, entonces la relacion entre las longitudes de
los lados del tridngulo viene dada por:

[ a(c+ 4a)b6 - a(c3 +3ac® — 3a’c — 6a3)b4 —a(c+ a)(c2 - 212)(02 +ac — 4212)b2 -
a(c +a)c*—a?)’=0

Escolio

Si el dngulo ABC es igual a n - BAC, siendo n un nimero natural no nulo, los
resultado obtenidos hasta el momento se pueden resumir en la tabla siguiente:

n Relacién entre las longitudes de los lados del tridngulo ABC *

L b —a=0. . A
2 BT — @) = 0 et B
R P T C
4 b —ac +2a)b" —aC+a) (=) = 0. o v oo et D
5 |b°—ab’—2a’b’ —a(c’ - 2a)b* —a’(cP—ab-ac®—a)’ = 0. ..o E
6 |b°—a(c+3ab*—alc+a)c’+ac-3a)b’—ac+a)c—a) =0.....coovuren... F

2 El caso n = 1 corresponde al tridngulo isésceles en el que se cumple obviamente quea=b =b—a=0.
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7 | b’ —ab®—3a’d’ — a(c” - 3a")b’ — a’(2c” — 3a")b’ —a(c” —a’)(c’ — 3a’)b” — a’(c’ — a’)b

—a(CT = a0 S 0. G

8 | b®—a(c +4a)b® - a(c’ + 3ac” — 3a’c — 6a’)b* — a(c + a)(c” —a’)(c” + ac — 4a’)b”

—alc+a) T —aD) = 0. H

Habiendo llegado a este punto se acaban los razonamientos de geometria sintética

y comienza otro tipo de discurso.

Problema 6

Si en el tridngulo ABC los dngulos A y B son tales que £ B = 2iZ A, siendo 2i un
niimero entero 'y par cualquiera, determinar la relacion entre las longitudes de sus
lados AB =c, AC=byBC =a.

Consideremos la tabla:

Relacién entre las longitudes de los lados del tridngulo ABC

B=b’-a(a+c)=0

D=b*—a(c +2ab’—ac+a)c’—a)=0

F=0b°-a(c + 3a)b* — a(c + a)(c” + ac — 3a)b> —a(c + a)(c*—a’)’ = 0

Al ==

H = b® — a(c + 4a)b® — a(c’ + 3ac® — 3a’c — 6a°)b* — a(c + a)(c> — a’)(c” + ac —

425)b* —a(c + a)(c* —a>)* =0

A partir de ella, Euler presenta las relaciones entre las longitudes de los lados del

tridngulo bajo una nueva apariencia.

1

Relacién entre las longitudes de los lados del tridngulo ABC

B:(bz—az)—ac:O

D=(b’-a’)’ —ac(b’—a’) —a’c®> —ac’ =0

F=(b>-a’)’ —ac(b’ —a’)’ — 2a’c’(b* —a’) —ac’(b* - 2a’) —a’c* —ac° =0

W=

H = (b° - a)* —ac(b’ — a)’ — 3a°c’(b” — a°)’ — ac’(b” — 3a’)(b” — a’) — a°c’(2b° —

3a%) —ac’(b® - 3a%) —a’c®—ac’ =0

De aqui, se descubre que:

D - B(b? - a%) = -a’c® — ac’
F - D(b” - a%) = —a’c*(b® — a%) + a’c® — a’c* — ac’
H - F (b” - a%) = —a’c’(b® — a?)* + a’c(b* — a%) — a’c*(b® — 2a%) + 2a’c® —a’c® —ac’

Ademas:

D - B(b*—a’ +¢%) = -b*?
F - D(b* - a* + ¢*) = -b*c*(b* — a?) + ab*c®
H - F(b* - a* + ¢*) = -b’cA(b? — %) + ab’ (b — a%) + a’b’c* + ab’c’

resulta:

De donde, dividiendo los dos miembros de las expresiones anteriores por — bzcz,
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Bb2 —a2+c2)—D _

=1
bzc2
2 2 2
Db"—-a”"+¢”)-F
( 22 ) — % -a?)—ac’ =B
b c
2 2 2
Fb" —a”" +c")—H
( > ) =(b2 —a2)2 —ac(bz—az)—azc2 —ac’ =D
b c

De este modo se obtiene la sucesién 1, B, D, F, H, K, M, O, . . . en la que:

D=(b’-a’+c*)B-b%’-
F=(b*-a’+c)D-b*’-
H=(b’-a’+c)F-b*’-
K =(b*-a’+c)H - b*c?-
M= (b’ -a’+cHK-b**-H

o w—

En otras palabras, la sucesiéon 1, B, D, F, H, K, M, O, . . . es una relaciéon de
recurrencia que, utilizando el simbolismo moderno, se puede definir en los siguientes
términos:

Qp= 1
a; = (b*—a%) —ac

2 2 2 22 .
.= — — . >
a, (b”"—a” +c )al_1 b c a,_» i=22) [1]
Dicha relacién de recurrencia es lineal, homogénea, de segundo orden, y con
coeficientes constantes.
Su solucién general es de la forma:

U@) + V),

donde r; y 1, son las raices de la ecuacion - (b2 —a’+ c2)r +b’c? =0, asociada a [1].

Dado que:
B b2 —a2 +02 +\/a4 +b4 +c4 —ZaZb2 —2212c2 —2b202
I = 5
o b2 —a’+c? —\/3.4 +b* +ct —2a%b? —2a%c? —2b7c?
2= 1)
2

resulta que la solucién general de la relacién de recurrencia es:
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2 2 2 4 4 4 2,2 2 2 22
b"—-a”" +c¢ +\/a +b " +c —2a’b"—-2a"c” —2b"c
a; =

+
2
b2 —a’ +c? —\/a4 +b* +ct —2a%p? —2a%c? —2b7c?
+V [2]

2

Ademas:

aa=U+V=1

U+V Uu-Vv
a;= b —a*+cH)+ \/a4 +b* +ct —2a%p? —2a%c? —2bc? =

Uu-Vv

\/a4 +b4 +c4 —2a2b2 —2azc2 —2bzc2 =b’—a’—ac>

1
=—(0b-a’+D)+
2

2b% —a? —ac)-(b? —a’ +c?)

= U-V= =
\/a4 +b4 +c4 —2212b2 —221202 —2bzc2
b> —(a+c)’
\/a4 +b4 +c4 —2212b2 —221202 —2bzc2
. C
Escolio

B =2ia

c
A partir de la figura anterior, resulta inmediato que:

b2 —a’+c? \/2a2b2 +2a%c? +2b%c? —at —p* —¢!
cosfl= —m—mmmm sen oL =
2bc 2bc
. a’+c’—b’ . (a+c)2—b2
cos p =cos 2i= ——— = | + cos 2ig= ————
2ac 2ac

Con esto, la expresion [2] se convierte en:

a;=U(bc-cosa+bcv—-1- senoc)i+V(bc-c0s oc—bcv—l'senoc)i:
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= a; = Ub'c'(cos iot +4/— 1 - sen io) + V b'c'(cos it — v—1 - sen icx)

Ademas:
2 2
b —(a+c
U_Ve ( ) _
\/a4 +b4 +c4 — 2a2b2 —2azc2 —2b2c2
B b> —(a+c)’ B
J—(Zazbz—FZazcz—Fszcz —at —b* =ch
B bz—(a+c)2 B bz—(a+c)2
2ch—(2a2b2-+2a2c2-+2b2c2-a4-b4-c4) 2bcy—1 - sena
2bc
Por tanto:
a+c¢ - acl(a+c - ac\l + cosZia a\l + cosZia
vy @ro’-b’  2acla+o)’ ~b’| 2ac(i+cos2ia) _ali+ cosdi

2bcv—1 - sena 2ac-2bcv—1-seno.  2bcv—1-senoc  bv—1"-sena

Por otro lado:

seno a
sen2ioc b
Consecuentemente:
. . 2. 2.
sena, 1+ cos2ia 1+ cos2ia 14 cos“io. — sen “ia
V-U= . = = =
sen2ia. 4/—1-sena  v—1-sen2iac  2v—1-senia-cosia
2. .
2cos “io cosio

24/—1-senio-cosioc  v—1-senia

Entonces:
U+V=1

cosio

le-sen o

De donde, sumando y restando miembro a miembro, se obtiene que:

V-U=

—cosio++v—1-senia cosio++v—1-senio

U = )
2v—1-senia 2v—1-senia
Con esto, la solucién de la relacion de recurrencia viene dada por:
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ble! (cosi(x+ —l'senia)(—cosia+ —1-senia)
a; =

24/—1-senia | + (cosioc+ V=1- seniaXcosia—\/—l -senia)

Problema 7

Si en el tridngulo ABC se verifica que £ = (2i + 1)£¢ siendo 2i + 1 un niimero
entero impar cualquiera, deducir la relacion existente entre las longitudes a, by ¢
de sus lados.

Como en el problema 6, Euler construye una tabla a partir de las relaciones
obtenidas parai=0, 1, 2, 3.

Relacién entre las longitudes de los lados del tridngulo ABC

A=b-a=0

C=b’-ab’—a’b-a(c’—a’)=0

E=b"—ab’'—2a’b’ —a(c’—2a)b’ —a’(c’—a)b—a(c’—a’)’ =0

W= (D=

G =b’ —ab® - 3a’b° — a(c? - 3a%)b* — a%(2¢” — 3a%)b° — a(c” — a))(c” — 3a))b”
—al—ad)b-ac®-a)’=0

Dicha tabla también se puede escribir asf:

Relacién entre las longitudes de los lados del tridngulo ABC

A=b-a)=0

C=(b-a)b’-a)—ac’°=0

E=(b-a)b’—a’)’ —ac’ (b’ +ab-2a")—ac*=0

W= O~

G = (b-a)(b’ —a%)’ —ac’ (b’ — a°)(b” + 2ab — 3a’) —ac*(b” + ab — 3a”) —ac® =0

Manejando convenientemente esta informacion, Euler es capaz de descubrir que la
sucesion A, C, E, G, I, L, N, . . . se puede definir de modo recurrente a partir de las
expresiones siguientes:

E=(0b’-a’+c)C-bc*- A
G=(0b"-a’+cHE-bc*- C
[ =(b*-a’+cHG-bc*- E
L=(Mb’-a’+c)I-b<* G
N=b*-a?+cHL-b* 1

Como en el problema 6, estamos en presencia de una relaciéon de recurrencia
lineal, homogénea, de segundo orden, y con coeficientes constantes.
Su solucién general es de la forma
Ub'c'(cos iot + v —1 - senic) + Vb'c'(cos it — ¥ —1 - sen i)
Después de una serie de célculos, Euler obtiene las siguientes expresiones para Uy V.
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_f -sen(2i+2)a-(— cosia++/—1-sen ia)

) V-1 sen(i + l)a

Ve f ~sen(2i + 2)(1 . (cosia + \/—_1 - sen ia)

\/—_1 : sen(i + l)a ’

donde f =

2sena

TRIANGVLORVM v

ac propterca adipifc_imux':
%_E:,—,é%‘,;—,‘.,%‘-:_%ﬁc (—cofiz—-V - 1.ﬁn.:'a]tet'
B=7L R (cbiatV -1.fnia)
wnde perfpiconmi eft, fore .
N (cofia+V-1.fin.iz)+B(cofia-V-1.finia)=0,
quo ipfo veritas inductionis noftrac eunincitur. His
autem obferuatis , punc demum folutionent mofiri
Problematis dircte aggredi licet

Problema 8.

6. Si in triangulo ABC angulus B ad" an~
golum A satienem: teneat guamcungue multiplam. ,
vt m 1d 1, relationem, quae inde inter latera trian-
gili AB=¢, AC=5, BC=2a intercedit, analytice:
nueftigare. -

Solutio.
Pofito angulo A—a, vt fit angolus B=re,
. exity vii ex angulorum dodrima conflat: _
cof.ne =¥ — 3. fin.ra= (col. a4 ¥ = x.fin.ce)" e€
gof.wa—V — 5. fin.na— (cofa =¥~ x.fin.a )", idcoque:
Sl = (PR
fam prout # eft numerus par vel impar,duo- cafug
* font evoluendi ) : _
Sit primo m—gzi, et vtrinque' radix quadrata ex-
trahatur, fietque «
o X F-""\P—h __""
e (e e o
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3. Consideraciones de caracter didactico
(Qué puede aportar este texto de Euler a la ensefianza-aprendizaje de las Mateméticas?

1)

2

3

“

5)

En primer lugar, el problema que se plantea es interesante, motivador y fécil de
comprender. Ademds, tiene su origen en un problema relativamente sencillo (los
lados opuestos a los dngulos iguales de un tridngulo isdsceles son iguales) que se
generaliza al caso en que la amplitud de uno de los &dngulos de un tridngulo es
miultiplo de la amplitud de otro (£B =n - ZA).

En la resolucién del problema, Euler empieza por considerar casos concretos
sencillos ( LB = 2ZA, ZB = 3ZA, ... ZB = 8 ZA) y obtiene, via geometria
sintética, las relaciones entre las longitudes de los lados del tridngulo
correspondiente. La estrategia de reducir un problema a casos mas sencillos suele
ser un buen principio para abordar la resolucién de muchas cuestiones
matematicas.

Durante el proceso de resolucidn, Eulero pone en practica topicos elementales de
geometria sintética (semejanza de tridngulos), trigonometria plana (razones
trigonométricas, teorema del seno, teorema del coseno), y matemdtica discreta
(resolucién de relaciones de recurrencia lineales, homogéneas y con coeficientes
constantes). Consecuentemente, algunos de los problemas que hemos presentado
en este articulo podrian servir de inspiracion para el disefio de algunas actividades
de ensehanza-aprendizaje para alumnos de Educacién Secundaria (12-16 afios),
Bachillerato (16-18 afios) y primeros cursos universitarios.

El orden, la precision y la tenacidad de Euler en la bisqueda de la solucién deberia
servir de ejemplo a todos los estudiantes que se inician en el aprendizaje de las
Matematicas. Estos contenidos de cardcter actitudinal, de los que tanto se dice y
tan poco se hace, suelen estar presentes en muchos de los trabajos de los grandes
maestros.

Por ultimo, la seccién de la memoria Proprietates triangulorum, quorum anguli
certam inter se tenent rationem a la que hemos prestado atencién en las lineas
precedentes, nos permite aprender Matemdticas con uno de los intelectuales mas
sobresalientes de toda la historia de la humanidad. Un lujo que no estd al alcance
de todos los mortales.
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