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Resumo

A proposicao de que todo niimero perfeito é um ntimero triangular era conhecida desde a
antiguidade, pois foi conhecida por Jamblico e, provavelmente, Nicomaco. Depois de
considerar os quatro tipos de perfeicdo dados por Jamblico, apresenta-se as demonstra¢ées
de Jordanus, Bouvelles (demonstracdo por exemplificagdo) e Maurolico para a referida
proposicdo. Todas elas supdem, no entanto, a reciproca do teorema IX.36 de Euclides, que
s6 foi demonstrada, para niumeros perfeitos pares, posteriormente por Euler.

Palavras-chave: Numeros Perfeitos, Numeros Triangulares, Numeros Hexagonais,
Demonstracao por exemplificagdo.

[ON THE PROPOSITION THAT
EVERY PERFECT NUMBER IS A TRIANGULAR NUMBER]

Abstract

The proposition that every perfect number is a triangular number was known from
Antiquity, since it was known by Iamblichus and, probably, by Nicomachus. After
considering the four types of perfection given by Iamblichus, we present demonstrations by
Jordanus, Bouvelles (proof by exemplification) and Maurolico for the stated proposition.
All of them, however, share the same defect in that they presume the reciprocal of Euclid
IX.36, which was only demonstrated, for even perfect numbers, later by Euler.

Keywords: Perfect Numbers, Triangular Numbers, Hexagonal Numbers, Proof by
Exemplification.
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Sobre a proposi¢do de que todo niimero perfeito...

Introducao: Os Fundamentos

Um numero perfeito é um nimero (inteiro positivo) que é igual a soma das suas partes
aliquotas, onde por parte aliquota se entende divisor positivo menor do que o referido
nimero. O menor niimero perfeito é 6. As partes aliquotas de 6 sdo 1, 2 e 3 e, de fato, 6 =
1+2+3. O conceito de niimero perfeito provavelmente remonta a antiguidade remota, mas o
primeiro tratamento matematico dele que temos é o de Euclides (fl. c. 300 a.C.). Na
defini¢do 23! do Livro VII de Os Elementos, lemos:

“Um ntimero perfeito é o que é igual as suas proprias partes.”
(EUCLIDES, 2009, p. 270.)

A proposicao 36 do Livro IX de Os Elementos afirma:

“Caso numeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, sejam
expostos, continuadamente, na propor¢do duplicada, até que o que foi
composto todo junto se torne primo, e o todo junto, tendo sido
multiplicado pelo ultimo, faca algum, o produzido serd perfeito.”
(EUCLIDES, 2009, p. 349.)
Isto é, comecamos com a sequéncia de k termos, 1, 2, 4, ..., 2", em que 1+2+4+...+2"" é
um ntiimero primo. Entdo,

2 (1 +2+4+.. 42T
serd um numero perfeito. A série geométrica contida nessa expressdo pode ser avaliada
usando proposicao IX.35 de Os Elementos, nos fornecendo a seguinte expressdo para
numeros perfeitos:

22k,

Visto que serd importante no que segue, observamos explicitamente que a
proposicdo IX.36 afirma o seguinte:

p=2"""12"-1]= p é perfeito.

A reciproca, limitada aos ntimeros perfeitos pares, foi dado por Euler (1849)%. A existéncia
de numeros perfeitos impares ainda esta em aberto.

Também conhecidos desde a antiguidade sdo os numeros figurados. Esses
correspondem, intuitivamente, as quantidades de unidades (geralmente representadas por

!'Na tradugdo de Heath, isto é Definicdo 22. Ver Euclid (1956).

20 artigo referenciado € um de trés artigos com o mesmo titulo escritos por Euler. Trata-se de E798, publicado
postumamente. A referida demonstracdo se encontra em §8. Os trés artigos sdo reunidos e traduzidos em Euler
(2015).
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pequenos circulos ou “pontos”®) usadas para formar figuras geométricas. Em especial, os
nameros triangulares sdo as quantidades que formam tridngulos equilateros. Desta forma,
para n > 1, o n—1-ésimo ntimero triangular é um triangulo de lado n-1 e seu valor é dado
nln-1|

2
Dado tudo isso, é um exercicio trivial mostrar que, notavelmente, todo niimero

pela soma 1+2+3+...+n-1, o que pode ser calculado* pela expressdo

. L ook 2 . ‘
perfeito par é triangular, pois 2“ 1=7 e, portanto, 2¢'(k-1|= , 0 que tem a forma

nin-1| . . A . . o
geral — dos ndmeros triangulares. Na auséncia do simbolismo algébrico moderno,

porém, o reconhecimento desse fato e, ainda mais, a sua demonstragdo, é decididamente
mais desafiante. Nicomaco de Gerasa, por exemplo, na sua Introdugdo a Aritmética, da os
seguintes numeros perfeitos: 6, 28, 496 e 8128 (I1.16). Ele também da os primeiros dez
nimeros triangulares: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45 e 55 (IL.12). Visto que 6 e 28 sdao
comuns as duas listas, ele poderia ter especulado que os numeros perfeitos sdo todos®
triangulares. No entanto, nao fez isso.

E inteiramente possivel que Nicomaco simplesmente ndo percebeu a conexéo entre
os dois conceitos. Dada a importancia dos nimeros triangulares para a sua aritmética,
porém, isto parece um tanto inverossimil. Também ndo parece provavel que ele ndo poderia
fazer as somas necessarias para verificar a conexdo nos outros dois casos de niimeros
perfeitos por ele conhecidos. Para 496 seria necessario somar os inteiros de 1 até 31,
enquanto para 8128 seria necessario somar os primeiros 127 inteiros (positivos). A soma
direta, usando um é&baco, seria factivel, mas provavelmente usaria uma forma retdrica da
féormula para a soma de uma progressdo aritmética ou o fato de que dois nimeros
triangulares iguais formam um ndmero oblongo®. Desta forma, o mais provavel é que
Nicomaco estava ciente de uma possivel conexdo entre ntimeros perfeitos e nimeros
triangulares, mas a julgou inapropriada para um livro introdutério.”

Seja isto como for, Nicomaco afirmou que todos os numeros perfeitos sdo dados
pela férmula euclidiana, pois alegou que

“There is a method of producing them [niimeros perfeitos], neat and
unfailing, which neither passes by any of the perfect numbers nor fails to

3 Nic6maco usa o, a primeira letra do alfabeto grego que também representava o niimero 1. Outros autores usam o
préprio numeral 1.
4Uma formulacéo alternativa e equivalente é que, para n > 0, o n-ésimo nimero triangular, de lado n, é dado por
nin+1|

2
®Ver o dltimo paragrafo da presente secdo.

® Isto é “ndmeros hereromécicos”, ou seja, numeros retangulares com lados adjacentes diferendo pela unidade. O
uso do termo “oblongo” difere para autores diversos. Nicomaco, por exemplo, reserva “oblongo” para retangulos
cujos lados diferem por mais do que uma unidade. Mesmo assim, serd expediente usar “nimeros oblongos” por
“numeros hereromécicos” em todos os contextos aqui abordados.

7 De fato, na tltima sentenga da sua Aritmética, Nicomaco afirma que ha muito mais a ser investigado, mas que
ele tem apresentado o suficiente para uma obra introdutério.
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Sobre a proposi¢do de que todo niimero perfeito...

differentiate any of those that are not such which is carried out in the
following way.” (NICHOMACUS OF GERASA, 1938, p. 210.)

Ele continuou em seguida por descrever a referida formula. Seria baseado nessa afirmacéo
que ele poderia especular que todos os nimeros perfeitos sao triangulares. Foi exatamente
isso que aconteceu na primeira abordagem da conexdo entre nimeros perfeitos e niimeros
triangulares.

Jambico

A Aritmética de Nicomaco foi basicamente reeditado por Jamblico e traduzida para o latim
por Boécio. Os dois autores seguiram de perto o texto do livro de Nicdmaco, mas
interpolaram alguns acréscimos proprios. Boécio (480-524), no entanto, ndo parece ter
relacionado os niimeros perfeitos e os nimeros triangulares e, assim, voltaremos a nossa
atencdo para Jamblico.

Jamblico (Tamblichus Chalcidensis, c. 242 — c. 325) foi um fil6sofo e matematico
neopitagoérico sirio. Segundo Chiaradonna e Lecerf (2019), ele provavelmente nasceu na
cidade de Calcis no norte da Siria, perto de Aleppo. Usamos a edi¢do de Samuel Tennulius
de 1668, que da o texto grego e uma traducdo latina em colunas paralelas (ver lamblichus,
1668). Nesse texto, Jamblico especula que todos os niimeros perfeitos seriam nimeros
hexagonais, o que implica que todos os numeros perfeitos seriam triangulares, uma vez que,
como ele mesmo observou, todos os hexagonais sdo triangulares.

Na mesma obra, Jamblico menciona outros sentidos dados ao nome “numero
perfeito”, mas eles sdo abordados de forma mais elaborada noutro livro seu®, A Teologia da
Aritmética, onde lista quatro tipos de niimeros perfeitos. Todos tém em comum a nogdo de
“perfeicdo” no sentido de ser completo, sem faltar partes. Sdo exemplificados pelos
seguintes quatro nimeros (os modos eminentes®) dentro da Década:

1 E perfeito em que é todo tipo de mimero em poténcia e gera todos 0s
nimeros; em especial, é o primeiro niimero nas varias sequéncias dos
nuimeros figurados.

3 E perfeito em que tem inicio, meio e fim. E suposto que inicio = meio =
fim.

6 E perfeito em que é a soma das suas partes aliquotas.

10 E perfeito em que é a soma do tetraktys e, portanto, engloba tudo que
existe. £ também o limite de nimero (num sistema, ndo necessariamente
de notacdo posicional, de base dez), depois do qual tudo recomeca.

Observo que esses niimeros s3o 0s quatro primeiros nimeros triangulares e, portanto, temos
um tetraktys de numeros triangulares perfeitos dentro da Década, o que deveria ter sido

8 O referido livro é geralmente atribuido a Jamblico, mas Waterfield, na introdugéo a sua traducéo do livro (ver
[Tamblichus], 1988) afirma que é mais provavel que o texto seja notas de um aluno de Jamblico.

9 Ver Fossa (1999).
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muito significante para Jamblico, especialmente porque ele considere os numeros
triangulares como “elementos” dos outros numeros figurados, pois esses podem ser
decompostos naqueles.

Devemos nos deter um pouco sobre a perfeicio da Triada. Considerado como
nimeros lineares todos os nimeros impares (maiores que a unidade) terdo esse tipo de
perfeicdo, enquanto os pares ndo o terdo. Mas, alguns dos nimeros hexagonais também
exibem a perfei¢do da Triada, como é ilustrada na Figura 1 para o terceiro hexagono, 15.

@
00

O
O
O

000
o] Jo

o
®s

Figura 1.

O mesmo acontecera sempre que o quadrado intermediario é impar, ou seja, acontece para
metade dos hexagonos. Desta forma, os tridangulos serdo alternadamente hexagonos,
enquanto os hexagonos serdo alternadamente perfeitos:

Tridngulos 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, ...
Hexéagonos 1, 6, 15, 28, 45, 66, 91, ...
Hex. Perfeitos 15, 45, 9, ...

Jamblico também afirma (ver [lamblicus], 1988) que o niimero 6 tem a perfeicao
de 3, pois pode ser reconfigurado como um retangulo e, desta forma, temos que inicio =
meio = fim = 2. Algo semelhante ocorre sempre que o lado do hexagono é um muiltiplo de 3
ou um multiplo de 3 menos a unidade (o hexadgono de lado n é dado por n(2n-1)). Assim,
dois tercos dos hexagonos podem ser reconfigurados como retangulos com a perfeicao de 3.
Serd interessante, portanto, ver os tipos de perfeicdo que os hexdgonos tém." Para o inicio
da sequéncia, onde 3r indica a reconfiguracdo do hexagono em um retangulo, temos:

10 ~ . . . ;. P .
Isso ndo coaduna muito como o tipo pitagérico de pensamento, mas permanece uma questdo interessante, visto
que a investigacdo de niimeros perfeitos ndo se limitou a contextos pitagéricos.
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Sobre a proposi¢do de que todo niimero perfeito...

1, 6, 15, 28, 45, 66, 91, 120, 153, 190,
133 6 3 3 3 3 3
6 3: 3 3

Desta forma, ainda temos que mais ou menos um sexto dos hexagonos nao exibe qualquer
tipo de perfeicdo. Acontece, na maioria dos casos, quando o lado n é par e também um
multiplo de trés mais a unidade, ou seja, quando n = 6k+4; em alguns desses casos, porém,
o hexagono tem a perfeicdo do tipo de 6. Para os primeiros quatro niimeros perfeitos, do
tipo de 6, 6 é o segundo hexagono, 28 é o quarto, 496 é o décimo sexto e 8128 é o
sexagésimo quarto. Assim, o primeiro hexagono que ndo exibe qualquer tipo de perfeicao é
o decimo da sequéncia, ou seja, 190. Em qualquer caso, concluimos que nem todos os
hexagonos exibem algum tipo de perfeicao.

Jordanus Nemorarius

Pouco se sabe do matematico e cientista alemdo Jordanus Nemorarius (1225-1260). O
proprio nome nemorarius significa “de nemore”, ou seja, “da Silva”, embora haja quem
alega que o nome é uma traducdo de Giordano de Nemi, sendo Nemi uma cidade perto de
Roma. Mas, segundo O’Connor e Robertson (2003), Jordanus nasceu na pequena cidade
alemd de Borgentreich, a uns 10 quilémetros de Warburg, e isto é consoante com o
sobriquet “da Silva”. Também se sabe que ao regressar de uma visita a Terra Santa, faleceu
no mar.

Jordanus foi um matematico de grande prestigio da sua época, atuando nas areas
de aritmética, &lgebra, geometria, astronomia e fisica. Seu manuscrito, De elementis
arithmeticae artis, como ja indicamos, foi baseado em Boécio e se tornou um texto
fundamental para os matematicos da idade média. Foi impresso em 1496 por Jacques
Lefévre d’Etaples (Jacobus Fabrus Stapulensis), professor de Charles de Bouvelles (ver a
proxima secao), e reeditado em 1514 por Henri Estienne (Henricus Stephanus), sob o titulo
Arithmetica decem libris demonstrata.

No oitavo livro da sua Aritmética, Jordanus demonstrou que “Omne perfectu est
trinum”"* de forma retdrica, mas essencialmente equivalente & demonstragdo algébrica. Para
tanto, ele supds que todos os niimeros perfeitos sdo pares e que tém a forma euclidiana. A
suposicdo é feita na sua demonstragdo a citar a proposi¢do 60 do Livro VII do seu préprio
tratado, interpretando-a como se afirmasse que todo nimero perfeito tem a forma
euclidiana. Na verdade, porém, a referida proposicdo, tanto na sua formulacdo, quanto na
sua demonstragdo, afirma a reciproca do que ele supoe.

Referente aos nuimeros triangulares, caracteriza-os pela proposicdo “Cuiuslibet
altera parte longioris: medietas est triangularis”, ou seja, qualquer nimero triangular é
metade de um nimero oblongo (altera parte longioris). Visto que o tridangulo tem lados
iguais, serd necessario, para completar o oblongo a partir do tridangulo, acrescentar uma
“pedra” ao primeiro lado do triangulo, duas “pedras” a segunda fileira e assim por diante

" Todas as citagdes de Jordanus sdo de Livro VIII de Jordanus Nemorarius (1514).
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até a ultima fileira do tridangulo que contém uma tnica “pedra” e, portanto, falta tantas
“pedras” quantas sao contidas num lado do tridngulo original. O processo é ilustrado para o
oblongo 4 por 5 na Figura 2. Jordanus ainda observe que o lado do tridangulo obtido é igual
ao lado menor do oblongo. Em termos algébricos, temos a férmula para o n-ésimo
nin+1)

2

tridngulo,

O

00
000
0000

Figura 2.

Assim, basta observar que a relacdo subduplus (tendo razdo 2 para 1) se obtém
entre qualquer poténcia de dois (2*) e o seu antecessor (2"') para enquadrar os nimeros
perfeitos na caracterizacdo dos ntimeros triangulares.

Charles de Bouvelles

Charles de Bouvelles'? (1471-1553) pertenceu a uma familia aristocrata de Soyécourt®,
uma pequena comunidade francesa localizada a 24 quilémetros a leste de Amiens e uns 120
quildometros ao norte de Paris. Estava estudando em Paris, mas desistiu do curso quando a
cidade foi assolada pela praga de 1495. Viajou para Suica, Alemanha, Itélia e Espanha, bem
como vdérias partes da Franca; em seguida foi ordenado padre e eventualmente se
estabeleceu em Noyon, uma cidade a uns 65 quilometros de Amiens. O bispo de Noyon
incentivou as pesquisas de Bouvelles, que centraram na matemadtica, na filosofia e na
teologia. Bouvelles se interessou no problema, ainda em aberto na época, da quadratura do
circulo e escreveu um pequeno livro sobre os nimeros perfeitos.

A primeira proposicdo do seu Liber de perfectis numeris alega que “Omnis
perfectus numerus est par”** (BOUILLUS, 1510, p. 171). Isto resulta da sua aceita¢do, sem

12 pg informacoes biograficas de Bouvelles sdo retiradas de O’Connor e Robertson (2002).
13 Agsim foi chamado, em latim, Carolus Bouillus (ou Bovillus) Samarobrinus.
4 Na transcricdo de textos latinos, ndo usarei a s alongada, nem reproduzirei as ligaduras e outras marcas

diacriticas, mas manterei v para u e j para i.

38 RBHM, Vol. 20, n° 40, pp. 32-45, 2020



Sobre a proposi¢do de que todo niimero perfeito...

demonstracdo, que todo niimero perfeito tem a forma euclidiana, pois todo numero dessa
forma é claramente par. Provavelmente acatou que todo niimero perfeito tem a forma
euclidiana da autoridade de Jordanus, pois, na sua discussao de nimeros perfeitos cita esse
autor.

E s6 na proposicdo 21, porém, que Bouvelles faz a conexdo entre nimeros
perfeitos e niimeros triangulares; em suas proprias palavras, temos:

21 “Omnis igitur perfectus numeris est trinus: eiusque latus est numerus
impar primus in quem ductitatur aggregatorum maximus.
Omnis enim perfectus numerus nascitur ductu pariter paris in numerum
imparum primum sui duplo vnitate minorem: vt bindrio in ternarium
oritur senarius. Est autem ternarius vnitate: minor quinario binarij duplo.
Similiter quaternario in septem octauus et vigemos surgit. Septenario
vero minor est vnitate: octondrio duplo quaternarij. Est igitur omnis
perfectus numerus trigonus ac trinus.” (BOUILLUS, 1510, p. 174.)

A propria proposicdo 21 faz duas asser¢Ges, pois ndo somente afirma que todo niimero
perfeito é triangular, mas também assevera que a base (latus, “lado”) do triangulo é o
ndimero primo impar dado pela formula de Euclides.

A demonstracdo comeca com a repeticdo da proposicdo geral que todo (omnis)
ntimero perfeito é o produto de uma poténcia de 2 (pariter paris*®) e um primo que é seu
duplo menos a unidade, conforme reza a formula de Euclides. O resto da demonstracao,
porém, é por exemplificacdo. Para entendé-la, sera ttil ver primeiro como Bouvelles gera
0s numeros triangulares.

o\'&c’ 7 base 28 E; o\'&c’ C base E E; 0\-53‘3 3 base 6 5"_
8 & /_ r%
duplo g duplo g duplo £
4 8 o A B, " 2 4 3
e ?:L ) % 6@&“ E.
2, 2 2, N, g
o, 9 36 § 0, D F g‘ q)“ﬂ(, o 3 w0l &
e —— A ——————— ——— w

@ (i) (iif)

Figura 3.

A Figura 3(i) é dada pelo proprio Bouvelles. A Figura 3(ii) simplesmente nomeia
as varias posicdes dentro do esquema. Se comecamos com 4 na posi¢do A, colocamos o seu
duplo, 8, na posi¢do B. O nimero na posicdo B deve ser uma unidade a mais do nimero na

15 = . . . .
A expressdo correspondente do grego é traduzida por Bicudo por “par, um niimero par de vezes” e Heath, “even
times even”.
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posicdo C e uma unidade a menos do nimero na posicdo D. Assim, colocamos 7 na posicao
C e 9 na posicdo D. O nimero na posicdo E é o produto dos nas posicdes A e C; esse
produto serda o nimero triangular cuja base é dada pelo nimero na posigdo C. De fato, 4x7
= 28, o tridngulo com base 7, visto que 28 = 1+2+3+4+5+6+7. De modo semelhante, o
nimero na posicao F é o produto dos nas posicdoes A e D; esse produto serd o nimero
triangular cuja base é dada pelo nimero na posi¢ao B. De fato, 4x9 = 36, o triangulo com
base 8, visto que 36 = 1+2+3+4+5+6+7+8.

O procedimento descrito no paragrafo anterior com referéncia a Figura 3(i)
corresponde ao segundo exemplo dado por Bouvelles na sua demonstracao da proposicdo
21. Mostra que o nimero perfeito 28 é um numero triangular com base 7. O primeiro
exemplo de Bouvelles faz 0 mesmo raciocinio para o nimero perfeito 6. Desenvolvi a
estrutura para esse caso em Figura 3(iii). Ao colocar 2 na posicao A, seu dobro, 4 vai para a
posicdo B. Assim, 4-1 = 3 e 4+1 = 5 sdo colocados, respectivamente, nas posicées C e D.
Na posicao E colocamos 2x3 = 6 e, portanto, o niimero perfeito 6 é um tridngulo com base
3. Completamos a Figura por colocar 2x5 = 10 na posi¢do F, mostrando que 10 é triangular
com base 4. Observamos que tanto 10, quanto 36, sdo nimeros triangulares, mas nao sao
perfeitos, o que demonstra definitivamente (caso fosse necessério!) que nem todo niimero
triangular é um numero perfeito.

A Validade do Argumento de Bouvelles

Com base nos dois exemplos, Bouvelles concluiu que todo nimero perfeito é triangular.
Parece, entdo, que o seu argumento €é invalido, pois seria uma inducdo incompleta como a
de concluir que f(n]=n’+n+41 é sempre primo porque f(1) = 43 e f(2) = 47. Pior ainda,
Bouvelles, na sua demonstracdo, nem aborda explicitamente a segunda parte da proposi¢do
referente a base do triangulo.

O procedimento de Bouvelles, contudo, é valido, embora contenha uma premissa
ndo comprovada, pois ndo depende do calculo de vérios casos independentes, como
acontece na indugdo incompleta, mas consiste em fornecer um exemplo (ou mais) que serve
como um template para todos os casos. Chamo esse procedimento de demonstragdo por
exemplificagdo. Era muito usado na histéria da matematica e é, de fato, um procedimento
valido, embora, pelos padroes hodiernos ndo é considerado satisfatério porque a sua
validade nem sempre é evidente, especialmente quando é usado num contexto retérico.
Assim, sera instrutivo usar métodos simbdlicos para mostrar a generalidade do argumento
de Bouvelles.

Comecamos com o procedimento de gerar numeros triangulares. Para tanto,

- . n .
observamos que qualquer inteiro positivo pode ser representado por 5 para algum n. Assim,

n - s .
colocamos 7 Da posicdo A da estrutura de Bouvelles (ver a Figura 4).'® Desta forma, n, seu

duplo, ocupara a posi¢do B, enquanto n—1 e n+1 ocupardo, respectivamente, as posicoes C e

18 De fato, Bouvelles s6 considera (proposicdo 19) o caso especial em que a posi¢do A é ocupado por uma poténcia
de 2. Mostraremos, no entanto, que o procedimento é mais geral.

40 RBHM, Vol. 20, n° 40, pp. 32-45, 2020



Sobre a proposi¢do de que todo niimero perfeito...

nln-1|
2

que ja vimos, para o n—1-ésimo nimero triangular, cuja base é, portanto, n—1. Assim, o

nimero na posicao E é, na verdade, um ntimero triangular e a sua base é dada pelo nimero

n . . Coy . .
D. Logo, —x(n-1) seréd colocado na posicdo E, Mas, isso é precisamente , a férmula,

- n . - . .
na posicdo C. Semelhantemente, EX(n+1) serd colocado na posicdo F; mas isso é

n(n+1|

precisamente , a férmula para o n-ésimo ntimero triangular (ver a nota 4), cuja base é,

portanto, n. Assim, o niimero na posicao F é, na verdade, um nimero triangular e a sua base
é dada pelo nimero na posicdo B.

- 7 .
1;:5:»'* -1 base 5 (n-1) E;
g

7 duplo g
2 n é a3
Jsis 2

=
2 M,
i
o n+1 31 +1) §'
Figura 4.

. . . . . n .
Poderemos dizer ainda um pouco mais, pois, ao deixar 7 Percorrer os numeros
inteiros positivos na sua ordem natural, serdo gerados todos os niimeros triangulares, em

. . . n . -
ordem. Isto fica evidente ao considerar 7+ Seja X, e X, as posicdes de duas estruturas de

. n n
Bouvelles, pois, ao colocar 7 em Al e EH A,, obtemos n-1, n, ntl e nt2 em,

respectivamente, as posigoes C,, B;, C; e B,

. 2?{ o
s k .
& 2% — 1 base ?(zk - 1) E
g
=
2%  duplo X 2
2 5 3
\ &&Eﬂ é-
o,

a, aF
F“"{JS\ 2k 41 = (2¥+ 1) §.

Figura 5.

RBHM, Vol. 20, n° 40, pp. 32-45, 2020 41



John A. Fossa

Agora so falta mostrar que o procedimento de Bouvelles demonstra que o niimero

perfeito arbitrario 2 '(2°~ 1/ é um ndmero triangular. Para tanto, observamos que 2" é um
k k

, 2 . . . 2 .~ . .
namero par e, portanto, = é inteiro. Assim, ao colocar = ha posigdo A, seu dobro, 2 ficara

. s . - . 2 ‘ . -
na posicdo B (ver a Figura 5). A posicdo C contera 2-1 e ?\Zk—lJ ocupara a posicao E.
. 2" > . .
Logo, do que vimos sobre a estrutura de Bouvelles, ?[Zk—l} é um ndmero triangular com

2 Y ‘ . \ . .
base 2*-1. Mas, 7\2“1‘\:2k '(2~1), Portanto, 2*'(2*~1) é um niimero triangular com base

2F-1,

As consideragdes do paragrafo anterior mostram que o argumento de Bouvelles,
embora contenha uma premissa ndao comprovada, é valido. (Os nimeros nas posicoes D e F
da Figura 5 sdo irrelevantes para esse proposuo ) De fato, seu procedimento é equivalente

ao expediente algébrico simples de subst1tu1r = por 2", No contexto do seu argumento,

porém, isto ndo é suficiente porque ele ndo usa uma representacao algébrica abstrata para
representar os numeros triangulares. Assim, a sua estrutura prové um template para a
resolucdo retérica do problema.

Francesco Maurolico

O padre beneditino Francesco Maurolico (1494—-1575) nasceu em Messina (Sicilia) a uma
familia de procedéncia grega. Ele se dedicava principalmente a matematica e a astronomia,
mas também foi ativa no governo da ilha, servindo como o diretor da casa da moeda da
Sicilia e como chefe das fortificagdes de Messina. Era também professor de matematica na
primeira faculdade jesuita a ser fundada (atualmente a Universidade de Messina) por
Ignacio de Loyola (1491-1556). Seu trabalho matematico foi de alta qualidade para a
época, embora foi contrario a teoria copernicana."”

Seus Arithmeticorum libri duo (Dois livros aritméticos) foram escritos em 1557,
mas so publicados em 1575 nos Opuscula mathematica, que também contém varias outras
obras suas sobre a matemética. Em Maurolycus (1557, p. 10), ele demonstra que “Omnis
numerus perfectus est triangulis” por demonstrar primeiro que todo nimero perfeito é
hexagonal; visto que os hexdgonos sdo todos tridngulos, o resultado segue como corolario.
Para tanto, supde implicitamente que todos os niimeros perfeitos sdo dados pela férmula
euclidiana.

Sua demonstracdo é completamente retérica, mas corresponde exatamente a
formulacdo algébrica. Assim, mostra que os nimeros hexagonais sdo dados pela radix
“raiz” ou “base” — diriamos “indice”) vezes o nimero impar correspondente. Isto é, o n-
ésimo numero hexagonal é o produto do préprio n com o n-ésino ntiimero impar. Mas, se
deixarmos a radix ser um numero da progressao duplo, o nimero impar correspondente
sera o proximo numero da referida progressdo, menos a unidade, e, quando este é primo,
teremos um nimero perfeito pela férmula euclidiana.

7 Para mais detalhes sobre a vida de Maurolico, ver, por exemplo, O’Connor e Robertson (2010).
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Desenvolvimentos Posteriores

Vérios outros pensadores, como, por exemplo, Bungus (1614)"® ou Puteanus (1637),
alegaram que todos os ntimeros perfeitos sdo triangulares, mas em geral apenas
mencionaram isto ou ndo apresentaram novidades. Por volta dessa época, porém, houve
certo interesse tanto em demonstrar explicitamente a reciproca do teorema de Euclides,
quanto em descobrir nimeros perfeitos impares. Entre os que compartilharam esse
interesse, podemos mencionar René Descartes (1596—1650), Pierre Fermat (1607-1665) e
Bernard Frenicle de Bessy (?-1675)". A primeira demonstragdo satisfatéria da reciproca do
teorema de Euclides, ou seja, p é perfeito par = p=2“"'(2" -1/, onde k é um inteiro positivo e
2*~1 é primo, foi dada por Leonhard Euler (1707-1783). Como ja mencionamos na se¢io
inicial do presente trabalho, a demonstracdo se encontra em Euler (1849), um artigo
péstumo sobre niimeros amigaveis. O resultado foi certamente conhecido muito antes,
porém, pois, segundo Enestrom (1913)%, o referido artigo foi apresentado a Academia de
Berlim em 1747.

Com a demonstracdo de Euler da reciproca do teorema de Euclides, as
demonstracdes anteriores de Jordanus, Bouvelles e Maurolico sdo redimensionadas, pois a
premissa implicita foi trazida a tona e validada. Mesmo assim, é necessario modificar a
conclusdo para: todo nimero perfeito par é triangular.

Visto que a existéncia de numeros perfeitos impares é ainda uma questdo em
aberto, ha trés possibilidades sobre o caso geral. A demonstragdo que ndo haja niimeros
perfeitos impares implicaria que todo numero perfeito é triangular. A descoberta de
nimeros perfeitos impares, porém, ndo resolveria necessariamente a questdo porque todos
eles poderiam ser triangulares, ou pelo menos um deles poderia ndo o ser.

Conclusao

A histéria da procura por nimeros perfeitos €é repleta de erros matematicos. Muito deles sdo
oriundos da dificuldade de determinar, na auséncia de mecanismos automatizados de
calcular, a primalidade de ntimeros muito grandes. Mas, outros sdo erros de raciocinio
como o de ndo discriminar entre condi¢des necessarias e condi¢Ges suficientes. H4, ainda
mais, erros historiograficos, como o do matematico alemdo Georg Wolfgang Kraft (1701—
1754), apontado pelo investigador italiano Mariano Fontana (1746-1808), pois segundo
Kraft a proposicdo de que todo ntiimero perfeito é triangular era devida ao seu colega
alemdo, Tobias Maier*' (1723-1762). Nas préprias palavras do cientista italiano, temos:

“Da questa formola conchiudesi tutti i numeri perfetti appartenersi alla
serie de’numeri triangolari. Conseguenza, che no so se attribuire si
debba o a Majer inventore, o a Krdfft espositore del metodo, poiché

1 Originalmente 1591.

90 ano de nascimento de Frenicle é dado, por vdrios historiadores, como 1602, 1605 ou 1612.

22 No site dado nas referéncias, ha um link para a tradugdo para o inglés feita por Greta Perl em 2004.
21 pai do fisico Johann Tobias Maier (1752-1830). Em alemdo o sobrenome é escrito Mayer.
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quest’ultimo nol dice. So bene che pitt d’un secolo e mezzo prima lo
stesso con fino raziocinio aveva conchiuso Maurolico; siccome vedesi
nella proposizione 25°. del primo libro. Ma v’é anche di piu. Gia nella
prop. 24°. aveva dimostrato, che ogni numero perfetto si contiene nella
serie degli esagoni, cioé aveva chiusi i numeri perfetti in un complesso di
termini quasi della meta piu pochi, che non fecero poi Majer, e Krafft.”
(FONTANA, 1808, p. 285-286.)

Assim, Fontana, ao corrigir um erro, faz outro, pois alega que a referida proposicdo se deve
ao Maurolico e ainda enaltece o trabalho de Maurolico pelo fato que este conseguiu
enquadrar os numeros perfeitos nos hexdgonos, uma classe mais restrita do que a dos
tridangulos. Como vimos, Jordanus e Bouvelles deram argumentos para a mencionada
proposicdo e Jamblico (bem como, possivelmente, Nicdmaco) havia especulado que todo
nimero perfeito é hexagonal. Mesmo assim, Maurolico parece ser o primeiro a dar um
argumento para a proposicao de que todo nimero perfeito é um hexagono, embora seu
argumento contém a mesma falha dos de Jordanus e Bouvelles.

A proposicao sob discussdo deveria ter sido considerada como tendo certa
importancia para os antigos, pois, para eles, os niimeros figurados eram carregados com
significado esotérico. Também eram usados, na auséncia de um simbolismo algébrico mais
robusto, para formular proposi¢des matematicos. Com o eventual abandono do pitagorismo
e o desenvolvimento do simbolismo algébrico, contudo, o fato de que todo niimero perfeito
par é triangular (hexagonal) perdeu sua carga esotérica e tornou-se uma curiosidade
interessante.
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