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Resumen

Presentamos una vision del panorama estructuralista alrededor de 1900 para apreciar que en
la presentacién axiomdtica de los reales por Hilbert, su nocién de completez estaba
fuertemente influenciada por la obra de Dedekind y el pensamiento filoséfico de la época,
el cual lo representamos en Husserl. Para caracterizar desde una perspectiva formal esta
completez, haremos una lectura desde la teoria de categorias para la axiomdtica de los
nimeros reales de Hilbert. Para tal efecto, formaremos la categoria de todos los cuerpos
arquimedianos totalmente ordenados y probaremos que los nimeros reales son el objeto
final de dicha categoria y asi tendremos inmediatamente los teoremas de categoricidad e
inmersién de los nimeros reales. Esperamos dar una amplia sustentacién para validar
nuestra presentacién que contrasta con las habituales lecturas conjuntistas, y proporciona
una aproximacion a los inicios del estructuralismo en las mateméticas en las cercanias de
1900.

Palabras claves: Completez de Hilbert, Categoricidad

Abstract

We present an interpretation of structuralist thought around 1900 to show that Hilbert's
ideas about completeness and the axiomatization of the real numbers were greatly
influenced by the work of Dedekind and the philosophers of the time, represented here by
Husserl. To characterize this completeness formally, we interpret it from the point of view
of Hilbert's category theory for the axiomatization of real numbers. To this end, we form
the category of all Archimedean totally ordered fields and prove that the real numbers are
the final object of this category and thus we immediately have categoricity theorems and
immersion of real numbers. We hope to provide ample arguments in support of our

! El presente trabajo se realizé en el marco del proyecto de investigacién “Completez y Categoricidad en Hilbert.
El caso de los nimeros reales” financiado por Colciencias y la Universidad del Valle, Cali-Colombia.
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presentation that contrasts with the usual set-theoretical readings and provides a rough idea
of the beginnings of structuralism in mathematics around 1900.

Keywords: Hilbert, Completeness, Categoricity

1. Introduccién

No hay dudas en sefialar la cercania de las primeras axiomadticas, alrededor de 1900, de
Hilbert con la obra de Dedekind. Una amplia sustentaciéon puede leerse en el trabajo de
Sieg-Schlimm [30], quienes hacen una fuerte critica a Corry y a Ferreirés. A Corry, por
considerar a Dedekind un matematico no moderno que nada aporta al estructuralismo; a
Ferreir6és por considerar a Dedekind un l6gico no moderno y de cierta forma anti-
axiomadtico. Esta critica de Sieg-Schlimm, en el caso Ferreirds, produce un acercamiento
entre ellos, de lo cual da constancia Ferreirds en [13] , donde fija una amplia sustentacion
de la importancia de Dedekind en los fundamentos de las matemdticas. Sin embargo, a
nuestro parecer, hace una interpetacion 16gico-conjuntista de las tempranas axiomédticas de
Hilbert la cual no le permite apreciar la génesis del estructuralismo a través del método
axiomadtico. Nuestro objetivo es controvertir dicha interpretacién, desde una perspectiva
diferente, apelando a nuevas fuentes antes no consideradas, junto a un enfoque histérico y
conceptual distante del 16gico-conjuntista.

En el presente documento mostraremos que Hilbert recoge, en sus trabajos de las
axiomadticas para los nimeros reales y la geometria, la nocién fundamental de categoricidad
de Dedekind y del ambiente filoséfico de la época. Nocién que, como lo muestran
ampliamente Awodey-Reck [1], juega un rol fundamental en el surgimiento del método
axiomdtico, y que constituird un paso significativo hacia el estructuralismo en las
matemdticas. A fin de contrastar y validar nuestra lectura de Hilbert, presentaremos un par
propuestas de formalizacién para la completez de Hilbert. La primera de Cohen-Goffman
[7] y [16] que captura la idea de maximabilidad de Hilbert en su axioma de completez, a
través de grupos ordenados arquimedianos y ademds muestra ciertas fortalezas de la
axiomatizacién de Hilbert respecto a las tradicionales de Cantor y Dedekind. La segunda de
Erlich [11] que da una satisfactoria respuesta a la pregunta inmediata que emerge cuando se
estudia el axioma de continuidad de la recta geométrica de Dedekind: si la completez de los
reales brinda (para Dedekind) el “fundamento cientifico para la investigacién de todos los
dominios continuos” [9], entonces, de modo concreto ;Cudl es la relacién entre completez
(continuidad) con la geometria? La respuesta es que el axioma de continuidad (completez)
permite dar una prueba de la categoricidad de la geometria euclidiana, es decir, la unicidad
salvo isomorfismos de dicha teoria.

Empezamos describiendo el ambiente filos6fico en torno al momento en el cual
Hilbert 2elabom estas axiomadticas, en particular nos acercaremos al pensamiento de
Husserl".

Seguiremos aqui a Hill [21] quien exhibe una defensa de la influencia de Husserl en el desarrollo de la filosoffa
analitica, y fundamentalmente en las escuelas matemadticas contraponiéndose a una tradicion Fregeana.
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Haremos una lectura de la axiomadtica de Hilbert para los nimeros reales desde la
teoria de categorias. Para ello recurriremos a un andlisis teleolégico’, que nos permitird una
mejor vision, en contraste con las habituales lecturas conjuntistas que resultan limitadas y
no permiten ver la gestacion del estructuralismo en las mateméticas. Esta lectura permite
una formulacién abreviada y precisa de la completez de Hilbert. Para ello fijaremos como
referencia el sistema axiomdtico de Hilbert para los nimeros reales* incluyendo sélo el
axioma arquimediano dentro del grupo de los axiomas de continuidad, es decir, los axiomas
de Hilbert para los nimeros reales exceptuando el axioma de continuidad. Formemos a
continuacion la categoria cuyos objetos son todos los modelos de dicho sistema, y cuyos
morfismos son los monomorfismos (de cuerpos) monétonos de un modelo a otro. El
axioma de completez postula que dicha categoria tiene un objeto final, de donde
inmediatamente se demuestran los teoremas de inmersién y categoricidad, como lo
mostraremos al final de este trabajo.

Introduciremos la categoria de todas las dlgebras tipo uno-cero para mostrar que
el sistema bdsico de los nimeros naturales es el objeto inicial de dicha categoria; asi
exhibiremos de manera inmediata el resultado cldsico de Dedekind sobre la categoricidad
de los niimeros naturales. Ademds daremos los principios de induccién y recursion sobre
los nimeros naturales. Al final presentaremos la categorfa de los cuerpos arquimedianos
totalmente ordenados para exhibir a los niimeros reales como objeto final, y asi obtener los
teoremas de inmersién y categoricidad de forma inmediata. Gracias a la dualidad se
obtendran los principios de co-induccién y co-recursién sobre los nimeros reales, que
aportan a la comprensién de los procesos de limites’. Ahora bien, por ser los nimeros
racionales el objeto inicial de la categoria de los cuerpos arquimedianos totalmente
ordenados, obtenemos también su categoricidad.

2. Un bosquejo del ambiente alrededor de 1900
En las cercanias de 1900 se dan grandes discusiones filoséficas y cientificas sobre la
“buena definicidon” de los conceptos, formdndose un gran movimiento que busca apartar los
desarrollos cientificos del psicologismo. Las matemadticas son permeadas desde dos frentes:
el cientifico matematico y el filoséfico, sin una clara separacion entre ellos. Dado el vasto
abanico de contribuciones, esperamos al tomar como referencia algunos de los autores mas
representativos, bosquejar el ambiente de la época. Dejaremos por fuera personajes tan
significativos como Holder, cuyo trabajo ha sido traducido del aleman al inglés por
Michell-Ernst ([26],[27]), y los fundacionistas americanos Veblen y Huntington.

Hecha esta salvedad, empecemos con George Cantor, quién sentaba la existencia
de colecciones de objetos en un todo (completamente determinado) y sin la necesidad de un
método efectivo para inventariar sus elementos. Agrega la restriccion que los nuevos

3Es decir, una revisién del pasado desde el punto de vista de una teoria moderna, o bien, desde una teoria posterior
a la revisada.

*Algo similar podria hacerse para la geometria, y aunque los detalles técnicos se escapan del alcance de este
articulo nos permitiremos algunos paralelos sin las debidas sustentaciones.

°Los aspectos puntuales de los principios de co-induccién y co-recursién no seran abordados en el presente escrito.
Sin embargo, se trabajardn en un articulo posterior sobre la caracterizacién operativa de R a través de las co-
dlgebras.
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conceptos deben estar en relaciones firmes, ordenadas mediante definiciones, con los
conceptos previamente formados, ya existentes y probados.

En particular, en la introduccién de nuevos nimeros [la matemadtica] sélo estd
obligada a dar de ellos definiciones que les confieran una tal determinacién Yy,
eventualmente, una tal relacién con los nimeros anteriores, que, dado el caso, se
puedan distinguir entre ellos de un modo determinado. En cuanto un ndmero
satisface todas estas condiciones se puede y se debe considerarlo como existente y
real en las mateméticas.®

Maés atn, considera que la matemdtica “en la elaboracién de su caudal de ideas,
tiene que considerar znicamente la realidad inmanente de sus conceptos, y no tiene ninguna
obligacién de examinarlos en lo que respecta a su realidad trascendente.”

En contraste, Kronecker exigia que toda definicién matemadtica incluyera un
método para decidir efectivamente a cudles objetos se aplicaba y a cudles no. Del lado de
Kronecker, también estdn los intuicionistas liderados por Brouwer quienes rechazaban el
Principio del Tercero Excluido en demostraciones referentes a colecciones infinitas. Como
consecuencia de ello tenfan la no aceptacioén de: (i) los irracionales como sucesiones de
racionales no convergentes en los racionales, y, (ii) los ordinales transfinitos de Cantor.

H. Weber, quién en 1882 habia trabajado conjuntamente con Dedekind en
cuerpos de funciones algebraicas, profesor de Hilbert entre 1883 y 1884, podria haber sido
el gestor del interés Hilbert por Dedekind, especialmente su interés por los Zalhen' en
1888, durante su viaje a Berlin, cuando se estableci6 como Privatdozent. Hilbert recordaba
que todos en Berlin hablaban del libro, en su mayorfa en términos criticos; por ejemplo, du
Bois-Reymond lo tomaba por “horrendo”. Ello contrastaba fuertemente con la reaccién
positiva de Hilbert. Ain, muchos afios después, en el contexto de las observaciones criticas
motivadas por las paradojas de la teoria de conjuntos, é] mantenia las palabras de elogio, al
decir que la teorfa de Dedekind era “extremadamente sagaz”’, o que su idea de basar lo
finito sobre lo infinito era “deslumbrante y cautivante” [13].

Durante casi los tltimos veinte afios Sieg ha estado sustentando que la nocién de
categoricidad en Hilbert es tomada de los trabajos de Dedekind. En [30], Sieg-Schilimm
reafirman esta posicién y presentan la critica a Corry y a Ferreirés referida en la
introduccién. Como ya habiamos sefialado posteriormente Ferreirds ([13], [14]) acompaiia
a Sieg, suscribiendo la aseveracion de que algunas de las ideas de Dedekind estdn presentes
en el Zahlbericht® de Hilbert.

En el teorema 47 de [9] Dedekind presenta “la buena definicién” para calcular
con los numeros naturales. Aunque en sus publicaciones sigue el método genético, se
pueden apreciar ciertos atisbos de axiomatizacidon. Por ejemplo, respecto a “la buena
definicién” de las leyes para calcular con los nimeros racionales, si éstas se fundamentan
en un principio de recursién, es menester considerar si la recursion sobre los naturales

®Esta referencia y la siguiente se encuentran en el §8 del Grundlagen de Cantor. En: Ewald, W.: From Kant to
Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathematics. Oxford Clarendon Press 1996, pp. 881-920.

"Por Zalhen, se entiende la obra de Dedekind de 1888, Was sind und was sollen die Zahlen? una de sus obras
cumbres junto con Stetigkeit und irrationale Zahlen de 1872

®Este trabajo es considerado como una de las obras mas importantes de Hilbert y trata sobre los niimeros
algebraicos.
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define bien las operaciones. En el Arithmetische Grundlagen’ menciona que en relacién a la
construccién de la secuencia de los naturales por medio de la nocién de cadena:

La prueba de la correctitud [correctness] del método de prueba de n a n+1 es
correcto; en contraste, la prueba (completez) de la definiciéon de conceptos por el
método de n a n+a atin no es suficiente en este punto; la existencia (consistencia)
de el concepto deja duda [remains in doubt]. Esto puede ser posible unicamente
mediante inyectividad, por la consideracion de los fundamentos del sistema

Hilbert [19] intenta evitar las paradojas conjuntistas sin renunciar la teoria de
conjuntos. Para tal efecto, él brinda una axiomatizacion categérica de los nimeros reales
siguiendo la obra de Dedekind Continuidad y niimeros irracionales. Hilbert afirma que su
consistencia (la de la axiomdtica de los reales) puede ser demostrada por “una deseable
modificacién de los métodos” y subraya que tal prueba constituye “la demostracién de la
existencia de la totalidad de los nimeros reales”. En terminologia de Cantor, dicha prueba
recae en la demostracion de que el sistema de los nimeros reales es un conjunto consistente
(terminado) [29]. El tratamiento con conjuntos consistentes y el uso de terminologia de
Cantor en [19] muestra que Hilbert estaba al tanto de las dificultades conjuntistas que
Cantor habia hallado y comunicado a Dedekind, como consta en su famosa carta'® de 1899.

Por otro lado, Hilbert apela, de modo reiterado, a la terminologia que Dedekind
emplea en los Zahlen, pues se refiere a los conjuntos como “sistemas de cosas” [System
von Dingen], que son pensados [denken]. Sin embargo, Hilbert se diferencia de Dedekind
en que su axiomdtica puede tratar no solo con relaciones y operaciones entre los elementos,
sino también con condiciones sobre conjuntos de elementos. Esta diferencia, muy
significativa a los ojos de un logicista moderno, en este momento era superflua, en la
medida que ambos se consideraban implicitamente como métodos 16gicos. Lo mismo pasa
con el sistema axiomatico de Hilbert para los reales: se inicia con un “sistema” de “cosas” y
se define axiomdticamente las relaciones y operaciones entre ellos, incluyendo una
condicién evidentemente conjuntista como lo es el axioma de completez [13]. De modo
andlogo, Dedekind procede caracterizando estructuras tales como cuerpos numéricos
(1871), el cuerpo ordenado y completo de los reales (1872) o la estructura de los naturales
(1888).

Sin embargo, el aspecto mds influyente de Dedekind en Hilbert radica en el
problema de la consistencia de un sistema axiomadtico. Ello se evidencia en la carta a
Keferstein del 27 de febrero de 1890 [9]:

(Cuadles son las propiedades bdsicas, independientes entre si, de esta serie N, es
decir, aquellas propiedades que no pueden deducirse unas de otras pero de las
cuales se siguen todas las demds? Y ;de qué manera hay que despojar a estas
propiedades su cardcter especificamente aritmético, de manera que queden

°Esta obra inédita hace referencia a los apuntes que dieron origen a los Zalhen, escritos entre 1872y 1878
Especificamente, la carta de Cantor a Hilbert enviada el 26 de septiembre de 1897, pone en evidencia que Hilbert
ya estaba al tanto en 1899 del problema de distinguir entre multiplicidades consistentes e inconsistentes, pues son
estas ultimas las que implican paradojas en la teorfa de conjuntos de Cantor. Esta carta se puede hallar en Ewald,
W.: From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathematics. Oxford Clarendon Press 1996, pp.
926-927
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subordinadas a conceptos mds generales y a actividades del entendimiento tales
que sin ellas no es posible en absoluto el pensamiento, pero con ellas viene dado
el fundamento para la seguridad y completud de las demostraciones
[Vollstindigkeit der Beweise], asi como la construccién de definiciones libres de
contradiccién [widerspuchsfreier Begriffs-Erkldarungen]?

En este sentido, Dedekind se preocupa por la buena caracterizacién de un
sistema simplemente infinito, cuyo modelo corresponde a N. Dicha preocupacién se traduce
en la pregunta ;existe realmente en nuestro universo mental un tal sistema? Sin la
demostracién logica de existencia serfa siempre dudosa la consistencia interna [9]. Es por
ello que se ve en la necesidad de demostrar la existencia de dicho sistema mediante la
exhibiciéon de un modelo y la demostracién de un teorema que afirma que todos los
modelos de dicho sistema son isomorfos (su famoso teorema 132 en [9]). La importancia de
este teorema radica en que es un teorema de categoricidad: todos los modelos de los
naturales son isomorfos. Asi pues, la categoricidad que Dedekind impone a los naturales
implica que estos sean vistos desde una perspectiva estructural, puesto que lo que existe es
la estructura que permite expresar los teoremas de la aritmética y, asi como los naturales lo
hacen (es un modelo de dicha estructura), otro conjunto isomorfo a N también puede
expresar dichos teoremas. Asimismo, en la nota 134, Dedekind menciona que estd
determinando los niimeros naturales por medio de la caracterizaciéon de una estructura
(aunque nunca emplea esta palabra) para la cual son vélidos “aquellos teoremas en los que
se prescinde completamente de las caracteristicas particulares de los elementos n”, los
cuales “poseen validez también para cualquier otro sistema simplemente infinito €2 .

Como se reconoce en [14] y [30], los ndmeros naturales en [9] estdn
caracterizados axiomdticamente por medio de la existencia de una representacién ¢ y un

elemento distinguido 1 tales que satisfacen las condiciones (definicién 71 de [9]):
a. g (N)=N.

B.N= @)
7.1e o)
J. ¢ essimilar.

Vale la pena apreciar que estas cuatro condiciones son equivalentes a los cuatro
primeros axiomas de Peano. Sin embargo, en la presentacién de Peano hay un axioma
adicional que Dedekind demuestra: el axioma de induccién''. Este teorema es de suma
importancia para probar en el teorema 132 que cualquier otro sistema simplemente infinito
es similar al sistema N de los naturales, es decir, que todos los modelos que estén
determinados por las condiciones &, f, ¥ y Jd de la definicién 71, son isomorfos. Ademas,

"[Teorema 126] Teorema de definicién por induccién. Dada una representacion cualquiera & (similar o disimilar)
de un sistema Q en s{ mismo y un determinado elemento ® de Q, hay una y solo una representacion ¥ de la serie
numérica N que satisface las siguientes condiciones:

I Y (N)c Q.

oL Y0)=o.

. ¥ @)= 0¥ (n). Donde n denota cualquier nimero.
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permite definir de modo recursivo las operaciones de la aritmética sobre los naturales
(Definicién 135 para la suma y 147 para el producto).
Ahora bien, en [13] Ferreirés comenta que el axioma de cadena de Dedekind

(segln el cual N =¢0(1): el conjunto de los nimeros naturales es la cadena de un

“elemento distinguido” [singleton] bajo la aplicaciébn sucesor) es semejante,
estructuralmente al axioma de completez de Hilbert. La condicién de cadena de Dedekind
establece un requerimiento de minimalidad, mientras que el axioma de completez de
Hilbert asegura cierta maximabilidad. Pues mientras el axioma de completez de Hilbert
afirma que S el conjunto de los nimeros reales es tal que VT (si T es un cuerpo ordenado'”
arquimediano y S c T, entonces S = T), el teorema 47 de Dedekind [9] menciona que VK
(si K es cerrado bajo @ yA c K Ay = K).

Asf pues, la condicién de cadena de Dedekind es un requisito de minimalidad,
mientras que el axioma de completez de Hilbert apunta a asegurar la maximalidad. Pero
estructuralmente son condiciones similares. No obstante, Ferreirés afirma que el axioma de
Hilbert presupone la existencia de un conjunto universal V que es el dominio de los
conjuntos 7, mientras que las cadenas K tienen como dominio una estructura S. Pero dicha
interpretacidn constituye una lectura sumamente conjuntista del axioma de completez, pues
este presupone que los conjuntos 7' tienen una estructura dada (pues son cuerpos
arquimedianos totalmente ordenados), por tanto, el dominio de variacién de estos conjuntos
no es el conjunto de todos los conjuntos, sino la clase que define dicha estructura.

Queremos hacer explicito nuestro desacuerdo con la afirmacién de Ferreirés que
Hilbert asume la existencia de un conjunto universal. Mds atin, creemos que la eleccién de
Hilbert de usar un contexto conjuntista dentro de la clase de los objetos (la estructura) de
todos los cuerpos arquimedianos totalmente ordenados es una decisién pragmatica hacia el
estructuralismo, garantizada por la “buena definicién” de los objetos. Pues su tranquilidad,
a pesar del conocimiento de las paradojas conjuntistas al permitir colecciones arbitrarias,
reposa justamente en precisar la estructura (la “buena definicién” de la clase de todos los
objetos), y a través del método axiomatico definir en ella los nimeros reales como el objeto
final.

La buena definicién para Hilbert se reduce a la no-contradiccién. Asumiendo a
Hilbert como seguidor del suefio Luliano', encontramos una cercania entre Hilbert y
Dedekind con respecto a la existencia; puesto que, para Dedekind la existencia estd
garantizada por la exhibicién de un modelo, lo cual en un sistema completo equivale a la
consistencia sintictica (es decir, la no-contradiccién), que es justo el presupuesto de
existencia para Hilbert.

Para ser precisos en la lectura del axioma de completez de Hilbert, T se debe tomar como un elemento de la clase
de todos los cuerpos arquimedianos totalmente ordenados.

13 Expresion acuifiada en la literatura del nombre de Raimundo Lulio o Ramon Llull (1232-1316). La obra l6gica
de Lulio consiste en una serie de intentos inacabados de elaborar un ars combinatoria o calculus universalis.
Influencia ampliamente en la juventud a Leibniz, quién crey6 en la posibilidad de aplicar a la 16gica formal el
método luliano. La expresion se refiere a la creencia que se tenfa de encontrar unos principios fundamentales y a
partir de éstos mostrar todo el conocimiento, si se quiere una creencia en la completez absoluta.
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Estamos seguros que estas limitaciones de las lecturas conjuntistas se podrdn
evitar gracias a nuestra propuesta de reconstruir la axiomadtica de Hilbert para los nimeros
reales usando la teoria de categorias. Naturalmente este hecho nos obliga a usar una suerte
de anacronismo, el cual mostraremos que no es forzado, en la medida que utilizaremos la
teoria de categorias como herramienta para interpretar tanto las axiomadticas de Dedekind,
como la de Hilbert.

Nuestro acercamiento a las estructuras por la via de “la buena definicién” nos
pone de cara con el pensamiento de Husserl. Segtn Hill [20]:

Entender la evolucion de las visiones de Husserl sobre las matematicas resulta esencial
para establecer su lugar en la filosoffa de la 16gica y las matematicas del siglo XX. Campo
con raices profundas en las ideas austro-alemanas acerca de la 16gica y las matemadticas.
Las cuales han florecido en todo el mundo de habla inglesa durante el siglo XX, pero sin
integrar propiamente las ideas de Husserl.

De acuerdo a Hill, las investigaciones en esta drea constituyen el epicentro de la
filosoffa, lo cual significa que el trabajo de Husserl establece un puente entre la
fenomenologia y su rival, la filosofia analitica. Lo que podria explicar, a su vez, por qué se
han cerrado puertas al pensamiento Husserliano.

Husserl inicia estudios de matematicas con Karl Weierstrass, dedicandose
plenamente a la filosofia después de tomar cursos con Franz Brentano. Sin embargo se ve
obligado a revisar radicalmente los métodos de andlisis psicologistas de Brentano (ver
[22]). En esta busqueda por la claridad, objetividad, rigor y precisiéon en el andlisis
filoséfico, Husserl se propone establecer un caricter cientifico para la filosofia, en contra
del psicologismo, que trataba de explicar todo acto y contenido de la mente como si fueran
procesos psiquicos. Husserl veia esto como una version del positivismo. Reducir las leyes
l6gicas a procesos psiquicos significa la perdida de validez universal, alejdndose del
conocimiento cientifico. En esta empresa Husserl propone la fenomenologia, entendida
como un método para conocer la realidad de una manera objetiva y que supera la mera
explicacion de los hechos, a su entender el mero alcance del positivismo. Para €l los objetos
son “ideales” y, por ende, no pueden ser subjetivos; sus nociones de idealidad y ontologia
reposan en el desarrollo del concepto de “definibilidad,” de donde cimienta sus argumentos
en contra del psicologismo. Este concepto es inicialmente tratado en su teoria de
multiplicidades (Mannigfaltigkeit), especificamente en su teoria de multiplicidad definida
(definit Mannigfaltigkeit) presentada, tanto en La Filosofia de la Aritmética (1891), como
en Investigaciones Logicas (1900-1901); obras sefialadas por muchos autores como
“antipsicologistas”. En la primera parte de La Filosofia de la Aritmética argumenta el
fundamento de la aritmética sobre colecciones perceptibles de objetos que presentan los
nimeros auténticos o nimeros naturales (cardinales finitos), pero se da cuenta que no es
posible formular de una manera satisfactoria una teoria que extendiera el dominio de
nimeros naturales sobre la base de nimeros cardinales, es asi que en la segunda parte
cambia su punto de vista, asumiendo la aritmética esencialmente simbdlica y como tal
aplicable a diferentes dominios. En este periodo conoce a Cantor que habia estudiado
también con Weierstrass.
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Quiz4 lo més destacable de Husserl, en los afios cercanos a 1900, lo constituye
su cercania con las ideas de Hilbert y Dedekind: del primero debido a su concepcién de la
completez y del segundo por su caracterizacidon estructuralista (de modo incipiente e
implicito, al igual que en Dedekind) de los sistemas numéricos; particularmente cuando se
puede considerar, en Husserl, dos tipos de estructuras: las simbdlicas y las conceptuales
[18]. Son estas ultimas las que vislumbran un estructuralismo semejante al de Dedekind.
Cabe resaltar que, en Hartimo [18] se resefian las dos conferencias que Husserl presenta en
1901 a la sociedad matemdtica de Gottingen, en las cuales da cuenta de la nocién de
sistema de axiomas definido, lo que modernamente equivale a un sistema de axiomas
completo. En Da Silva [8], se hace una amplia sustentacién de la cercanfa de la completez
de Husserl a la nocién actual de categoricidad. En esta bisqueda de extensién de dominio,
Husserl recurre a una nueva formulacién del Principio de Permanencia de las formas de
Hankel, quién atribuye la formulacién original a Peacock en 1833'*. Ademds se hace notar
que Husserl conocia el texto Ausdehungslehre de Hermann Grassmann, el cual presenta una
teoria abstracta de magnitudes de la unidad, y en una segunda versién de 1862 muestra que
de las magnitudes de la unidad se pueden derivar otras algebraicamente, entre éstas los
ndmeros enteros, racionales, irracionales e imaginarios.

El principio de permanencia de Hankel es restringido por Husserl imponiendo la
condicién que la extension sea consistente. En las ideas de Hankel se trataba de extender el
dominio de las magnitudes al de los nimeros, es asi que se puede hacer un paralelo entre
las magnitudes y los nimeros auténticos de Husserl.

Husserl estaba preocupado por establecer cierto tipo de relacién estructural entre
los dominios, que podria pensarse desde una especie de equivalencia elemental en el
sentido que se satisfacen las mismas proposiciones, hasta un isomorfismo. Su objetivo era
capturar un dominio puramente formal de objetos por medio de su teoria. Esperaba
describir una teoria categdrica, es decir, una teoria en la cual todos los dominios que
satisfacen la teorfa fuesen isomorfos. Tal teorfa es la que él denomina dominio deductivo
general donde los dominios de cardinales, ordinales, vectores y segmentos sean casos
especiales’.

Desde nuestro punto de vista, el desarrollo de la nocién de “definibilidad” en
Husserl abre la posibilidad de existencia de entidades abstractas, las estructuras, que estan
por encima de los objetos abstractos en si mismos. En particular, las construcciones
abstractas de Cantor y Dedekind ya daban un nivel de existencia de los nimeros reales,
pero estas construcciones se pueden ver como instancias de una entidad abstracta tinica con

“El Principio de la permanencia de las formas equivalentes de Peacock afirma en su forma directa que “Whatever
form is algebraically equivalent to another when expressed in general symbols, must continue to be equivalent,
whatever those symbols denote.” En su forma conversa afirma que “Whatever equivalent form is discoverable in
arithmetical algebra considered as the science of suggestion, when the symbols are general in their form, though
specific in their value, will continue to be an equivalent form when the symbols are general in their nature as well
as in their form.” [En: Ewald, W.: From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations of Mathematics.
Oxford Clarendon Press 1996, pp. 320]. Por otro lado, el principio de permanencia de Hankel afirma que “si dos
formas expresadas en el lenguaje simbdlico de la aritmética son iguales, entonces ellas seguirdn siendo iguales
cuando los simbolos dejen de representar magnitudes, y las operaciones tengan un entendimiento de otro tipo.”
'SAl parecer el término categérico aparece inicialmente formulado en este sentido por Veblen, uno de los
fundacionistas americanos, en 1904.
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un nivel de existencia superior, la estructura de los niimeros reales. Encontramos aca que el
ambiente de la época propiciaba una suerte de “solucién” al problema de la existencia en
las estructuras abstractas. En el caso particular, referido de los nimeros reales, esta puerta
es eficazmente aprovechada por Hilbert en su propuesta axiomadtica a través de la estructura
de los cuerpos arquimedianos totalmente ordenados y completos. Esto es, segin nosotros,
lo que podria explicar la tranquilidad y cierto grado de certeza en la formulacién de Hilbert
a pesar de las posibles paradojas conjuntistas; pues a pesar de su conocimiento que el
fundamento general de las matematicas, a través de la teoria de conjuntos, no estaba
totalmente resuelto, el meterse dentro de la estructura de los cuerpos arquimedianos
totalmente ordenados (nivel de existencia con muy buenas perspectivas de consolidarse'®,
segin el ambiente de la época antes bosquejado) le daba una suerte de legalidad para
determinar la existencia de los nimeros reales con un caricter maximal dentro de la
estructura donde estaba metido. Mds atn, la unicidad estaba dada por la categoricidad
tomada de Dedekind. Esta postura de Hilbert es a la que nos hemos referido como un
estructuralismo pragmatico, que curiosamente atin hoy se preserva en muchas comunidades
matemdticas. La mayoria de los matemadticos actuales trabajan en el interior de ciertas
estructuras sin gran preocupacion por las paradojas y la aparicién de posibles indecidibles.
Este estructuralismo pragmdtico dio lugar al amplio desarrollo de la matemética
estructuralista de todo el siglo XX.

Un andlisis detallado sobre las distintas nociones de categoricidad, alrededor de
1900, se encuentra en [1]. En este documento Awodey-Reck discuten algunas nociones de
completitud para varios sistemas axiomaticos junto con la nocién de categoricidad. En lo
que concierne a los nimeros reales se centran en los trabajos de Dedekind, Hilbert y
Huntington. Ademds, relacionan el desarrollo de estas nociones con el surgimiento del
método axiomadtico, sefialando lo inadecuado de restringir tales definiciones a la 16gica de
primer orden desde el punto de vista histérico; mds atin, en [2] se proponen mostrar que
dicha restriccién es inadecuada técnicamente, y que algunos aspectos de las versiones de
categoricidad encontrados son mds naturales y fructiferos cuando son examinados en
l6gicas de orden superior dadas las limitaciones de las de primer orden. En esta dltima
referencia (pag. 92) afirman que los nimeros reales proveen un ejemplo de una estructura
caracterizada unicamente por una teoria categdrica que no estd determinada por una
conocida propiedad de aplicacién universal. Nosotros esperamos dar tal caracterizacién al
final del presente trabajo.

El entorno cercano a 1900 constituye un singular momento histérico para las
matemdticas, se trata del regreso del método axiomadtico tipo aristotélico ahora con los
lenguajes universales de Leibnitz y Descartes formalizados y/o a punto de formalizarse (en
buena medida el gran logro de Frege). Si se quiere estd todo listo para la gestaciéon de una
version del método axiomadtico fortalecido. No es dificil creer un amplio contexto donde se
revive el suefio Luliano y es asi que en los diferentes frentes de las matematicas se buscan
con gran urgencia axiomdticas completas, que den cuenta de todas las verdades, para las

'°A pesar que desde la teoria de conjuntos no se podria garantizar en esos momentos la existencia de la clase de
todos los cuerpos arquimedianos ordenados.
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diferentes teorias matemadticas, entre otras la teoria de conjuntos, la de los nimeros
naturales, la de la geometria euclidiana y la de los nimeros reales.

Bernays [3] nos recuerda que el propio Hilbert establecia muy bien la distincién
entre dos métodos, el genético y el axiomdtico. El genético permite reconocer las sucesivas
extensiones del campo numérico hasta llegar a las cortaduras de Dedekind o a las
sucesiones fundamentales de Cantor. Mediante el axiomadtico, se parte de un dominio de
objetos que cumplen un sistema de axiomas que reglan relaciones entre ellos, y se prueba la
consistencia y la completitud del sistema. Hilbert se pregunta: ;Cudl es el método mds
apropiado si estamos interesados en una investigacién 16gica de los fundamentos de la
mecénica y otras disciplinas fisicas? Su apuesta es por la prioridad del método axiomadtico
[19]: “No obstante el gran valor pedagdgico y heuristico del método genético, el método
axiomdtico merece la prioridad por la presentacidon final y la seguridad completamente
l6gica del contenido de nuestro conocimiento”

Pero una vez se comprende la complejidad del proceso en virtud del cual se
constituyen los reales, por sucesivas extensiones a partir del dominio de los enteros
positivos, la ventaja principal del enfoque axiomdtico es la de permitirnos capturar el
cuerpo completo de los reales por la sola consideracién de su estructura, sin tener que
apelar a todos los conceptos y procedimientos que intervinieron en la cadena de extensiones
[19]:

(...) No tenemos que concebir el conjunto de los reales, digamos, como la
totalidad de todas las posibles leyes segin las cuales proceden los elementos de
una sucesiéon fundamental, sino mds bien... como un sistema de cosas cuyas
relaciones entre una y otra estdn dadas por el sistema finito y completo de
axiomas... y acerca del cual las nuevas proposiciones son vdlidas si se pueden
deducir de tales axiomas en un nimero finito de inferencias 16gicas.

Hilbert, que disfrutaba de un lugar privilegiado, toma las banderas de este nuevo
método axiomdtico y establece axiomdticas completas para la geometria euclidiana (1899)
y los niimeros reales (1900). En afos posteriores Bernays (1918) encuentra una axiomética
completa para el célculo proposicional'’, mientras que Godel (1929) establece una
axiomdtica completa para el cdlculo de predicados de primer orden. No obstante, el mismo
Godel (1930) echa abajo el suefio Luliano probando la incompletez de la aritmética. Sin
embargo, este suefio de la completez absoluta nos dejé un método axiomadtico fortalecido
como el que mads, abriendo las puertas de las matematicas al estructuralismo. Esto sin lugar
a dudas hace del siglo XX el mds productivo en los desarrollos matemadticos de toda la
historia.

Los axiomas de los nimeros reales en Hilbert [19] estdn dados en cuatro grupos:
axiomas de composicién, (II) axiomas de calculo, (III) axiomas de orden, y (IV) axiomas de
continuidad. Naturalmente Hilbert conoce las propuestas de continuidad de Dedekind,
Bolzano, Weierstrass, Cauchy y Cantor; sin embargo él escoge una opcién distinta
representada por el grupo (IV) de axiomas: (IV.1) el axioma arquimediano y (IV.2) el
axioma de completez [19].

"En 1a literatura es usual atribuir este resultado a Emil Post, quién dio una prueba del mismo en 1920.
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(IV.2) No es posible afiadir al sistema de nimeros otro sistema de objetos de
modo que los axiomas I, II, III, y IV,1 también se satisfagan en el nuevo sistema
combinado; en otras palabras, los nimeros conforman un sistema de objetos que
tiene la propiedad de hacer imposible una extensién [propia] del mismo
conservando la validez de la totalidad de sus axiomas.

Esto significa que no existe un cuerpo arquimediano del cual los nimeros reales
sea un subcampo ordenado propio; es decir, se impone una condicién de maximabilidad
que garantiza su unicidad, y la inmersién de cualquier otro cuerpo arquimediano. Como
habiamos comentado anteriormente en las cercanias de Hilbert a Husserl, la legalidad de la
existencia de los nimeros reales estd sustentada en su cardcter maximal dentro de la clase
de los cuerpos arquimedianos ordenados.

En esta axiomdtica aparece abiertamente la presencia de la categoricidad, pero
ahora se hace explicito su uso para establecer existencia en su proyecto fundacional, como
se percibe en la siguiente cita tomada de la misma referencia citada [19]:

(...) las dudas que en general se han hecho valer contra la existencia del agregado
de todos los niimeros reales y los conjuntos infinitos en general pierden toda su
justificacion [...] el conjunto de los niimeros reales no tiene que concebirse, ahora,
digamos, como la totalidad de las leyes que pueden gobernar la sucesién de los
términos de una sucesion de Cauchy, sino mds bien [...] como un sistema de cosas
cuyas relaciones mutuas estdn dadas por el sistema finito y cerrado de los
axiomas I-IV [que caracteriza un cuerpo arquimediano ordenado completo] y
sobre los cuales valen otras aseveraciones sélo si uno puede derivarlas de los
axiomas mediante un nimero finito de inferencias 16gica.

Como ya se menciond, la existencia en Hilbert es simplificada en la no
contradiccién, como lo expresa en la carta a Frege de 29 de diciembre de 1899: “si los
axiomas arbitrariamente estipulados, junto con todas sus consecuencias, no se contradicen
entre si, entonces son verdaderos y existen las cosas definidas por ellos. Este es para mi el
criterio de existencia y de verdad”. Mientras que en el congreso de Paris de 1900 afirma:

(...) si a un concepto se le asignan caracteristicas contradictorias, digo que
ese concepto matemadticamente no existe (...) Pero si se logra demostrar
que las caracteristicas asignadas al concepto no pueden conducir jamés a
una contradiccién mediante la aplicacion de un ntimero finito de
inferencias logicas, digo que con ello se ha demostrado la existencia
matemdtica del concepto (por ejemplo, un nimero o una funcién que
cumple ciertos requisitos)

Esta existencia en Hilbert referida a la no contradiccién resulta claramente
cercana a la realidad inmanente de los objetos matemdticos en Cantor y su restriccién a la
no contradiccidén. Asi mismo, es solidaria con las preocupaciones de Dedekind sobre la
existencia efectiva de un sistema simplemente infinito por medio de su caracterizacién
axiomatica, la cual se ha exhibido arriba.

De otro lado es conocido que Hilbert participd en seminarios sobre los
fundamentos de la fisica en Gottingen con fisicos como Minkoswski, Boltzmann y Hertz.
En esos momentos Hertz habfa desarrollado tres criterios bdsicos a considerar en la
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fundamentacién de la fisica para evaluar cualquier hecho: conmsistencia, correlacion y
conveniencia. Sin lugar a dudas, estos principios basicos, la presentacién axiomadtica de la
geometria en el texto Lecciones sobre geometria nueva de Moritz Pasch, y de la
categoricidad tomada de Dedekind, inciden en su programa formalista. Desde su nueva
visién de las matemdticas, la existencia se considera independientemente de todo acto o
procedimiento de construccion del objeto, formalmente la reduce a la no contradiccion.
Pero tal existencia debe estar dada sobre una base intuitiva de signos concretos, dominio de
la metamatematica o teoria de la demostracion por medios finitistas.

Para Hilbert completez y simplicidad son dos atributos necesarios para que un
sistema de axiomas pueda fundamentar una construccién deductiva. Recordemos que al
comienzo de los Fundamentos de la Geometria afirma lo siguiente:

La presente investigacién es un intento nuevo de establecer un conjunto de
axiomas para la geometria tan completo y simple como sea posible, y deducir de
ellos los teoremas geométricos mds importantes, de tal manera que se aclare el
sentido de los varios grupos de axiomas, y el significado de las conclusiones que
puedan derivarse de los axiomas individuales.

Una vez resuelto el problema de dar una existencia inescrutable para los nimeros
reales, sin recurrir al concepto de conjunto de enteros, el fundamento del andlisis estd
sentado para Hilbert. Ideas que en los afios posteriores se sumaran a su Programa
Formalista de fundamentacién de las matematicas. Esto nos dara un cierto grado de libertad
en nuestra lectura de su axiomadtica, mirando los objetos caracterizado como los cuerpos
totalmente ordenados arquimedianos y los criterios de comparacién entre ellos como los
homomorfismos de cuerpos moné6tonos.

3. Una lectura moderna de Dedekind

A continuacién, queremos hacer una lectura de los trabajos de Dedekind desde una
perspectiva bastante moderna, los cuales igualmente nos servirdn en la lectura posterior de
Hilbert. Es asi que nos vemos obligados a introducirnos por un momento en algunos
formalismos técnicos propios de las matemadticas modernas. En particular haremos un muy
breve acercamiento al dlgebra universal, para adentrarse mds en este punto recomendamos
la lectura de [5], y a la teoria de categorias, tépico en el que existen un sinnimero de
excelentes textos cldsicos como el de Saunders MacLane “Categories for the Working
Mathematician” publicado en 1971, cuya segunda edicién la hace la Springer Verlag en
1991, y otros modernos como el de Steve Awodey “Category Set” (Carnegie Mellon
University, Clarendon Press-Oxford 2006).

3.1 Un bit de algebra universal

En las matemdticas existe una gran variedad de estructuras algebraicas, entre otras los
espacios vectoriales, los anillos, los grupos, y los reticulos. Es apenas natural la bisqueda
de lenguajes lo suficientemente potentes para hablar de todas ellas, es asi que surge el
Algebra Universal, que desarrollaremos brevemente a continuacion.
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Una signatura o tipo de lenguaje es un un par (¥, ) donde X es un conjunto de elementos
llamados simbolos de operacion y 6:X — N es tal que para cada o€ X, 9(c)=n es
llamada la aridad de o.

Una X -dlgebra es un par ordenado A=(A,(c*:ce X)), donde A es un
conjunto no vacio y 6*: A" — A es una funcién Ilamada operacién fundamental en A,
paratodo 0 € X . Cuando n = 0 se entiende O A como un elemento constante de A.

Un ejemplo tipico es el lenguaje ¥ ={-,”', e} para hablar de los grupos, donde -
es un simbolo de operacion binaria (de aridad dos), ! es un simbolo unario (de aridad
uno), y e es un simbolo constante (de aridad cero).

Un grupo es una dlgebra G =(G,,,”",1) que satisface las siguientes identidades:
x-(y-z)=(x-y)z, xl=lx=xyx-x' =x"-x) =1

Los reticulos se pueden describir en forma similar. Un reticulo es una élgebra
con operaciones binarias L =(L,v,A) que satisfacen la leyes conmutativas xv y = y v x

y XAY=YAX; las leyes asociativas (xvy)vz=xv(yvz) y
(xAY)AZ=XxA(yAZ); las leyes de idempotencia xVx=x y xAXx=x; y las leyes
de absorcion x = xV(xAYy) y x=xA(XxVY).

3.2 Dedekind en el lenguaje de teoria de categorias
Dada la signatura ¥ ={f,e} donde f y e son simbolos de operacién de aridad uno y

cero respectivamente, formemos la categoria € que tiene por objetos todas las X —lgebras
y por morfismos los X —homomorfismo entre ellas. En la literatura es usualmente llamada
la categorfa de las dlgebras tipo uno-cero. Los objetos de € son F-dlgebras, es decir,
dlgebras de la forma A = (A, f*,a*), donde f*:A— A es una funcién y a* es un
elemento distinguido de A. Las cuales por comodidad las representaremos abreviadamente,
por una sola aplicacién [f*,a*]:A+1—A. Entendiéndose que a*:1—> A toma como

distinguido de A al elemento a®. En particular el 4lgebra N =(N, sV, OY) de los

nimeros naturales, donde s" representa la funcién sucesor es un objeto de esta categoria €
y que representaremos abreviada segtin convenimos por [s", 0"].

Dado [ f*,a*] un objeto cualquiera de la categorfa Centonces existe una dnica
h:N — A definida por h(0)=a y h(s(n)) = f(h(n)) para todo n que hace conmutativo
el siguiente diagrama:
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[sY, 0] [f*a*]

N——————>» 4
h
Es decir, los ndmeros naturales son el objeto inicial de la categorfa €.

Observacion 3.1 El objeto inicial, siempre que exista, en una categoria es tinico salvo
isomorfismos.

Puesto que si A y B son objetos iniciales en una categoria dada, entonces existen
morfismos tnicos h:A—>B y k:b— A, asi goh: A — A es el tinico morfismo de A

en A, y por tanto es igual id, : A — A, que siempre existe pues estamos en una categoria.
Es decir, koh =id,. Andlogamente hok =id,, y asi Ay B son isomorfos.

Lo cual nos da de inmediato el resultado de categoricidad de los ndmeros
naturales, es decir, son tinicos salvo isomorfismos. Ademds nos permite exhibir con cierta
agilidad los principios de induccién y recursion.

3.3 El principio de induccion.

Intuitivamente, el ser N es el objeto inicial'® en € estd dando cuenta que es el menor objeto

inductivo, que es lo andlogo a la presentacién conjuntista como el menor conjunto
inductivo. Veamos ahora que esta caracterizaciéon en el lenguaje de categorias para los
nimeros naturales nos guarda ademads el principio de induccion: si tenemos que P(x) es una

propiedad definida sobre N, entonces si A={ne N:P(n)}cumple que 0cA y para todo

ne A implica que s(n)e A, entonces A = N.

Dadas las caracteristicas del conjunto A tenemos que el dlgebra A = (A, st ,OA>;

donde s* representa la funcién sucesor restringida al conjunto A y 0* es el OeN es un

objeto de esta categoria C, es decir, [sA,ON] es un elemento de €, pero como [sN, ON] es el
objeto inicial, entonces existe un tnico 4 tal que el siguiente diagrama conmuta

N +1 (hidi] ) a+1

[s", 0 [s*,0N]

N—————>» 4
h

18Esta caracterizacién de los naturales, es usada en el axioma N.N.O. de Freyd [15] y Goldblatt [17], que no es mas
que una reescritura del axioma 3 de Lawvere [25]; que como afirma Zalamea [31] captura el comportamiento de la
estructura de los naturales con respecto a la definibilidad de funciones via recursién simple. Si la categoria
ambiente es, ademds, una categoria cartesiana cerrada (c.c.c.) se obtiene entonces recursion primitiva.
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. . A .
Asf como ya teniamos que 0” = N entonces se concluye que h=idy con lo cual

stV y por tanto A = N.

3.4 El principio de recursion.
Sea A un conjunto"’ y a, € A, entonces para toda funciéon g: AXN—A existe una tnica

h:N — A tal que h(0) = a, y para todo n € N se cumple que h(s(n)) = g(h(n),n).

Tomando a:1— A, definida como a(0) =gq,, y haciendo la suma amalgamada entre los
morfismos g:AXN —A y a:1— A tenemos que se pueden representar mediante el
morfismo AXN +1 —1&4 5 A

Nuevamente usando el cardcter de objeto inicial para N tenemos que existe un tnico
morfismo 4 tal que el siguiente diagrama conmuta

N +1 [<h*—>idN>’ id) 0 AxN+1

[sY, O] (g, al

asi h(0) =ho [sN, ON] 0)=[g,alo[{h, idN> id](0) = a(0) = ap y ademds que
h(s(n)) = ho [s", O] (n) = [g.al o [{ h, idy) id\](n) = g(h(n)n).

Ahora veamos el denominado feorema de recursion paramétrica:

Teorema 3.1 Dadas las funciones a:P—A, y g: AXNXP—A existe una vinica h:NXP—A
tal que h(0, p) = a(p) para todo pe P y para todos neN, pe P se cumple que
h(s(n),p)=g(h(n,p),n.p).

Este principio de recursién, que no es inmediato para nada en un curso bésico de teoria de
conjuntos, permite probar la categoricidad de{ N,<) con las propiedades bdsicas de no

tener elemento final, y que cada conjunto acotado inferiormente tiene un minimo y que
cada conjunto acotado superiormente tiene un maximo (ver [23]). Ademds nos garantiza la

Es importante notar que nuestra categorfa ambiente es Sef que es c.c.c. y por tanto tenemos esta version fuerte de
recursion.
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buena definicién de las funciones recursivas, entre las que podemos resaltar la buena
definicién de las operaciones suma y multiplicacién en los ndmeros naturales que
constituyen parte fundamental en las presentaciones bdsicas de la estructura algebraica de
N. Para garantizar la existencia de una tnica suma +: N X N — N tal que +(m, 0) = m para
todo me Ny que +(m, s,(n)) = s(+(m,n)) para todos m,n,e N basta invocar el teorema de
recursién paramétrica y escoger P = A = N, a(p) = p para todo pe N,y g(x,n,p) = s(x) para
todos p, x, n € N. Hoy por hoy, al abordar los fundamentos bésicos de la aritmética es tarea
obligada sustentar y discutir el principio de recursion.

Una observacién interesante es notar que, bajo las hipétesis del teorema de
recursion primitiva, para cada pe P fijo, haciendo a(p) = a, y g,;’A X N — A, definida por
gy(a,n) = g(p,a,n) tenemos que existe una tinica £, tal que el siguiente diagrama conmuta:

N +1 —>[<hﬂ’ idN>, (il 4 5N+ 1

[s",0M [gp» a,]

h,

Asi las cosas es natural al pregunta: ;como determinar la tnica 4 conclusién del
teorema?

Para lograr esto es necesario pedir a la categoria subyacente tener potencias, bajo
esta condicién dada a:P — A tenemos que a € A” y dada g:A x N x P— A, entonces existe
G:N x A= A" definida por G(n,b)(p) = g(b(p),n,p). Luego existe una tnica k tal que el
siguiente diagrama conmuta:

N +1 [<idN, k>, ldl] N ><AP +1

[sY, 0] [G, d]
N f’ AP

Asi tenemos que k(0) = a y también que k(s(n)) = G(n.k(n)), por lo cual
concluimos que k(s(n))(p) = G(n,k(n))(p) = glk(n)(p), n, p). Por lo tanto garantizamos la
existencia de una tnica funcién h:NxXP— A, definida por h(n,p) = k(n)(p) que satisface que
h(0,p) = k(0)(p)=a(p) y h(s(n),p) = k(s(n))(p) = g(k(n),n,p), para todos neN y para todo
peP.

En resumen, bajo la existencia de A” para todos A y P se tiene como resultado el
teorema de recursidn paramétrica, en particular si estamos en una categoria c.c.c.
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4. Completez de Hilbert formalizada

Veamos en forma sucinta dos de las presentaciones formalizadas de la completez de
Hilbert. La primera propuesta de Cohen-Goffman [7] y [16], basada en las condicién de
maximalidad a través de grupos ordenados arquimedianos. La segunda la propuesta de
Ehrlich [11], en la cual partiendo del sistema P presentado por Tarski, que es equivalente al
propuesto por Hilbert, adiciona los axiomas arquimediano (A) y de completez (C) para
estudiar basicamente los teoremas de inmersién y categoricidad.

4.1 Formalizacién de Cohen-Goffman
En [16] se distinguen entre tres tipos de completez para los nimeros reales, las estdndar de
Dedekind y Cantor, agregando la Arquimediana o de Hilbert que desarrollaremos mads
adelante.
* Dedekind, completez de 6rdenes totales: un conjunto S con un orden total se dice
completo si y sélo si todo subconjunto no vacio de S acotado superiormente tiene
supremo.
* Cantor, completez de espacios métricos: un espacio métrico se dice completo si y
solo si toda sucesién de Cauchy converge.
* Arquimediana o de Hilbert, completez como grupo abeliano totalmente ordenado:
un grupo abeliano totalmente ordenado se dice completo si y sélo si no tiene
extensiones arquimedianas propias.

Dado un grupo abeliano totalmente ordenado S, dos elementos x,ye S con x, y>0
se dicen relativamente arquimedianos si cada uno es menor que un multiplo del otro. Si S'y
T son grupos totalmente ordenados, con S un subgrupo ordenando de 7' tenemos que 7T es
una extension arquimediana de S si para cada x € T, x > 0 existe un ye § tal que x y y son
relativamente arquimedianos. Un grupo G es llamado completo en el sentido de arquimedes
6 a-completo si no tiene una extension arquimediana propia.

Un cuerpo F cuyo grupo aditivo es abeliano totalmente ordenado a-completo, se
dice que es un cuerpo ordenado arquimediano completo. Dado que esta definicién no
presupone que F sea arquimediano, tiene sentido preguntarnos si existen cuerpos no
arquimedianos que sean cuerpos ordenados arquimedianos completos. La respuesta es que
si existen y fueron descubierto en 1907 por H. Hahn que los caracteriza con una sencilla
definicién a través de series formales; posteriormente se han obtenido resultados similares a
los teoremas de inmersion y categoricidad sobre estos cuerpos de Hahn.

Ejemplos:
1. Sea S=<Z><Z < > donde <

. <,,. representa el orden lexicografico. Entonces S no es

arquimediano ya que tomando a 0 = (0,0), b =(0,1) y ¢ =(1,0) tenemos que 0<b<c
y para todo ne N se cumple que nb = n(0,1) = (0,n) <c.
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2.Sea T = <R><R, < Lex> entonces veamos que 7 es una extensiéon arquimediana de S: sea

a=(x,y)e §S. Luego 0<a <> (0,0) <(x,y) que a su vez es equivalente a O<x 6
0=xA0<y.
caso 1: O<x tomando b=(1,0)>0, con he S. Como x,1 en R son

relativamente arquimedianos, concluimos que a, b son relativamente
arquimedianos en T.

caso 2: 0=xA0<y tomando b =(0,1) >0, con he S. Como y,l son

relativamente arquimedianos em R concluimos que a,b son relativamente
arquimedianos en T.

3. T no es arquimediano, pues ya habfamos mostrado que S no lo es.

4. Si hacemos A ={(x,y):(x,y) <(0,n)Vne N} entonces el conjunto A resulta ser
igual a {(x,y):x<0}. Entonces A no tiene minima cota superior, pues si tenemos que
(u,v) es una cota superior para A entonces u >0 y asi (u,v—1) también es cota superior

paraA y (u,v—1) < (u,v).

Cohen-Goffman [7] demuestran que R es completo en el sentido de Arquimedes,
y como los nimeros enteros son completos en el sentido de Dedekind y de Cantor, pero no
lo son el sentido de Arquimedes, afirman que tales definiciones de completez son
defectuosas. Mds atin, muestran cierta debilidad en la nocién de completez de Cantor para
grupos totalmente ordenados, la cual modifican considerando sucesiones transfinitas® en
lugar de lo usual de sucesiones numerables. A las restricciones impuestas las llaman d-
completez y c-completez para la de Dedekind y la de Cantor respectivamente. Ademas
muestran su equivalencia, y que a-completo implica d-completo, y por tanto c-completo.

En esta formalizacién se captura la idea de maximabilidad propuesta por Hilbert
en su axioma de completez, y aparece como una axiomatizaciéon mucho mds fuerte que las
tradicionales de Cantor y Dedekind.

4.2 Formalizacién de Ehrlich
En [11] la versién del axioma de completez (C) es dada por “the estructure consisting of

the collection of points together with betweenness and equidistance relations defined on it
admits no proper extension to a model of PU{A}.” Donde P representa los axiomas

basicos de la geometria propuestos por Tarski y A el axioma arquimediano.

»Esta forma de completez puede ser definida en términos de estructuras uniformes, intervalos cerrados anidados o
sucesiones transfinitas.
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La nocién cldsica de espacio cartesiano sobre un campo ordenado {F',+,-,<)es
la estructura C,{F}=(A,,B,,=,) donde las relaciones B, y =, son definidas sobre

A, ={(x,,x,):x,,x, € F} por las siguientes expresiones:

» B.xyz siysolosiexiste A€ F con 0SA<1y y —x, =A(z,—x,) para i =1,2.
* xy=, uv siysoélosi z;zlz(xi —yl.)2 =Z:12(ui—vl.)2.

La completez de Hilbert en esta formalizacién encierra esencialmente los
teoremas de inmersion y categoricidad del sistema P U{A,C}. Todo modelo de P U{A}

estd inmerso en C,{R} y este es salvo isomorfismo el tinico modelo de P U{A,C}. Con lo

cual se da respuesta a la pregunta inmediata que emerge cuando se estudia el axioma de
continuidad de la recta geométrica en Dedekind, acerca de cual era la relacién del axioma
de completez con la geometria cartesiana, y la respuesta es que garantiza su unicidad via la
categoricidad.

5. La categoria arquimediana ordenada

Precisemos para el caso de los numeros reales, aunque algo similar sucede para la
geometria cartesiana, supongamos que tenemos la lista de los axiomas (I) axiomas de
composicion, (IT) axiomas de calculo, (II) axiomas de orden, y dentro de los del grupo (IV)
axiomas de continuidad, sélo consideremos el (IV,1) el axioma arquimediano.

Formemos la categoria € que tiene por objetos todos los modelos de los
axiomas seleccionados. Los modelos de dichos axiomas no son otros que los cuerpos
arquimedianos totalmente ordenados como detallaremos un poco mds adelante. Dentro de
éstos objetos tenemos a Q 'y o2 ]21 entre otros. Dados dos de tales modelos M;y M;el
conjunto de morfismos de M; a M, estd formado por todos los monomorfismos de cuerpos
que preservan el orden entre M; y M, es decir, los monomorfismos mondétonos. Para
concluir la formulacién de la categoria digamos que las identidades y composicién son las
obvias. En lo que resta del articulo presentaremos en forma detallada la descripcién de la

categoria €.

5.1 El cuerpo arquimediano inicial

Dado un cuerpo F* resulta inmediato mostrar que X la interseccién de todos los
subcuerpos contenidos en F es nuevamente un cuerpo. Este es el subcuerpo mds pequefio de
F usualmente llamado subcuerpo primo. Si se quiere en forma mds precisa X es el
subcuerpo generado por el modulo multiplicativo 1, es decir, el conjunto

2ISi desarrollamos el caso de la geometria tendrfamos como objetos las geometrias C,{Q} y CZ{Q[\/E ]} entre

otros.
2 En forma més general, podriamos considerar un anillo con divisién.
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X:{ﬂl:m,neZ/\nl;tO}-
nl

Observacion 5.1 Cuando F es de caracteristica cero, entonces nl = 0 si y sélo si n=0y
por tanto la aplicacio’ngt :Z — X esinyectiva. Como Q es el cuerpo de fracciones de Z
existe un vnico homomorfismo h:Q — X que extiende a f . Es decir, tal que el siguiente

diagrama es conmutativo:

Q<

con lo cual h[m): h(m)h(n)™ zﬁl. Asi su cuerpo primo es isomorfo a los nimeros
n nl
racionales Q.

Observacion 5.2 Dentro de las consideraciones estindar de ordenes se puede mostrar
ademds que existe un tinico orden total compatible sobre Q, que extiende el orden de Z.

Observacion 5.3 " < P iy s6lo si mg < np.
noq

. . 23 ..
Con lo anterior se recibe como resultado™ el siguiente teorema.

Teorema 5.1 Si F es un cuerpo totalmente ordenado, entonces existe un monomorfismo
monotono f:Q — F.

Definicion 5.2 Si G es un grupo ordenado y x,ye G entonces diremos que x es
infinitamente mas pequefio que y, y escribiremos x <<y si para todo neZ se cumple
quex" <y. Diremos que G es arquimediano si 1, <<x<<y implica que x=1,. Si
(R,+,,<) es un cuerpo entonces diremos que R es arquimediano si(R,+,<) es un grupo

ordenado.

“Es importante recordar la cercanfa de este resultado al ya cldsico teorema de Holder (1900) donde demuestra que
bajo la hipétesis de ser G un grupo totalmente ordenado, ser arquimediano es equivalente a ser isomorfo a un
subgrupo aditivo de los niimeros reales, de donde deriva que todo grupo arquimediano totalmente ordenado es
conmutativo.
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Es importante notar que un grupo totalmente ordenado G es arquimediano si y sélo si para
todos x,y >0 tales que l,<x<y existe un neZ talque x" <y < x"“.

Ejemplo 5.3 El campo de los niimeros racionales Q con el tinico orden total que extiende
el orden de Z, es arquimediano. Usando la notacion aditiva, escribiremos nx en lugar de

xn. Sig<™ o P en Q conn,q<0 entonces (n2p+1)ﬂ>n2pﬂ=npmanzgzg.
n o q n n ng q

Observacion 5.4 De las observaciones 1y 2, y lo exhibido en el anterior ejemplo podemos
concluir que: Q salvo isomorfismos, es el mds pequeiio cuerpo arquimediano totalmente
ordenado.

5.1.1 En lenguaje de teoria de categorias
La observacién anterior recogida en términos de nuestra categoria® C nos afirma que Q es

el objeto inicial de €. Es decir, para todo F elemento de £, equivalentemente para todo F
cuerpo arquimediano totalmente ordenado, existe un tinico monomorfismo h:Q —F.

Asf si suponemos que existe otro cuerpo arquimediano totalmente ordenado C
que tenga las mismas propiedades que Q es decir si C es otro objeto inicia de la categoria

C. entonces para todo F elemento de C (es decir, para todo F cuerpo arquimediano
totalmente ordenado) existe un tnico monomorfismo k: C — F.

En tal caso existen monomorfismos tnicos 7:Q — Cy k: C — F. Entonces ko h
es un monomorfismo de C en C y por la condicién de unicidad tenemos que ko / es la
identidad; y analogamente hok es la identidad. Por tanto 4 es un isomorfismo y asi Q es
isomorfo a C. Recibimos que Q efectivamente es tnico salvo isomorfismos.

En otras palabras hemos sustentado la categoricidad de los niimeros racionales,

por ser objeto inicial de la categoria C.

5.2 El cuerpo arquimediano final
Dado un cuerpo F totalmente ordenado, y xe F definimos el valor absoluto de x por
Ixl={x,x}. No es dificil verificar que se satisfacen las habituales propiedades del valor
absoluto en los nimeros reales, es asi que las usaremos libremente. Ademds llamaremos
una sucesion a una funcién a:N — F y diremos que:
* a es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 en F, existe un ky € N tal que
la(n) — a(m)| < € para todos m,n € N tales que m,n >k,
* a es una sucesion de nula si para todo £> 0 en F, existe un kye N tal que la(n)l < &€
para todos n € N tal que n =k,

4 . P L
**Esperamos que la categoria C sea mds clara ahora, formada por todos los cuerpos arquimedianos totalmente
ordenados como objetos y los homomorfismos (de cuerpos) mondtonos entre ellos como morfismos.
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* a es una sucesion positiva si existen £>0en F, y ky € N tales que la(n)l > € para
todon e N tal que n =k,

* g es una sucesion convergente si tiene un limite en F' es decir, existe b € F tal que
para todo £> 0 en F, existe un kg € N tal que la(n) — bl < € paratodos n € N tal
que n =k,

Usando la notacién C y K para los conjuntos de todas las sucesiones de Cauchy y nulas
respectivamente. Definiendo la suma y el producto componente a componente, es decir
(a+b)(n) = a(n) + b(n) y (a.b)(n) = a(n) b(n) se demuestre en la forma estdndar que C es
un anillo conmutativo con identidad, que K es un ideal de C'y que C/K es un cuerpo.

Aunque no es inmediato, usando la maquinaria de los epsilon's (ver por ejemplo
[4]) se demuestra C/K es realmente un cuerpo totalmente ordenado que contiene una copia
de F.

De nuevo en la forma estdndar se muestra que en un cuerpo totalmente ordenado
toda sucesién convergente tiene un Unico limite y es de Cauchy.

Definicion 5.4 Un subconjunto no vacio S de cuerpo totalmente ordenado F se dice denso
en F si siempre que a<b en F, existe xe S tal que a < x < b.

Teorema 5.5 Un cuerpo totalmente ordenado F es arquimediano si y solo si su subcuerpo
primo es denso.

Demostracién

Como el subcuerpo primo es isomorfo a Q por comodidad identificaremos al subcuerpo

primo con Q. Supongamos que Q es denso en F y sean a,b € F tales que 0 < a < b. Por la

densidad existen n,m € N tales que <™ o %. Porlo tanto ;5= pn% >pn™ =bm>p vy asi
n b b n

F es arquimediano.

Ahora, supongamos que F' es arquimediano y sean a,b € F tales que a < b. Entonces existen

tres casos a considerar:

1. a <0 < b: Trivialmente O estd en Q, y cumple lo requerido.
1

2.0<a<b:Enestecasob-a>0yasi - - por lo cual existe n > 0 tal que
b—-a

nl> y por lo tanto 1 >b—qa- Yaque F es arquimediano y NV es bien ordenado, existe
b—a n

el minimo de tales n, digamos que sea m, asi p< ml=ﬂ . Tenemos entonces

n on

p>m-l =ﬂ—l>b—(b—a)=a y asi en este caso ™ _! sirve como el elemento
n non n n

requerido de Q.
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3.a<b<0:Eneste caso 0 < -b < -ay asi por caso (2) existex € Qtalque—-b<x<-a

y por tanto a <x < b siendo — x € Q el elemento requerido. ™

Definicién 5.6 Un cuerpo totalmente ordenado F se dice completo® si toda sucesion de
Cauchy en F es convergente.

De nuevo, usando la maquinaria de los epsilon’s (ver por ejemplo [4]) se demuestra C/K
que es arquimediano y completo.

Definicion 5.7 Por un cuerpo arquimediano universal entendemos un cuerpo totalmente
ordenado R que es arquimediano y tal que, si X es cualquier otro cuerpo arquimediano
totalmente ordenado, existe un tinico monomorfismo h:X—R tal que el siguiente diagrama

Q \—, X
N A

es conmutativo, donde i y j son las inmersiones candnicas.

El siguiente resultado, cuya prueba se puede ver en [4] pagina 184, es fundamental para la
conclusion de nuestro trabajo.

Teorema 5.8 Salvo isomorfismos existe un tinico cuerpo arquimediano universal. Mds atin,
las siguientes dos condiciones sobre un cuerpo totalmente ordenado F son equivalentes:

1. F es un cuerpo arquimediano universal.
2. F es arquimediano y completo.

El teorema anterior prueba que existe esencialmente un unico cuerpo arquimediano
universal, y que C/K es tan solo un modelo de este. Aunque no consideramos pertinente
incluir la sustentacion aqui, de una forma estandar se puede exhibir otro modelo a través de
cortaduras a lo Dedekind. Como es lo usual denotaremos a este un unico cuerpo
arquimediano universal como R, y no es otro que los nimeros reales.

5.2.1 En lenguaje de teoria de categorias
El teorema anterior en términos de nuestra categoria Cafirma que R es el objeto final de £

Es decir, para todo F elemento de €, equivalentemente, para todo F cuerpo arquimediano
totalmente ordenado existe un tinico monomorfismo A: F — R.

“Realmente deberiamos decir Cauchy completo, pues existen otras versiones de completez, pero aqui sélo nos
referiremos a esta.
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Asf usando un argumento dual al del caso de los nimeros racionales tenemos que

R es tinico salvo isomorfismos por ser el objeto final de la categoria C.
En otras palabras hemos sustentado la categoricidad de los nimeros reales, mas
atn tenemos la inmersién de cualquier otro cuerpo arquimediano totalmente ordenado en R

por ser objeto final de la categoria €.

5.3 Comentarios finales
Este tnico cuerpo arquimediano universal es el que se captura en la definicién de niimeros

reales dada por Hilbert. El axioma de completez de Hilbert afirma que la categoria C tiene
un objeto final, y dicho objeto final es R. Con lo cual es inmediato que dado cualquier
modelo M de los axiomas seleccionados existe una unica inmersion de M en R. Es decir, se
cumple el teorema de inmersion. Ademds, también es inmediato, que R es Unico salvo
isomorfismos. O sea que se cumple el teorema de categoricidad®.

Creemos que al igual que las formalizaciones de Cohen-Goffman ([7], [16]) y
Ehrlich [11], hemos mostrado ampliamente nuestra formalizacién corresponde a una lectura
legitima de la completez de Hilbert de 1900, al capturar por medio de la teoria de categorias
la condicién de maximabilidad a través de la existencia de un objeto final en la categoria
introducida.

Dualmente al caso de N tenemos para R los teoremas de co-induccién y co-
recursiéon que son utilizados recientemente en algunas investigaciones de ciencias de la
computaciéon (Pavlovic-Pratt [28]) y que muy seguramente permitirdn en un futuro
inmediato una mejor apropiacién de los conceptos de limites en R. Aspectos que esperamos
desarrollar en nuestras préximas investigaciones.

Esperamos, en un proximo trabajo del grupo de investigacién, mostrar que la
lectura a través de la teorfa de categorias de Hilbert permite exhibir su influencia en la
escuela Bourbaki. Presentaremos el paralelo de la completez de Hilbert con la completacién
hecha por los Bourbaki, de un espacio uniforme asociado a un grupo topolégico ordenado,
lo que nos permitird sustentar la cercania estructural entre la construcciéon de los nimeros
reales por Bourbaki y la axiomatizacién de Hilbert.
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