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Resumo

Neste artigo apresentamos um breve relato histdrico sobre a teoria dos grupos. Sintetizamos
a evolucdo do conceito de grupo a partir de sua origem, com os grupos de Galois,
direcionando os fatos até os modernos grupos de calibre da teoria de Gauge. Nessa
transi¢do, enfatizamos o conceito de grupo de lagos, destacando sua importancia nas
diversas areas da Ciéncia. Este informativo € nossa principal contribuicdo académica, tendo
em vista a escassez de literatura em lingua portuguesa sobre a teoria de grupos de lagos.
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[A NOTE ON THE THEORY OF GROUPS: GALOIS THEORY TO GAUGE THEORY]
Abstract

In this paper we present a historical description of the group theory. We summarize the
evolution of the concept of group from the Galois theory to the Gauge theory. We
emphasize the notion of loop group, displaying its relevance to the Science. This is our
main contribution, since there is a lack of lecture on loop group in Portuguese language.

Keywords: Group theory, Loop group, Galois theory, Gauge theory.

Introducéo

O conceito de grupos € uma das ferramentas mais utilizadas na Matematica Moderna.
Dentre as diversas areas da Ciéncia nas quais este conceito é fundamental estdo incluidas a
teoria quantica de campos, as estruturas atdmica e molecular, e a cristalografia, além do
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préprio estudo da algebra abstrata, onde tal conceito é utilizado para a construcédo de outras
estruturas algébricas, como anéis, corpos, e espagos vetoriais, uma vez que estes podem ser
vistos como grupos dotados de operacOes e axiomas adicionais.

A teoria dos grupos tem sua origem no trabalho do mateméatico francés Evariste
Galois (1811-1832) sobre a solubilidade por radicais de equagfes polinomiais. Outros
matematicos, dentre eles o suico Leonard Euler (1707-1783), o alemdo Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), o francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813), o noruegués Niels
Henrik Abel (1802-1829), e o italiano Paolo Ruffini (1765-1822), também colaboraram
para o crescimento desta area, com contribuices na teoria das equacBes algébricas, na
teoria de nimeros e na geometria.

O britanico Arthur Cayley (1821-1895) foi quem primeiro definiu o conceito
moderno de grupo, a quem é atribuido o célebre dito: "Um grupo é definido por meio de
leis que combinam seus elementos”. Porém, tal conceito ndo ganhou real aceitacdo até as
apresentagdes do alemdo Walther Franz Anton von Dyck (1856-1934) em 1882. O estimulo
para estudar grupos de dimenséo infinita veio da geometria e topologia por influéncia do
alemao Felix Klein (1840-1925), do noruegués Marius Sophus Lie (1842-1899), do francés
Henri Poincaré (1854-1912), do alemdo Max Dehn (1878-1952) e do também noruegués
Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832-1918). Nesta época, o estudo dos grupos assumiu sua
forma abstrata independente e se desenvolveu muito rapidamente.

A primeira grande fase da teoria dos grupos finitos atingiu o seu apice no periodo
imediatamente antes da Primeira Guerra Mundial com os trabalhos do alem&o Ferdinand
Georg Frobenius (1849-1917), do inglés William Burnside (1852-1927) e do bielorrusso
Issai Schur (1875-1936). Depois de 1928, novas e decisivas contribui¢fes foram feitas pelo
também inglés Philip Hall (1904-1982), pelo alemdo Helmut Wielandt (1910-2001) e, no
campo de representacdes de grupos, pelo também aleméo Richard Dagobert Brauer (1901-
1977). A classificacdo foi completada em 1982 com a participagdo de centenas de
matematicos, liderados pelo norte-americano Daniel Gorenstein (1923-1992).

Atualmente, a teoria dos grupos esta dividida em diversas subareas e 0s interesses
sdo muitos. Varios problemas tém sido atacados e solucionados, destacando o nome de
muitos outros matematicos e fisicos. Um dos conceitos mais modernos da teoria, o qual tem
sido intensiva e extensivamente estudado, é o conceito de grupo de lagos, um tipo especial
entre os grupos de calibre da teoria de Gauge. Este artigo tem como principal objetivo
divulgar a teoria dos grupos de lagos na literatura de lingua portuguesa, contribuindo com
um rico referencial bibliografico, visando a motivacdo e orientacdo de estudantes e
pesquisadores interessados no assunto.

A teoria de Galois e sua expanséo

Buscando descrever as simetrias de equacOes satisfeitas pelas solugdes de uma
equacdo polinomial, Evariste Galois (1811-1832) deu origem a teoria dos grupos. Em 1832,
por meio de uma carta escrita a0 seu amigo Auguste Chevalier, Galois esbog¢ou o seu
famoso trabalho sobre solubilidade por radicais, introduzindo o conceito de grupo sollvel.
O problema consistia em mostrar que uma equacdo polinomial admite solucéo por radicais
se seu grupo é sollvel (cf. GALOIS, 1897; STEWART, 1973; TIGNOL, 1988). Embora

72 RBHM, Vol. 12, n® 24, p. 71-81, 2012



Uma nota sobre a teoria dos grupos: da teoria de Galois a teoria de Gauge.

ndo tendo esse trabalho reconhecido em vida, devido a sua
morte precoce N0 MESMO ano em que O escreveu, suas
descobertas foram publicadas mais tarde por Chevalier em
Revue Encyclopédique. Outras memorias e manuscritos de
Galois foram publicados por Joseph Liouville (1809-1882) em
1846 em seu Journal de Mathématique, e por Camille Jordan
(1838-1902) em 1870 em seu livro Traité des Substitutions.
Tais trabalhos ajudaram a substanciar e divulgar a teoria de
Galois. O subsequente interesse por essa teoria ocasionou 0
surgimento da teoria geral dos grupos, cuja expansdo resultou
nas assim chamadas estruturas algébricas, atribuindo-se ao .
conceito de grupo um papel fundamental e proeminente na  Figura 1: Evariste Galois
algebra abstrata. Os grupos abelianos, em homenagem a Niels

Abel (1802-1829), sdo casos especias de grupos sollveis, que apesar de serem muito
especificos estdo presentes em varias estruturas fundamentais da algebra comutativa tais
como anéis, corpos, modulos e espacos vetoriais (cf. ROTMAN, 1976).

As pesquisas em teoria dos grupos foram levadas adiante por Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857) e outros que se sucederam. Dessas pesquisas surgiu a definigdo
moderna do conceito de grupo, dada por Arthur Cayley (1821-1895) (1854). Um grupo é
um conjunto ndo vazio G munido de uma opera¢do binaria u: G X G — G, denotada por
u(a, b) = a = b, a qual satisfaz as seguintes propriedades:

-
o

(1) [associativa] (a * b) * ¢ = a * (b * ¢), quaisquer que sejam os elementos a, b, c
de G;

(2) [elemento neutro] Existe um elemento e em G tal que e * a = a, para todo
elemento a € G;

(3) [elemento inverso] Para todo a € G, existe um elemento b em G com b * a = e.

Apo6s a definicho moderna do conceito de grupo a teoria dos grupos se
desenvolveu rapidamente, e foi tdo influente que sua expansdo rompeu os limites da
Algebra. Grupos aparecem em todas as partes da Matematica e sdo usados nas ciéncias em
geral para determinar a simetria interna de uma estrutura na forma de automorfismos de
grupo. Uma simetria interna estd normalmente associada com
alguma propriedade invariante, e o conjunto de transformagdes que
preserva este invariante forma um grupo, assim chamado grupo de
simetria. Na area da Matematica chamada topologia algébrica,
grupos sdo usados para descrever o0s invariantes de espagos
topoldgicos. Tais grupos incluem o grupo fundamental, o grupo de
homologia e o grupo de cohomologia (cf. BREDON, 1997; LIMA,
2006; SPANIER, 1966). A nogdo de grupo veio a alcancar um
grande papel codificador em geometria e em analise combinatdria,
outro ramo da Matematica. Os conceitos de grupo de permutagdo e
de acdo de um grupo sdo frequentemente utilizados para

Figura 2: Arthur Cayley
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simplificar a contagem de um conjunto de objetos. ¢ il
Os grupos algébricos lineares e os grupos de Lie &,‘.' ¢ d‘,’_‘;}.
compBem dois ramos da teoria dos grupos que L ° Sl

tiveram enormes avancos, sendo assim considerados
como submatérias de maior importancia (cf.

BOREL, 1969; CEVALLEY, 1946 e 1951). “ { . { o e
Em outras ciéncias como a Fisica e a . « ' ¢
Quimica, os grupos estdo intimamente relacionados ' ey

com a teoria de representacdo. Em Fisica, o interesse
maior estd na representacdo de grupos de Lie que
podem descrever as simetrias que as leis fisicas ~ Figura3: Simetria molecular

devem obedecer em certos sistemas. Nesse contexto, estdo inseridos os grupos de calibre da
teoria de Gauge, sobre o0s quais escreveremos adiante. Em Quimica, grupos sdo utilizados
para classificar estruturas cristalinas e as simetrias das moléculas (cf. ROSENTHAL-
MURPHY, 1936).

Fisico Quimica. Atkins & de Paula

A teoria de Lie e os grupos topoldgicos

A teoria de Lie teve origem por volta de 1870, e partiu da idéia de abordar as equacgdes
diferenciais sob 0 mesmo ponto de vista de Galois para equagdes algébricas. Sophus Lie
(1842-1899) e Felix Klein (1840-1925) dirigiram o programa o qual consistia em estudar as
equacdes diferenciais via seus grupos de simetria. Sob esta perspectiva, Lie descobriu 0s
grupos infinitesimais, conhecidos hoje como algebras de Lie, e posteriormente descreveu
sua relacdo com os grupos de transformagfes, assim chamados grupos de Lie (SAN
MARTIN, 1999). Mais precisamente, um grupo de Lie é um grupo G cujo conjunto
subjacente possui uma estrutura de variedade diferenciavel, de tal maneira que a operacéo
binaria u: G X G - G é diferenciavel.

Além de Claude Chevalley (1909-1984), outros matematicos também trataram dos
varios aspectos da teoria de Lie com grande profundidade (cf., BOURBAKI, 1968 e 1972;
JACOBSON, 1962). Confirmando as expectativas, 0 conceito de grupo de Lie encontrou
valiosas aplicagdes no estudo de equaces diferenciais em variedades. Por combinar analise
e teoria de grupos, tornou-se uma ferramenta apropriada para g
descrever as simetrias de estruturas analiticas (cf. HELGASON,
1978). Este tipo de andlise é conhecido como analise harmonica
(cf. WARNER, 1972). Por conseguinte, a teoria de Lie tornou-se
fundamental em muitas areas da Mateméatica e da Fisica,
mormente com o surgimento da teoria de Calibre, assunto que
discutiremos adiante.

Ao longo dos anos, uma nova versdo da teoria de grupos
foi criada - os grupos topoldgicos - englobando tanto os grupos
algébricos quanto os grupos de Lie. Diversas propriedades dos
grupos de Lie dependem apenas de sua topologia e ndo da
estrutura de variedade diferenciavel (cf. SAMELSON, 1952).  rigyra 4: Marius Sophus Lie
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Os grupos topologicos (ou grupos continuos de transformacoes)
surgiram com a idéia de estender tais propriedades dos grupos de
Lie, introduzindo-se em outras areas da Matematica (cf. BAKER,
1905; MONTGOMERY-ZIPPIN, 1955; PONTRYAGIN, 1958).
Um grupo topolégico consiste de um grupo G munido com uma
topologia de forma que a opera¢do u:G X G —» G é continua.
Qualquer grupo algébrico (sem topologia definida) pode ser
considerado como um grupo topolégico munido com a topologia
discreta. No caso dos grupos de Lie, a operacdo u é diferenciavel
e, portanto, continua.
Figura 5: David Hilbert A teoria de grupos topoldgicos se desenvolveu com
ramificacBes nas mais diversas areas da Matematica e de suas
aplicacfes. Uma parte essencial em seu desenvolvimento ocorreu em 1900 com o assim
chamado quinto problema de Hilbert: “Todo grupo topologico localmente euclidiano ¢ um
grupo de Lie?”. Este problema foi solucionado em 1952 a partir do seguinte resultado: um
grupo localmente compacto é um grupo de Lie se e somente se existe uma vizinhan¢a da
identidade que ndo contém um subgrupo ndo trivial (cf. GLUSHKOV, 1957).

A teoria de Lie protagonizou o periodo de maior desenvolvimento da teoria dos
grupos e se consolidou como uma area de pesquisa muito produtiva e abrangente até os dias
de hoje. Concomitantemente, o conceito de grupo topolégico se tornou a peca fundamental
para a teoria moderna das dinamicas topoldgicas.

A teoria de Gauge e o0s grupos de lagos

A teoria de Calibre, também conhecida como teoria de Gauge, representa uma classe de
teorias fisicas que consideram transformacgBes de simetria locais ou globais. A palavra
“gauge” estd associada & uma simetria, a simetria de gauge, que é uma das simetrias
fundamentais que existem na Fisica Moderna. Essas transformagdes estdo inseridas no
contexto das simetrias classificadas como internas, as quais ndo apresentam a possibilidade
de visualizacdo direta tais como as simetrias translacional, rotacional e especular. A
simetria de gauge constitui uma base matematica extremamente sélida para o estudo das
estruturas quéanticas das interacdes eletromagnéticas de particulas elementares (cf.
MORYASU, 1983).

A idéia da invarianca de gauge foi primeiramente proposta por Hermann Weyl
(1885-1955) (1919), quando a lista de particulas
elementares conhecidas se resumia ao préton e ao
elétron. Baseando-se na teoria da relatividade de
Albert Einstein (1879-1955), Weyl propés que a
norma de um vetor fisico deveria depender de sua
localizacdo no espago-tempo. Uma nova conexdo
entdo seria necessaria para relacionar 0s comprimentos
dos vetores em diferentes posicoes. Essa idéia ficou FATANANAY /A
conhecida como invarianca de escala ou de gauge. NO  gigyra 6: mter‘;gﬁe; eletromagnéticas
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entanto, a proposi¢do de Weyl entrou em conflito com alguns fatos fisicos e com a teoria
quantica. De fato, era conhecido que 0 comprimento de onda de uma particula é
determinado por sua massa m, ndo podendo portanto depender da posicdo. Cerca de
cinquenta anos mais tarde a idéia da simetria local de gauge foi reconsiderada,
principalmente devido a descoberta das simetrias das equagfes de Maxwell em
eletrodindmica. A invarianca de gauge foi entdo reconhecida como sendo o principio fisico
governante de todas as interagOes entre particulas elementares (YANG-MILLS, 1954).

A escolha de um gauge corresponde a escolha da secéo local de algum fibrado
principal. Um fibrado principal topolégico Q(X, G) (ou simplesmente Q — X) é constituido
por um espaco total Q, um espaco base X, e um grupo estrutural G, cada um munido de uma
topologia, sendo G um grupo topolégico. A relacéo entre eles é dada por:

(1) G age livre e continuamente a direitaem Q: (q,a) € Q X G — qa € Q.

(2) O espago das orbitas dessa agdo é X, isto é, existe uma aplicagdo continua
sobrejetora : Q — X tal que as 6rbitas de G sdo as fibras 7= (x), x € X.

(3) Q é localmente trivial no sentido de que para todo x € X existe uma
vizinhanca U de x e um homeomorfismo ¢:7~1(U) - U X G, que é da forma
0(q) = (n(q),6(q)), onde &:m~1(U) - G é uma aplicagdo continua que
satisfaz § (qa) = 6(q)a, paratodo g e r~1(U) e a € G.

Grosso modo, Q é um feixe bem organizado de grupos topolégicos isomorfos entre si. Uma
secdo local do fibrado Q(X, G) é definida da seguinte forma. Dada uma trivializacéo local
@:r~Y(U) - U X G, o conjunto ¢~ *{(x,e):x € X} é uma subvariedade em =~1(U) que
cruza cada fibra #=1(U) em um Unico ponto. Denotanto esse ponto por o(x), a funcédo
o:U — Q obtida é uma secdo local de Q, isto é, satisfaz n(a(x)) = x, para todo x € U
(Figura 7). A trivializagdo ¢ e sua componente § ficam completamente determinadas por o,
de forma que ¢ (o (x)a) = (x,8(c(x)a)) = (x,a), paratodox € X e a € G.

Uma transformacdo de gauge é uma transformacdo entre duas se¢des locais de um
fibrado principal Q(X, G). O grupo de calibre é o grupo das transformagdes de gauge. Mais
precisamente, o grupo de calibre do fibrado é o
subgrupo dos automorfismos que deixam
invariantes cada uma das fibras, ou seja, no espago
base X coincidem com a funcdo identidade de X
(cf. NABER, 2010). Um elemento y do grupo de
calibre de Q(X,G) é determinado por uma
aplicagdo f:Q - G que satisfaz f(qa) =
a~'f(q)a, para todo x €EX e a € G. A relagio
entre os dois é dada por y(q) = qf (q) (pois y(q)
esta na mesma fibra de q). Se o fibrado é trivial,
isto 6, Q=XXxG, entdo f é completamente
determinada por uma aplicagdo F: X — G.

Figura 7|Uma secdo local de um fibrado No caso particular em que X é o circulo
principa

76 RBHM, Vol. 12, n® 24, p. 71-81, 2012



Uma nota sobre a teoria dos grupos: da teoria de Galois a teoria de Gauge.

S, o grupo de calibre do fibrado trivial
S1x G - S corresponde ao grupo de ! A

lagcos livre sobre G, o qual ¢é ~ v A
alternativamente  definido por outro O 4
caminho. A versdo topoldgica do /
conceito de grupo de lacos consiste de
um espaco de curvas fechadas (lagos) em
um grupo topoldgico G munido com o
produto de fungdes. Mais precisamente, Figura 8: Um lago em R3
considera-se 0 espaco LG, de todas as
fungdes continuas do circulo S* no grupo G, equipado com a topologia compacto-aberta.
Dadas f, g € LG, o produto f - h: S* — G é definido por

f-h(x) = f(x)*h(x), x €S
Munido com essa operacdo interna, LG € um grupo topoldgico, chamado grupo de lacos
livre. Um grupo de lacos é entdo qualquer subgrupo de LG. O grupo de lagos livre se
decompde em um produto semidireto QG x G, onde NG ={f € LG:f(1)=e} é 0
subgrupo normal dos lagos baseados na identidade de G. A versdo analitica considera G um
grupo de Lie e LG o grupo de todas as fungGes diferenciaveis S* — G. Nesse caso, LG é um
grupo de Lie de dimensdo infinita. A decomposicdo £2G x G é a principal propriedade do
grupo de lagos livre, de onde se obtém importantes interpretacfes e aplicacdes em estudos
de equaces diferenciais em geral (cf. PRESSLEY-SEGAL, 1986).

Originalmente, os grupos de lagos surgiram em trabalhos de teoria quéntica de
campos em duas dimensdes, depois se expandiu em vérias dire¢des e diferentes tipos (cf.
CHAU-GE-SINHA-WU, 1983; DOLAN, 1981; JACOB, 1974). A partir de um ponto de
vista geométrico e analitico, Pressley e Segal (1986) discutiram as aplica¢des de grupos de
lacos a fisica de particulas simples e explicaram como a matematica usada em conexao com
grupos de lacos € por si so atrativa e valiosa. Os aspectos combinatérios da teoria surgiram
com a classificagdo de certos tipos de singularidades em geometria algébrica (cf.
SLODOWY, 1980). Seguindo esta linha de investigacdo, KAC (1980 e 1982) classificou
sistemas de subespacos em &lgebra linear. Mais recentemente, grupos de lagos foram
extensivamente aplicados em conexdo com sistemas completamente integraveis de
equacdes diferenciais parciais (cf. DATE-JIMBO-KASHIWARA-MIWA, 1981 e 1982;
SATO, 1981, SEGAL-WILSON, 1985; ZAKHAROV-SHABAT, 1979). Empregando o
mesmo método, partindo do principio de que uma equacdo harménica é um tipo de sistema
integravel, SEGAL (1989), UHLEMBECK (1989), VALLI (1988) e WOOD (1989)
encontraram uma solucdo para o problema de classificacdo das aplicagdes harmdnicas da
esfera S% no grupo unitario U(n). Finalmente, grupos de lagos foram usados por TERNG-
UHLEMBECK (2000) para explicar o fendmeno da transformada de Béckland em
equacdes que possuem "solitons" como soluces.

St
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Conclusao

De acordo com o contexto histdrico, é nitidamente reconhecivel a teoria de Lie
como o auge da teoria dos grupos. Com base nos trabalhos mais atuais envolvendo grupos
de simetrias, também reconhecemos que o conceito de grupo de lagos, inserido no contexto
da teoria de Gauge, constitui um dos ramos mais modernos da teoria dos grupos e suas
aplicacles, e tem sido objeto de intenso estudo desde meados de 1980. Esta intensidade se
deve ao fato do conceito ser uma das ferramentas matematicas mais interessantes e Gteis em
estudos de equagdes diferenciais parciais e teoria quantica de campos. Seu desenvolvimento
reuniu 0s mais diversos ramos da matematica como algebra, analise, analise combinatéria e
geometria. Devido a sua notavel importancia para a Fisica e a Matematica, deseja-se com
entusiasmo a real introducdo do conceito de grupos de lagos como objeto de pesquisa nas
universidades brasileiras.
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